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Resum

En moltes de les situacions de la vida real on hi intervé la captacié o adquisicio de
senyals s’estableix una precisié, un maxim de mostres preses, que pot estar impo-
sada voluntariament o condicionada per mitjans tecnics. Pot ser que necessitem
un temps que no tenim per mostrejar la senyal, imaginem el sensor d’una camera
fotografica; o que la informaci6é és massa extensa per a captar-la tota, com és el
cas de les tomografies.

Considerem una senyal f(t) € R" de la qual volem obtenir els n coeficients a
partir de m mostres de la forma y = (f, ¢x), on m << n. El problema que se’ns
planteja és el fet de minimitzar el nombre m de tal manera que puguem recuperar
f(t) d’'una manera optima. Ho farem minimitzant en norma ¢;. La reconstruccié
proposada sera f* = Wa*, on z*, solucié del problema d’optimitzacié convexa

m%@n [Ed subjecte a  yr = (g, V), k=1,...,m.
TreR™

El compressive sampling, o mostreig de compressio, utilitza que la majoria de
senyals que pertanyen al grup d’interes son de manera natural disperses o com-
pressibles en el sentit que tenen representacions concises quan son expressades en
una determinada base V; i el que anomenam incoherencia, mitjancant un raona-
ment dual expressa la idea de que els objectes que tenen una representacié dispersa
U en un dels dominis n’han de tenir una d’extensa en I’altre.

Analitzant I'existencia d’un polinomi dual —depenent de la mida del conjunt de
mostres i del suport de la senyal original—i la probabilitat en que aquest satisfa dues
propietats que anomenarem invertibilitat i magnitud en 7, es fixen les hipotesis i
la probabilitat per a les quals la reconstruccio de la senyal és optima. El resultat
principal mostra que prenent una senyal de dimensi6 n, representada emprant W
de tal manera que la imatge sigui S-dispersa, mostrejada emprant @, de tal manera
que s’obté un coeficient d’incoherencia p(®, W), llavors si prenem aleatoriament un
nombre de mostres m obeint la fita

m > Cy - 12 (W, ®) - S - logn,
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viii RESUM

llavors es pot reconstruir la senyal amb una probabilitat de 1 — O(n=*), on Cy

és una constant que depen del parametre de precisié M.

Seguint un raonament determinista, també mostram com la senyal pot ser re-
construida si dg + fg + fs25 < 1, on J és la constant d’isometria restringida i
0 la constant d’ortogonalitat restringida de la matriu de mostreig. Exemples de
matrius que satisfan aquestes propietats sén les matrius aleatories de Gauss.

Amb tot aixo, tenim algorismes de presa de mostres i de recuperacié de senyals
factibles i, a més, que no depenen de la imatge en si, sind només de la mida de la
senyal, del cardinal del suport de la senyal i de les bases de mostreig i representacié.
Per tant, els podem emprar per a un grans conjunts de senyals. En veim exemples
en la darrera part del treball.



Abstract

In many real life situations where the signal acquisition or capture takes part in
an accuracy is established. A maximum of samples, which may be voluntarily
determined or imposed by technical means, are taken. Maybe you need a time
that you don’t have to sample the signal, imagine a camera sensor; maybe the
information is too extensive to capture it all, as in the case of tomographies.

Let f(t) be a signal in R™ for which we want to get its n coefficients from m
samples taken as y = (f, ¢x), where m << n. The dare now is how to minimize
the samples m such that we can recover f(t) in an optimal way. We will do that
minimizing the ¢;-norm. The proposed reconstrucction is f* = Wa*, where x* is
solution of the convex optimization problem
;rel]g% 1] ey, subject to e = (o, V), k=1,...,m.

The compressive sampling uses that most of signals that belong to the set of
interest are naturally sparse, or compressible, in the sense that they have concise
representations when they are expressed in a particular basis ¥; and uses too a
thing called incoherence, which through a dual reasoning, it expresses the idea
that the objects which have a sparse representation ¥ in a domain have to have
an extensive one in the other.

Analyzing the existence of a dual polynomial —which depends on the size of the
sample set and the support of the original signal— and the probability in which two
properties that we will call them invertibility and magnitude on T are satisfied,
we set the assumptions and the probability for which the reconstruction of the
signal is optimal. The main result shows that taking a signal of dimension n,
represented using W such that the image is S-sparse, sampled using ®, and getting
an incoherence coefficient u(®, ¥), then if we take a random number of samples m
obeying the bound
m > Cy - pi2(W, @) - S - logn,

the signal can be reconstructed with probability 1 — O(n™™), where Cy; is a
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X Abstract

constant value depending on the precision parameter M.

Following a deterministic argument, we show how the signal can be reconstructed
if 05 4+ 0g + 0s2s < 1 is fulfilled, where 9§ is the restricted isometry constant and ¢
the restricted orthogonality constant, both of the sampling matrix. Examples of
matrices satisfying this properties are the Gauss random matrices.

With this, we have a feasible sampling and recovery algorithms for signals and,
moreover, these don’t depend on the image itself, these depend only on the size of
the signal, the cardinal of the signal support and the sampling and representation
bases. Because of that, we can use the same one for a big set of signals. We take
a look at some examples in the last part of this work.
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Introduccio

1.1 Motivacio

En moltes de les situacions de la vida real on hi intervé la captacio o adquisicio
de senyals s’estableix una precisié. Depenent del procés i de la senyal en si, la
precisié pot estar imposada voluntariament o condicionada per mitjans tecnics,
d’emmagatzematge o de temps, entre altres factors. Per exemple, a ’hora de fer
una fotografia, el sensor d’una camera fotografica pren una certa informacié de la
imatge que es té al davant, pero per tots és ben sabut que la qualitat de la imatge
és limitada, i per tant, la camera només guarda una part d’aquesta informacio.

Per altra banda, en el cas de les ressonancies magnetiques, la senyal a adquirir
és una representacio d’un tall transversal de l'individu. En aquest cas, s’entén
la senyal com a un conjunt de freqiiencies les quals, canviades convenientment de
base, es convertiran en la imatge desitjada. Aquest fet prové d’imaginar la llum
com a ona, que generara un color o un altre depenent de la freqiiencia d’aquesta.

En els exemples anteriors, el temps d’exposicié per a la captacié de la senyal és
limitat i, per tant, el nombre de mostres que podem prendre també. En aquest
context, és interessant trobar metodes de mesura rapids i, paral-lelament, dissenyar
altres metodes i algorismes que permetin recuperar la senyal a partir d’'un minim
de mostres, de tal manera que puguem disminuir el nombre d’aquestes a prendre.

L’eficiencia dels mitjans tecnics potser correspondrien més a un enginyer o a un
informatic, aixi que ens centrarem en la part de minimitzar el conjunt de mostres.
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1.2 Plantejament axiomatic i objectius

Considerem una senyal, que per ara podem imaginar com un vector. Es planteja
la manera en que es podria recompondre la senyal original a partir d’'una serie de
mostres d’aquesta. La teoria del compressive sampling, o mostreig de compressio,
desenvolupada per Candes i Tao [Can04], i de manera independent per Donoho
[Don08], estudia sota quines condicions es pot recuperar ’esmentada senyal i fins a
quin punt es pot minimitzar el conjunt de mostres per a obtenir la imatge original
amb una qualitat optima.

Sigui = una senyal tal que x € R™. Prenguem un mostreig lineal y de dimensié m
de la forma
y; = (a;, x), i=1,...,m. (1.1)

Amb aquesta notacié, hom pot escriure tal cosa com y = Az, on A es una matriu
de dimensié m x n amb els vectors a; com a files.

Resultats com els que veurem a la seccié 1.3 ens asseguren que podem reconstruir
la senyal x a partir del mostreig y. En aquest treball anirem molt més enlla,
estudiarem com hem d’agafar el mostreig per tal de “comprimir” les senyals a
I’hora de prendre el mostreig i aixi reduir al maxim el nombre necessari de mostres
per a la posterior recuperacié. A més, ho farem des d’un punt de vista general en
quant a les senyals, aixo és, que el procés volem que sigui independent del contingut
de senyal. Un altre fet important és que no sols ens quedarem en ’existencia teorica
de la recuperacio, siné que es pretén que la senyal pugui ser realment reconstruida.

Per tant, els objectius que es plantegen es podrien resumir en els seglients punts.

e Trobar bases de mostreig de senyals que permetin la compressio d’aquestes en
el sentit que es pugui minimitzar el mostreig per a la posterior recuperacié.

e Fixar una fita per al valor m de mostres necessaries per a la recuperacié
real de senyals, aixi com estudiar si existeix algun limit fonamental per a tal
valor.

e Obtenir algorismes de recuperacio, ja sigui amb arguments probabilistics o
deterministes, pero independents de la senyal i de tal manera que es pugui
aplicar de manera generalista.

e Per mitja d’exemples practics, assegurar que els resultats anteriors siguin
valids i que es pugui dur a terme la reconstruccio de distints tipus de senyals.
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1.3 Primeres aproximacions

Des de molts d’ambits de la matematica, hi ha molts resultats que asseguren la
resolucié de férmules del tipus y = Ax, on en el nostre cas y pren la forma que
trobem en (1.1).

1.3.1 Teorema fonamental de ’algebra lineal

La primera idea que ens ve al cap és utilitzar el Teorema fonamental de ’algebra
lineal. Una de les maneres de formular-lo és la segiient.

Teorema 1.3.1. Sigui A € R™*™, [lavors,
e dim R(A) = dim R(AT)
e dimN(A)=n—r
o dimN(AT)=m —r

onr és el rang de la matriu, N(A) el seu nucli, R(A) el seu espai columna i R(AT)
el seu co-nucli.

Segons el que ens diu el teorema, necessitem m equacions per a trobar les n
incognites, amb la qual cosa se'n dedueix que ha de ser m = n.

Evidentment aquesta solucié queda descartada, ja que el mostreig ha de ser la
senyal sencera.

1.3.2 Teorema de mostreig de Nyquist-Shannon

Si canviem de branca i anem a ’analisi harmonic trobem el teorema de mostreig

de Shannon [Her96].
Teorema 1.3.2. Suposem f € L'(R) i supp(f) C [—Bm, Br). Llavors,

sinw(Bzx — k)
%f( ) n(Bx — k)

on les sumes parcials simétriques d’aquesta série convergeizen a f en norma L?.
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Observem que aquest teorema afirma que per a una funcié de banda limitada
en L'(R) tal que supp(f) C [—Bm, Br| esta univocament determinada per un
mostreig de f als punts { B~k : k € Z} i la reconstruccié ve donada per la familia

de funcions
sinw(Bx — k)
— 2 k€EZ;.
{ *Br—k) }

familia relacionada amb la funcié sinc(z), que és una funcié d’escalat de la wavelet
de Shannon.

Un teorema estretament relacionat és la versié de Shannon del Teorema de Nyquist:

Teorema 1.3.3. Si una funcié x(t) no conté freqiéncies més grans que B hertzs,
aquesta esta completament determinada donant les ordenades a séries de punts
espaiats per un maxim de 1/(2B) segons.

En altres paraules, una funcié de banda limitada pot ser reconstruida perfectament
per una seqiiencia finita de mostres si ’ample de banda B no és major que la meitat
de la taxa de mostreig (mostres per segon), o el que és el mateix, si la freqiiencia
de mostreig és major que el doble de la freqiiencia maxima de la senyal.

Figura 1.1: Mostreig de 10 punts, menor al doble de la freqiiencia de mostreig

D’aquesta manera, obtenim una relacié de la forma m < n, on la diferencia depen
de la senyal concreta. En cas contrari pot passar el que observem a la figura 1.1.
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1.4 Mostreig de compressio

La teoria desenvolupada per Candes i Tao afirma que es pot reconstruir una senyal
a partir d’'un mostreig molt petit de la imatge, m << n. Aquest mostreig és
aleatori en algunes versions i, en altres, donat per una mascara de mostreig que
no dependra mai de la senyal, siné del metode.

L’algorisme utilitzat per recuperar la imatge es basa en resoldre de manera conve-
nient el segiient programa d’optimitzacio.

min ||z]l,, subjecte a Az =y.

1.4.1 La compressibilitat és la clau

La clau en el compressive sampling o mostreig de compressio és la compressibilitat
de la senyal [Can08]. Hom ja sap que podem comprimir matrius disperses i matrius
quasi disperses a través d’algorismes com I'RLE, basat en un recorregut per la
senyal codificant-la per parells on en la segona posicié hi ha un valor distint a
zero i en la primera el nombre de zeros que s’han trobat en ’esmentat recorregut
des del darrer valor distint a zero. Aquest tipus de codificacié sovint va precedida
d’algorismes que imposen un llindar de forma controlada, de tal manera que forcen
zeros en determinades zones de la senyal sense una perdua excessiva en la qualitat
d’aquesta. Un exemple seria ’algorisme JPEG.

En el nostre cas, I'algorisme de Candes i Tao aconsegueix reconstruir la senyal
acuradament si aquesta és aproximadament dispersa i practicament exacta quan
la senyal és dispersa. Aquest fet és sorprenent donat que la manera en que prenem
les mostres esta fixada previament, sense dependre de la senyal.

Aquest fet es fonamenta en dur a terme el mostreig en una base determinada de tal
forma que, amb un canvi de base adequat, puguem representar-lo d’'una manera,
com hem dit, dispersa.

Aixi, amb el compressive sampling ens n’adonem que hom pot dissenyar un algoris-
me de mostreig no adaptat de tal manera que condensa la informacié d’'una senyal
compressible en una quantitat reduida de dades. El nombre de mostres necessari
sera comparable al nivell de dispersi6 de la senyal i no a la grandaria d’aquesta ni
a la situacié del seu suport.
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Aqui hi ha dos principis treballant. El primer és que el mostreig aleatori, o quasi
aleatori, pot ser emprat com un mecanisme efectiu per a comprendre senyals a
partir d’ones incoherents, quasi aleatories, extraient-ne la informacié de manera
eficient a partir de poques mostres. L’altre és el que la minimitzacié ¢; és capag
de desembullar les components de la senyal z a partir de les dades comprimides.

1.4.2 Minimitzacid /;

Pero quin rol juga la norma #; en les matrius disperses?

Trobar solucions disperses a sistemes d’equacions indeterminats és, en general, un

problema N P-dificil. Per exemple, suposem y = Az = Bz + e, i definim la matriu

F' de tal manera que F'B = 0. Llavors, la solucié6 més dispersa ve donada per
(Iinzigan |d||e,, subjecte a Fd =gy (= Fe), (1.2)

e n

i sense altre coneixement, resoldre aquest problema requereix essencialment cerques

exhaustives sobre tots els subconjunts de columnes de F. Aquest procediment,

clarament combinatori, té una complexitat exponencial.

S6n molts els treballs que han duit a terme recerca per trobar alternatives a (1.2).
Per exemple, a [Can05],

in ||d bject Fd=y 1.3

CIlIell{QI%H ||€17 subjecte a Yy, ( )

on recordem que ||d||,, = Y%, |d;|. Aixi com la norma /; detecta el nombre de

coordenades distintes a zero, la norma f; és convexa, i les solucions d’ambdds

problemes sén equivalents [Can04b]. A més, la soluci6 del programa (1.3) pot ser
trobada mitjancant programacio lineal.

Aixi, veim que la norma ¢; és un funcional que “promou”, ajuda a trobar, senyals
donades per matrius disperses [Can08]. Resultats amb la recuperacié amb la norma
{1 no s6n nous, ja foren estudiats a principis dels anys 60. Suposem

y(t) = f() +n(t), tEeR,

on f(t) té un ample de banda limitat, f(t) € B(Q) := {f : f(w) = 0 for || > Q},
i n(t) és un soroll a impulsos amb suport en un conjunt dispers 7. S’ha demostrat
el segiient fenomen: si recuperam f amb

min |y — fllae),
feB(Q)
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llavors la recuperacié és exacta mentre |T'||Q2] < m/2. Aix0 passa per a qualsevol
f € B(Q) iper a qualsevol grandaria del soroll. El fet principal és que f és dispersa
en el domini de frequiencies i, sota aquestes hipotesis, la minimitzaci6 ¢, pot donar
lloc a resultats inesperats.

1.4.3 Variants

L’algorisme presentat té diverses variants [Can04] que responen a diferents situa-
cions com és, per exemple, senyals molt grans. Alguns exemples sén els segiients:

Min-/; amb igualtat com a restriccio:

min ||z||; subjecte a Az =b.

Error d’aproximacié ¢; minim:

min .||y — Azx||;.

Min-¢; amb restriccié quadratica:

min ||z]|; subjecte a ||Az —b|2 <e.

Min-¢; amb correlaci6 residual fitada o seleccionador Dantzig

min ||z||; subjecte a ||A*(Az —b)|le < 7.

Donada una senyal en dues dimensions, una imatge, un model alternatiu és que
el gradient sigui dispers. Si x;; és el pixel de la fila ¢ columna j d’una imatge de
n X n, definim 'operador

on

Tit1,j — Tij sit<n . Tij+1 — Tij si j <n
Dpijx = .. 1 Dyijr = .
0 sit=mn 0 sij=mn.
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Llavors, D;jz pot ser interpretat com un tipus de gradient discret. En aquest cas,
la variaci6 total ve definida com segueix.

TV(x) := Z \/(Dhn’jf’f)z + (Dysij)? = Z D] (1.4)

D’aquesta manera, podem considerar les segiients variants per a dues dimensions.

e Min-7T'V amb igualtat com a restriccié:

min TV (z) subjecte a Az =b.

e Min-7T'V amb restriccié quadratica:

min TV (z) subjecte a ||Az —b|2 <e.

e Dantzig TV
min TV (z) subjecte a ||A"(Az —b)|0 < 7.

Estudiarem principalment la primera de les varietats esmentades, tot i que im-
plementarem la minimitzacié de TV (x) amb igualtat com a restriccié per tal de
comprovar 'exactitud de la reconstruccié per al cas bidimensional.

1.5 Organitzacio del treball

Aquest treball esta dividit en 4 blocs. El primer esta format per la secci6 2, on hi ha
definicions i resultats previs que emprarem en els altres blocs. En el proxim bloc,
la seccié 3, s’analitzen les propietats que ha de tenir el mostreig i quina influencia
té sobre el nombre de mostres necessari per a la reconstruccié de la senyal. El
tercer bloc esta format per les seccions 4, 51 7. En la primera part d’aquest bloc
s’analitza l'existencia d’un polinomi dual —depenent de la mida del conjunt de
mostres i del suport de la senyal original—, i la probabilitat en que aquest satisfa
dues propietats que anomenarem invertibilitat i magnitud en 7. Utilitzant aquest
fet, es demostra en la segona seccio d’aquest bloc la possibilitat de reconstruccié de
la senyal tot fixant una fita en el nombre de mostres necessari. En el final d’aquest
bloc, que es troba ja al final del treball, hi ha exemples practics de recuperacié en
probabilitat, tot provant els resultats demostrats sobre distints tipus de senyals.
El darrer bloc esta format per la seccidé 6, on es demostra sota quines condicions
la recuperacié determinista és possible, aixi com també es mostra que les matrius
aleatories de Gauss les satisfan amb una probabilitat molt alta.



Capitol 2

Preliminars

En aquest capitol trobareu definicions i alguns resultats que s’empren en algun
moment del treball, aixi com alguns conceptes que anira bé tenir en compte per
tal de copsar bé la teoria desenvolupada.

2.1 Operadors en espais de Hilbert

Definicié 2.1.1. Sigui H un espai de Hilbert tal que el seu producte interior ve
donat per (+,-)g = (-,+). Per a tot x,y € H és compleix

@ 9)| < [l=[l - llyll,

1/2 i ganomena desigualtat de Cauchy-Schwartz.

on ||z]| = (z, 2)
Definicié 2.1.2. Siguin H;, H, dos espais de Hilbert i sigui
T:H — H,

una aplicacié lineal i continua. Es defineix la seva norma com

1Tl = swp ||Tellu, = sup |(Ta,y)ml.
|y <1 Il pry <1
!l pry <1

Definicié 2.1.3. L’operador adjunt de T': H; — H, és un altre operador
T Hy — H;

tal que
(T'Iay)Hz = ('Iay*)Hl) Ve Hl-
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Definicié 2.1.4. T': H — H és autoadjunt si T = T*.

Definicié 2.1.5. Donat {wy }ren, direm que és un sistema ortonormal si ||wg|| = 1
i (wj,wy) =0 Yk # j.

Proposicié 2.1.6. B = {w;}}_, C H és una base ortonormal si, i només s,
— . n 5 y A Norg oy
W = {w;r}% = €s una matriu unitaria:

W.-Wt=1I, e, W'=Wt

on I, és la matriu identitat de dimensio n.

2.2 Transformada de Fourier

Transformada discreta i transformada rapida de Fourier

Proposicié 2.2.1. El sistema discret d’exponencials trigonomeétriques { Em n tmn,
definit per

1 _2ﬂ_i<(jfl)A(l'rnfl)_’_(kflz\(,nfl))

vVMN ’

Em,n(ja k) =
és ortonormal.

Definicié 2.2.2. Donada una matriu A € (*(Z/M x Z/N), es defineix la seva
transformada de Fourier discreta (DFT) com la matriu A, de la mateixa dimensié
que A,onperacadal <m<Mil<n<N,

N
N 1 1)(m—1 k—1)(n—1
Atm.n) 3 AG ke (P )
\/MN gt

I la seva inversa com

M N
. 1 G=1)(m=1) | (k=1)(n—1)
A m, n A 27” M + N ),
) = w2 g
A

de tal manera que A=

Observacié 2.2.3. Per a vectors, la mateixa férmula és valida posant M = 1.
En aquest cas, 'algorisme DFT necessita N? productes. Existeix una variant
anomenada transformada rapida de Fourier (FFT) que disminueix l'ordre fins a
N log N productes.
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Definicié 2.2.4. Un sistema ortogonal {wy }ren és complet si es compleix que, si

z(k) = 0 Vk, llavors = 0.
Definicié 2.2.5. Direm que un vector esta localitzat prop de jo si quasi tots les
seves components son zero tret de jy i valors petits al seu entorn.

k

——
Observacié 2.2.6. La base estandard e, = (0,...,1,...,0) és la que esta més
ben localitzada. Per altra banda, la transformada n-dimensional de Fourier, cor-
responent a la base d’exponencials complexes és la que esta pitjor localitzada, cada

.., _ o G=D(k=1) ,
posicié de W, donada per w; ) = \/iﬁe 2mi( ) 44 norma 1/y/n.

Identitat de Parseval

Definicié 2.2.7. Donada B una base ortonormal, es defineix la identitat de Par-
seval com
l2|* = (@, 2) = [(z,v) .
vEB
Propietat 2.2.8. Es compleix que ||Al|e@z/mxz/n) = ][A\]gz(Z/MXz/N).

Teorema 2.2.9 (Riesz-Fischer). Un sistema ortogonal {wy}ren €s complet si, i
nomeés si, per a tot x en un espai de Hilbert H,

i’(kﬁ)w]ﬁ

1

o0
xr =
k=

1 es compleiz la identitat de Parseval

][ =) |2 (k).
k=1

2.3 Wavelets 1 noiselets

Wavelets

La base estandard esta ben localitzada en el domini de ’espai, pero no en el de
freqiiencies, al contrari que passa amb la transformada de Fourier. Les wavelets
[Fra99] s6n un tipus de bases ortonormals que tenen molt bones propietats de
localitzacio, tant en el domini espacial com el de freqiiencies.
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Definicié 2.3.1. Definim el funcional Ryw com la translacié Ryw(j) = w(j — k).

En [Fra99] es demostra que { Ryw} és una base ortonormal si, i només si [w(j)]| =
1/4/n per a tot j.

Definicié 2.3.2. Considerem N un enter parell (N = 2M, per algun M € N).
Una base ortonormal per a ¢2(Z/N) de la forma { Ropu} 2’ U{ Rorv 1215t per algun
u,v € (*(Z/N), s’anomena la base de wavelet de primera etapa per a (%(Z/N).

Exemples

Definicié 2.3.3 (Transformada de Haar). Considerem un vector = de dimensié N,
es defineixen els coeficients a' = ((Rou, x), . . ., (Ra(m-1)u, T)) anomenat tendencia,
i d' = ((Ryv,z),...,(Ra—1)v, ), anomenat detalls. Es defineix, per N = 2 la
transformada de Haar d’ordre j com

Haar;(z) = (Haar; (¢’ ), & *,... d") = (a/, &, &', ... d"),
peraj =2, ...,k

Definicié 2.3.4 (Base real de Shannon). Donat un enter N divisible per 4, es
defineix aquesta wavelet, ben localitzada en el domini de freqiiencies, mitjancant
els vectors

sij=1,...,N/4—10j=3N/4+1,...,N,
si j = N/4,
si j =3N/4,
sij=1,...,N/4+10j=3N/4—1,...,N,

shsh2

(0 sij=1,...,N/4—10j=3N/4+1,...,N,
sij=N/4o0j=3N/4,
sij=N/4+1,...,3N/4—1.

>
=
I
Bt

\

Definicié 2.3.5 (wavelet D6 de Daubechies). Donat un enter N parell i no menor
a 8, es defineix aquesta wavelet, molt ben localitzada en I'espai, segons els vectors

u,v € (*(Z/N):
V2

)

N—6
2a + 3b + 3¢, 6a + 4b + 2¢,6a + 4b — 2¢,2a + 3b — 3¢, b — ¢,0,...,0,b+ ¢
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v = [u(N),0,...,0,—u(b),u(4), —u(3),u(2), —u(l)|,

ona=1-+10,b=14++10ic= 5+ 2V/10.

Noiselets

El terme noiselet es refereix a una familia de funcions que estan relacionades amb
les wavelets de la mateixa manera en que la base de Fourier es relaciona amb una
senyal en el domini de temps. En altres paraules, que si una senyal és compacta
en el domini de wavelets, aquesta és extensa en el domini de noiselets i viceversa.

La complementarietat de wavelets i noiselets ens déna 1’oportunitat d’emprar noi-
selets en mostreig de compressio per reconstruir una senyal que té una representacié
compacta en el domini de wavelets.

Foren introduides per primera vegada en el treball de Coifman, Geshwind i Meyer
[Coi01]. So6n funcions semblants al soroll, d’aqui el seu nom, en el sentit que
son totalment incomprensibles per qualsevol metode basat en wavelets ortogonals.
D’aquesta manera, no es poden transformar de tal manera que no semblin soroll
emprant cap tipus de metode que empri la dualitat temps-freqiiencia.

Definicié 2.3.6. L’analisi de multiresolucié de Haar en [0, 1] esta definit per
V., ={f € L*([0,1]) | f constant per tot interval de la forma (k27", (k + 1)27")}.

Definicié 2.3.7. Per a tot x en [0, 1], considerem la familia de funcions definides
de manera recursiva

N fu(22) + (1 +14) f,(22 — 1),
fn(22) 4+ (1 —4) fu(22 — 1).

Observacié 2.3.8. La familia { f;} de funcions té tots els seus coeficients de Haar-
Walsh de modul 1, fins en el millor escalat possible. Les distribucions limitadores
tenen totes uns coeficients de Haar-Walsh ben definits, tots de modul 1. A més,
les funcions tenen suport en [0, 1], on tenen valor absolut constant.

Teorema 2.3.9. El conjunt {f;|j =2,...,2NT1 — 1} és una base ortogonal de
V.
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2.4 Formula d’inclusié-exclusio

Considerem un conjunt A i P(A) el conjunt de relacions d’equivalencia en A.
Observem que hi ha un ordenament parcial en les relacions d’equivalencia, ja que
hom pot dir que ~;<~jy si ~; és més gruixuda que ~s, és a dir, si a ~5 b implica
que a ~1 b per a tot a,b € A. D’aquesta manera, I’element més rude o gruixut en
P(A) és la relacié en la qual tots els elements de A sén equivalents (només una
classe d’equivaléncia). Mentre que I'element més fi és la relacié d’igualtat =, és
a dir, que cada element pertany a una classe d’equivaléncia distinta (|A| classes
d’equivaléncia).

Considerem ara el conjunt G de cardinal P(A). Per cada relacié d’equivalencia ~
de P definim els conjunts 2(~) C G i Q<(~) C G com

Q(~) ={w € G :~y=~},
Qc(~) = | Q) ={weG i~}

~NeEP:i~ <~

Els conjunts {Q<(~) :€ P} formen una particié de G. Aquests conjunts Q<(~)
també es poden definir com

Qc(~) :={w € G : w, = wyp sempre que a ~ b}.

De manera similar, els conjunts Q(~) es podem definir com
Q(~) ={w € G : w, = wp sempre que a ~ b i w, # wy, sempre que a = b}.

Exemple 2.4.1. Suposem A = {1,2,3,4} i G = Z! per a un cert n natural
positiu. Fixem ~ tal que 1 ~ 41 2 ~ 3 (exactament dues classes d’equivaléncia).
Llavors, Q(~) := {w € Z} : w; = wy,ws = w3 1wy # wy}, mentre que Q< (~) :=
{weZ!:w =wyiw=ws}.

Lema 2.4.2 (Principi d’inclusié-exclusié per a classes d’equivaléncia). Siguin A
i G conjunts no buits i finits. Per a cada classe d’equivaléncia ~€ P(A) on
w e G es té que

Yo flwy= Yo (i T A~ =0 Y fle),

we(~) ~1€P:~ <~ A'€A/~ weN<(~1)

(2.1)
on A/ ~ denota les classes d’equivaléncia de ~. D’aquesta manera, si prenem
A ={1,2,3} i ~ ve donada per j ~ k si, i només si, j = k, llavors la identitat
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anterior afirma que

Z flwi, wa, ws) = Z flwr, wa, w3)

w1 ,w2,w3E€G:w1 wa,w3 distints w1,w2,w3€EG
- E f(wbwz,w:a) - E f(w17w27w3>
w1 ,w2,w3EG:w =ws w1,w2,w3EG:wr=ws
- E f(w1,wa, ws) + 2 E fw1, wa, ws).
w1,w2,w3EG:w3=w1 w1 ,w2,w3EG:w)=wa=w3

Demostracio. Passant A a l'espai quocient A/ ~ si és necessari, hem d’assumir
que la relacié ~ és =. Ara, canviant les etiquetes d’A per {1,2,... ,n}, ~ per ~;
i A" per A, el que hem de provar és

> flw) =

weN™:w1,...,wy distints

> (e L A Y ).

~€P({1,...n}) Ae{1,..n}/~ weD (~1)

(2.2)

Ho provarem per induccié sobre n. Quan n = 1 ambdues parts de la igualtat son
iguales a ) .. f(w). Ara suposem que és cert per n — 1 i provem-ho per n.

Observem que la part esquerra de I'equacié (2.2) es pot escriure com
n—1
/ /
z : E f(w,wn)—§ f(wij) 5
W EGT—Liwr,...wp_1 distints \wn€G j=1

on w' = (wy,...w,—1). Aplicant-hi la hipotesi d’induccid, aixo s’escriu com

Z (_1)n717|{1,.“,n71}/~’| H (’A/’ i 1>‘

~'eP({1,...,n—1}) Ae{l,...n—1}/~

- (z f<w',wn>—zf<wcwj>).

W Q< (~) \wn€G

(2.3)

Ara fixem-nos en la part dreta de (2.2). Si ~ és una classe d’equivalencia en
{1,...,n}, sigui ~ la restricci6 de ~ a {1,...,n — 1}. Noti’'s que ~ pot ser
format a partir de ~" adjuntant el singleté {n} com una nova classe d’equivaléncia
(en aquest cas, escrivim ~= {~' {n}}), o triant j € {1,...,n — 1} i declarant n
equivalent a j (en aquest cas, escrivim ~= {~',{n}}/(j = n)). Notem que, amb la
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darrera construccio, podem recuperar la mateixa classe d’equivaléncia ~ de moltes
maneres si la classe d’equivalencia [j]., de j en ~' és més gran que 1, llavors ho
podem resoldre assignant un pes a cada j de m Llavors, tenim la identitat

> F= > P {nh)
~eP({L,...,n}) ~eP({1,..,n—1})

n—1

PN L F({~ 1)}/ = ),

~'eP({1,....n—1}) j=1 [j]"v'|

per a qualsevol funcié F' a valors complexes sobre P({1,...,n}). Aplicant aixo
sobre la part dreta de (2.2), ho podem reescriure com a la suma de

DRVl I § B (VTR VD I S e
~eP({1,...n—1}) Ae{l,...n—1}/~' W'EQ ()

i

S IS S )

~'€P({L,...,n—1}) w'€Q<(~)
on adoptem la convencié w’ = (wy,...,w,_1). Com que
) 1
T@) = e II (A== I  (a1-1y
T Ae{Ln}/({~ {n}}/ (=n) A'e{l,..,n—1}/~
llavors la part dreta de (2.2) coincideix amb (2.3) concloent la demostracié. [

2.5 Nombres de Stirling

Definicié 2.5.1. Per a cada n, k > 0 definim el nombre de Stirling de segon tipus,
S(n, k), com el nombre de relacions d’equivaléncia en un conjunt de n elements
que té exactament k classes d’equivalencia. Ho podem escriure com

S(n, k) = #{~e P(A) : [A) ~ | = k}.
Propietat 2.5.2. Els nombres de Stirling compleixen la recurrencia

Sn+1,k) =S(n,k+ 1)+ kS(n,k) per a tot k,n > 0. (2.4)
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Aquesta propietat ens diu que, si a és un element de A i ~ és una relacié d’e-
quivalencia en A amb k classes d’equivalencia, o bé a no és equivalent a cap dels
altres elements d’A (i per tant tendriem que ~ té k — 1 classes d’equivaléncia en
A\ {A}), o bé a és equivalent a un de les k classes d’equivaléncia de A\ {A}.

Propietat 2.5.3. Els nombres de Stirling compleixen la identitat
=
S(n+1,k) _/?; ( ) — )"

Aquesta propietat prové d’aplicar induccié a la Propietat 2.5.2.
Lema 2.5.4. Per a cadan >110 <7 <1/2, es compleix la identitat
n o kkn—l

Sk — 118 (n, k) (~1)" k= Z(—m—ké_—ﬂk. (2.5)

k=1 k=1

Demostracio. Ho provarem per induccié sobre n. Quan n = 1, la banda esquerra
és igual a 7, 1 la banda dreta és igual a

- e T - T \" -1
+ = — 1= 1=
Z 1_7-)k 2(1_7) T 1_L+ ™

=1 k=0

com voliem. Ara suposem-ho cert per n—1 i provem-ho per n. Aplicant 'operador
(12 — 7)% a ambdds costats, cosa que ve justificada a partir de la hipotesi 0 <

T < 1/2, i després d’algunes simplificacions obtenim

n+1 > k1n
D0 = DS = 1)+ kS R (-1 Rk = Y ayrh T
k=1 k=0 (1-7)

d’on es té el resultat aplicant-hi (2.4). O

Per a facilitar la notacié, definirem F,(7) com a la quantitat (2.5), és a dir,

n 0 k1n—1
_ n—k_k _ nk TR
Fo(m) =) (k=1)1S(n k) (—1)"*7F =) "(-1) T (2.6)
k=1 k=1
D’aquesta manera, tenim Fy(7) = 7, Fy(7) = —7 + 7%, F3(7) = 7 — 312 + 273,

etcetera. Notem també que, per valors molt petits de T, tenim 1’aproximacié
|F(7)| = (=1)"T17. Altres fites més estrictes les presentam a continuacio.
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Lema 2.5.5. Siguin > 1i0 < 7 < 1/2. Si = < e'™, llavors tenim que
|Fo(7)| < 7% Si, a més, = > e'™", llavors

|Fo(7)] < exp((n—1) (log(n — 1) —loglog ! ; T 1)) .

Demostracio. Fent calculs elementals mostra que, per x > 0, la funcié g(z) =

z.n—1 , . . . _ .

T(1fT)w és creixent per x < x, i decreixent per x > x,, on z, := (n— 1)/ log 1TT Si

— < '™ llavors z, < 1, i llavors la serie alternada F,(1) = Y22 (—=1)""*g(k)
T

té magnitud com a maxim g(1) = {==. D’altra banda, la série té magnitud com a

maxim

g(a.) = exp((n — 1) (logm 1)~ loglog 12T — 1)) |

T

d’on obtenim el resultat. O

Amb aixo veim que F,(7) es comporta com 7, per n de l'ordre de O(log[1/7]), i
com (n/log[1/7])", per n molt més gran de log[1/7].

Ens sera d’utilitat representar la fita trobada com a
Fo(7) < G(n),

on

T log —T— < 1 —
G(’n,) = 1-7 7— ) 1;7’ — n (27)
exp((n — 1)(log(n — 1) —loglog == — 1)), log=>1-n.

Noti’s que hem intercanviat els papers dels arguments de la funcié per reflectir la
idea de que hem de veure G com a una funcié de n amb parametre 7.
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Mostreig de senyals

3.1 Detecci6 de la senyal

Considerem una senyal f(f) € R". Prenguem un mostreig lineal de dimensié m a
partir de funcionals de la forma

ue = (fren),  k=1...,m. (3.1)

La idea principal és reconstruir la senyal f(¢) a partir del mostreig y. Els funcionals
intenten aproximar cada gy, per una forma d’ona ;. Per exemple, si les formes
d’ona son deltes de Dirac, és a dir, pics, llavors el vector y és un vector de mostres
de f en el domini de temps o d’espai. Si sén funcions caracteristiques de pixels,
llavors y és la imatge presa pel sensor d'una camera fotografica digital. En el
cas en que les formes d’ona corresponguin a funcions sinusoidals, y correspondra
a un vector de coeficients de Fourier, seria el que obtendriem en les ressonancies
magnetiques.

3.2 Dispersié i incoherencia

El mostreig de compressié es basa en dos conceptes clau, la dispersio, que té a
veure amb les senyals d’interes, i la incoherencia, que té a veure amb la modalitat
de deteccid.

A través del concepte de dispersio, el mostreig de compressié explota el fet que

19
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determinades senyals que pertanyen al grup d’interes sén de manera natural dis-
perses o compressibles en el sentit que tenen representacions concises quan sén
expressades en una determinada base W.

Per altra banda, la incoherencia estén la dualitat existent entre el domini de temps
i de freqiiencies i expressa la idea de que els objectes que tenen una representacié
dispersa ¥ en un dels dominis n’han de tenir una d’extensa en l’altre.

El fet important aqui és que hom pot dissenyar protocols de deteccié o mostreig
que capturin la informacio rellevant incrustada en la senyal dispersa i condensar-la
en un petit conjunt de dades. Aquests protocols sén no adaptats i sols requereixen
la correlacié de la senyal amb un nombre fix de formes d’ona que sén incoherents
amb la base oferint una descripcié concisa de la senyal.

3.2.1 Dispersio

Moltes de les senyals habituals tenen una representacié concisa quan sén expressa-
des en una base convenientment triada. Si ens imaginem qualsevol imatge aleatoria
en gama de grisos, llavors quasi cap pixel tindra valor zero, la informaci6 estara
molt dispersa. Tot i aixi, en el domini de freqiiencies, la informacié de la imatge
es concentra en pocs coeficients rellevants, sent la majoria d’ones moltes petites.

Matematicament parlant, considerem in vector f € R™ on n és el nombre de pixels
de la imatge considerada. Sigui W = [¢)11)5 . . .1,] una base ortonormal de wavelets
en la qual estenem la imatge de la segiient manera:

ft) = Z zati(t), (3.2)

on x correspon als coeficients de la seqiiencia de f, x; = (f, ;). Sera convenient
expressar f com a Wx on ¥ és la matriu de n x n amb les ¢); com a columnes.

Definicié 3.2.1. Un vector (o matriu) és dispers si la majoria dels seus coeficients
son zero. Si el nombre de coeficients distints a zero és S, direm que és S-dispers.

D’aquesta manera, queda clar la implicacié que té la dispersio i, per tant, podem
obviar la majoria de coeficients ja que no tenen un paper fonamental en la repre-
sentacié de la imatge. Considerem g el vector de coeficients = quedant-nos sols
amb els S majors i fent zero els altres. Llavors, definim fg := Wxg, que és dispers,
de fet, S-dispers.
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Observacio 3.2.2. Notem que hem pres la base ¥ ortonormal, i per tant tenim

1f = fslle = [l = zs]les,

isix és dispers o compressible, en el sentit que les magnituds triades dels coeficients
en = decauen rapidament, llavors = és aproximadament x g, ja que error || f — fs||e,
és petit.

En aquest punt cal notar que el coneixement sobre l’espai de freqiiencies de la
senyal és necessari per tal de quedar-nos amb els coeficients més importants i per
tant comprimir-la optimament. Tot i aixi, aquest treball pretén anar més lluny,
ja que l'objectiu és treballar amb un metode no adaptat, és a dir, que no depen
de la senyal. Per a realitzar aquesta tasca la dispersi6 de la qual parlem no té un
paper insignificant, és una eina fonamental de la modelitzacié que ens permetra un
processat de la senyal eficient. En resum del que veurem, la dispersié de la imatge
ens dira amb quina eficiencia podrem adquirir senyals de manera no adaptada.

3.2.2 Incoheréncia

Suposem un parell (®, ) de bases ortonormals de R™. La primera base ® 'empram
per al procés de deteccié de la senyal f i la segona per a representar f com en
(3.1). El fet que les bases siguin ortonormals no és imprescindible, les prenem aixi
per tal de facilitar la notacié i els calculs. Tot i aixi, pot ser interessant que ho
siguin per tenir propietats tan bones com la de 1'observaci6 3.2.2.

Definicié 3.2.3. La coheréncia entre el sistema de deteccid ® 1 el sistema de
representacio ¥ ve donat per

(@, W) =+/n- max [{or, ¥r)l.

1<k,j<n

Per tant, la coherencia mesura la maxima correlacié entre cada dos elements de ®
i U. Si les bases contenen elements correlacionats la coherencia és alta, si no, és
baixa.

Observacié 3.2.4. Es compleix que u(®, V) € [1,1/n]. L'extrem superior s’obté
de si tots els productes |{¢x, ;)| entre parells de vectors unitaris és 1. L’extrem
inferior és una conseqiiencia de la identitat de Parseval, la qual afirma que per a

cada j, 327, [{ow. ) > = [[¥5l7 = 1.
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El mostreig de compressio té a veure principalment amb parells de bases entre
les quals hi ha una baixa coheréncia. A continuacié hi ha uns quants exemples
d’aquests tipus de parells.

Exemple 3.2.5. Prenem ¢ la base canonica o la base de pics definida a partir de
or(t) = 6(t — k) i U la base de Fourier definida per ¢;(t) = n=1/2e¢>™it/" Com
que la matriu ¥ és la de deteccid, correspondra a l'esquema de mostreig classic
en el temps o en l'espai. Els parells temps-freqiiencia compleixen p(®, V) = 1,
i per tant tenen una incoherencia maximal. El fet presentat esta pensat en una
dimensio, pero aquests pics i sinusoidals sén incoherents en qualsevol dimensio,
ja que el resultat s’estén per a imatges en dues dimensions, en tres dimensions,
etcetera.

Exemple 3.2.6. En aquest cas, prenem ¥ una base de wavelets i ¢ una base de
noiselets. La coheréncia entre entre noiselets 1 wavelets de Haar és de \/5, entre
els noiselets i les wavelets de Daubechies D4 i D8 és aproximadament 2.2 i 2.9,
respectivament, si prenem un ampli conjunt de mostres de tamany n. Noti’s que
aquest fet val per dimensié 1 i s’estén a dimensions superiors. L’interes en les
noiselets prové del fet que (3.1) sén incoherents amb els sistemes que proveeixen
informacié dispersa de senyals, i que per a (3.2) existeixen algorismes molt eficients
d’ordre O(n), i aixi com passa per la transformada de Fourier, no es necessita
emmagatzemar la matriu de noiselets per aplicar-la a un vector. Aquest fet és
molt important per als algorismes que utilitzats per al mostreig de compressio, ja
que sense ells la computacié resultaria massa poc practica.

3.3 Sistemes quasi ortonormals

En aquesta seccié veurem algunes propietats sobre els conjunts del mostreig rela-
cionat amb la base en la qual ho representem.

Com hem dit amb anterioritat, en principi no és necessari utilitzar bases ortonor-
mals per a l'estudi de les propietats que fins ara hem exposat. Pero respecte la
recuperacié de senyals, aquest fet tornara de gran importancia per temes d’unici-
tat.

Notacié 3.3.1. Denotarem per (v;);jc; € R? les columnes d'una matriu F i per H
I’espai de Hilbert generat per aquests vectors. A més, per cada T' C J, denotarem
per Fr a la submatriu amb columnes d’indexs j € T', llavors

Fre = chvj € H.

jET
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Per introduir el concepte de sistema quasi ortonormal, primer facem la seglient
observaci6. Si les columnes de F' sén massa “degenerades”, llavors el problema de
la reconstruccié no pot ser resolt. En particular, si existeix una combinacio lineal
dispersa pero no trivial ZjeT c;v; = 0 de v; tal que sumen zero, i si T =Ty UT5
tal que Ty N Ty = (), llavors el vector y definit per

Y= Z Cjuj = Z(—Cj)vj

JETY J€ET

té dues representacions disperses. Per altra banda, dependencies lineals de la forma
> jesGv; = 0, les quals impliquen un gran nombre de coeficients ¢; distints de
zero, com a oposat a l'existéncia d’un conjunt dispers de coeficients, no presenta
una obstruccio evident a la reconstruccié de la senyal dispersa. L’altre extrem seria
el que presentarem, si (v;);es formen un sistema ortonormal, llavors el problema
de la reconstruccié és “facilment” resolt definint ¢; = (f, v;)n.

Una manera de suavitzar la hipotesis de tenir uns sistemes ortonormals de deteccid
o representacié de la senyal és prendre el que denominarem hipotesis d’ortonor-
malitat restringida. Amb aquesta hipotesi, que és molt més feble que el fet de
que els sistemes implicats siguin ortonormals, podrem resoldre el problema de la
recuperacio tot i que (v;);es siguin altament linealment dependents. Per exemple,
és possible per a m := |J| molt més gran que la dimensié de I'espai general per les
;.

Definicié 3.3.2. (Constants d’isometria restringida) Sigui F' la matriu amb
la col-leccié finita de vectors (vj)je; € RP com a columnes. Per a cada enter
1 < 8 < |J|, definim les constants d’isometria S-restringida ds com el nombre
més petit tal que Fr compleix

(1= ds)llel* < [[Frel* < (1 + ds)llell”, (3.3)

per a tots els subconjunts T' C J de cardinal menor o igual a S' i tots els coeficients
reals (¢;)jer. De la mateixa manera, definim les constants d’ortogonalitat S, S'-
restringida 0g s per a S+ 5" < |J| com el nombre més petit tal que es compleix

|[(Fre, Frd)| < Os,slcll[|€]], (3.4)
per a tots el subconjunts T, 7" C J disjunts i de cardinals tal que |T| < S i

7| < S,

Els nombres dg i g mesuren com d’aprop estan els vectors v; de comportar-se com
un sistema ortonormal, pero sols restringint 1’atencié a les combinacions lineals
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disperses que incloguin no més de S vectors. Aquests nombres sén no decreixents
en S, S’. Per S =1, el valor §; només transmet informacié sobre els vectors v;;
de fet, d; és la millor constant tal que

1—8 < vl <1464, per a tot j € J.
En particular, es té que ¢; = 0 si, i només si, tots els v; tenen modul 1.
Definicié 3.3.3. Direm que la matriu de mostreig F' compleix el principi d’incer-

tesa uniforme si compleix (3.3).

El segiient lema ens mostra que com major sén els dg més control tenim sobre
la ortogonalitat dels 6g¢. Aquest, ens déna control sobre I'amplitud de I’angle
principal entre els subespais de dimensi6é S i S’ respectivament. Sera 1util perque
ens ajudara a garantir la reconstruccié exacta a partir de sols el coneixement dels

J.

Lema 3.3.4. Es compleiz 055 < 0515 < g5 + max(dg,ds), per a tot S, S'.

Demostracio. Primer provarem que fs ¢ < dg4s: Per homogeneitat sera suficient
provar que

<E cjvj,g cfjvjz> < d545s
jET jET! "

sempre que [T| < S, |T"] < S, T i T' disjunts i 3~ [¢j|* = D e I€p]? = 1.
Llavors, a partir de (3.3) tenim

2(1 — 55.;,.5/) ZC]UJ + Z C/ U] 1 + 55_,_5/)
JET jeT! H
i també
2(1 — (554_5/) < chvj Z C/ Uj < 2 1+ (554_5/)
JeT ' eT’ H

i el resultat es dedueix aplicant la llei del paral-lelogram

If+gllz —If — QHH
4

{f.9) =
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Resta provar que dgis < 055 + max(dg, dg).
Un altre cop per homogeneitat, sera suficient veure que
<Z cjvj, Z cj/vj/> — 1| < 05 + max(dg, o)
jeT j'€T I
sempre que |T] < S+ S i > jerleil? = 1. Per provar-ho, facem una particié

de T tal que T =T UT', on |T| < Si|T"] <5, 1 escriguem djerlel® = ai
> jer lejl? =1 —a. Juntant (3.3) i (3.4) obtenim

(1 — 55)0& S <Z CVj, Z Cj’Uj’> S (1 + 55)0&,
H

jET J'eT
(1=ds)(l-a) < <Z ¢y Y Cj’“j'> < (1+09)(1 — o),
et T =

<Z cjvjs ) Cj'w’> < Oss a1 - )2,
H

JjeT Jj'eT

Llavors,

JeT j'eT

<Z cjv;, Z cj/vj/> <dga+0g(l—a)+205a'?(1 — a)'/?
H
S 9575/ + max(ég, (Siq)

]

La rellevancia dels nombres dg d’isometria respecte el problema de recuperacié de
senyals disperses és profunda. El segilient lema ens déna la unicitat de solucié amb
la que abans observavem problemes.

Lema 3.3.5. Suposem que S > 1 i tal que dos < 1, @ també considerem T C J tal
que |T| < S. Sigui f := Frc per algun vector aleatori ¢ de dimensio |T|. Llavors,
el conjunt T i els coeficients (c;j)jer poden ser reconstruits de manera unica a partir
del coneixement del vector f i dels coeficients v;.
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Demostracié. Provarem que hi ha un sol ¢ tal que ||c|lg, < S 1 complint f =
> ;¢jvj. Suposem, per contradicci6, que f té dues representacions disperses f =
Fre= Fpd, on |T|,|T"| < S. Llavors, definint

dj = lejET — Cj’ljeT’;

tenim que
FTUT’d =0.

Si prenem normes a cada banda i hi aplicam (3.3) i la hipotesis dog < 1 tenim
que ||d||* = 0, contradient la hipotesis que deia que les dues representacions eren
distintes. O

Notem que el lema previ només ens doéna l'existencia d’una solucié teoricament
possible, de cap manera un metode ni algorisme per a la recuperaci6 de 7" i dels ¢;
a partir de f i (vj)je;. En el capitol 6 veurem resultats per a la recuperacié que
garantiran que trobem el resultat desitjat per mitja d’un algorisme conegut.



Capitol 4

El polinomi dual

4.1 Definicié del polinomi

Considerem un vector f € C" amb suport supp f = T. Definim el vector sig-
ne com sgn(f)(t) = f(t)/|f(t)| quan t € T i sgn(f)(t) = 0 en altre cas. Si
definim lo(7T) (respectivament f5(2)) com l'espai de senyals que sén zero fora
de T (respectivament 2), podem definir la transformada de Fourier restringida
Froq : 6(T) — €2(2) com a

Froaf =flo peratot f € br(T).

Representarem per Fo = F7z, _.q la transformada de Fourier del vector f restringint
després a Q; 'operador ¢ : lo(T) — ly(Z,,) estén un vector de T' a un vector en Z,
posant zeros fora de T; i *f = f| és I'aplicaci6 de restriccié dual.

Llavors, definim el polinomi trigonometric P com:
P = FoFraa(FroFroa) t*segn f. (4.1)
Es facil veure que P té suport en Q i que
P(t) =sgn(f)(t), peratotteT,

ja que (*FS = Fi_q, 1 per tant o* P = 1*sgn(f).

El que demostrarem en el que resta de seccid és que també compleix les dues
propietats segiients:

27
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1. Invertibilitat. L’operador Fr_.q és injectiu. Per tant, el terme Fj_ oFr_0
de (4.1) és invertible amb probabilitat 1 — O(n=).

2. Magnitud en T°. La funcié P en (4.1) satisfa |P(t)| < 1 per a tot t € T°
amb probabilitat 1 — O(n=M).

Observacié 4.1.1. Un detall que ens pot cridar 'atencié de la propietat 1 és
que un funcional sigui invertible amb una certa probabilitat. Per entendre-ho,
recordem que el funcional de Fr_,q, directament relacionat amb la transformada
de Fourier, pot ser expressat en forma de matriu. Llavors, la invertibilitat d’aquest
vendra determinada per la invertibilitat de la matriu. Pero existeix una mesura
que digui quant de lluny esta una matriu de ser singular? Doncs si. Aixi com el
valor propi major és una aproximacio de la norma de la matriu, llavors el menor
és una estimacio de la distancia a la que esta la matriu al conjunt de matrius
singulars. Per tant, hem de pensar que una matriu és invertible amb una certa
probabilitat si hi ha aquesta probabilitat de que el menor valor propi sigui igual a
zero i, per tant, la matriu sigui singular. Una primera aproximacio dels resultats
que derivarem d’aquest capitol directament relacionada amb els valors propis de
matrius binomials, de Gauss i de Fourier, és a [Can04b].

El model Bernoulli

Treballar directament en el cas on {2 d'una determinada mida és triat aleatoriament
amb una distribucié uniformement pot ser molt complicat, ja que la probabilitat
que una certa freqiiencia estigui inclosa o no en €2 depen d’on estan o no incloses
la resta de freqiiencies. Per aixo0, introduirem el segiient model de probabilitat per
a la seleccid de €, que després traslladarem al model uniforme desitjat.

Definicié 4.1.2. Un conjunt Q' de coeficients de Fourier és mostrejat segons un
model Bernoulli amb parametre 0 < 7 < 1 creant la seqiiencia

[ = {0 amb probabilitat 1 — 7, (4.2)

1 amb probabilitat 7 ;

i llavors definim €’ com
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Noti’s que la mida del conjunt €', ||, és també aleatoria, seguint una distribucié
binomial, i E(|?’|) = 7N. De fet, emprant arguments probabilistics classics es sap
que, per n gran, |€'|/n ~ 7 amb una probabilitat alta.

Reescrivint P mitjancant operadors

Des d’ara en endavant suposarem |tn| > M logn. En el capitol 5 s’explicara el
perque d’aquesta suposicio.

Ens sera d’ajuda reescriure (4.1) en termes de la matriu auxiliar

Hi) ==Y S e ) (4.4)

weEN HeT:t'#t

1 definir
HO ="H.

Aquest fet prové de les segiients relacions:

1 1
— —H = —FiFroa,
o = jayfetroe
1 1

Iy — —Hy = —F:

on I és la identitat per £2(T). Per deduir la primera relaci6 és suficient substituir
les funcions de 'esquerra i agrupar convenientment per veure com s’iguala al terme
de l'esquerra. Noti’s que "t = Ip i que " F§, = Fi_q; afegint aixo a la definicié
de Hy, obtenim la segona relacié a partir d’aplicar ¢* a la primera.

D’aquesta manera,

1 1 -1
P={i——=H)(Ir- =1 *sen f.
(L 0] )( Q) ) egnf

El detall aqui esta en separar la diagonal constant de Fi_ o Fra(= |Q|Ir — Hy),
que és |Q] per tot, del que esta fora de la diagonal, que oscil-la. Triant €2 ale-
atoriament, podem veure Hy com una matriu de “soroll”, fent que I — ﬁHo
estigui ben condicionat.
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4.2 Moments de matrius aleatories. Estimacio
clau

En aquesta seccié demostrarem el que sera una estimaci6 clau en les dues darre-
res seccions d’aquest mateix capitol. En la subseccié 4.2.1 donarem una primera
expansi6 de I'expressié E(Tr(Hg*)). Com que no sera facil de manipular, necessita-
rem reescriure-la utilitzant les Formula d’inclusié-exclusié presentada en la seccid
2.4 i les Identitats dels nombres de Stirling, presentades en la seccié 2.5. Tot aix0
ho farem en la subseccid 4.2.2; establint una segona expansié de E(Tr(HZ*)) molt
més facil de controlar. La prova del teorema passara per fitar els termes individuals
de la segona expansié, ho farem en la subseccié 4.2.3.

4.2.1 Primera féormula per a l’esperanca de la traca de
(HO)ZS

Recordem que Hy(t,t'), t,t" € T, és la matriu de |T'| x |T'| amb entrades definides
per

0 t - t/ i)
Hy(t,t") = { ’ c(u) = Ze%”“.

ct—1t), t#t, oen

Un element de la diagonal de la potencia parell 2s de Hy s’expressa com

Hgs — Z C(tl — tz) C C(tzs - t1)7

ta,..,tasitj At 11

adoptant la convencié de que 55,1 = t; on pertoqui i, per tant,

E o wj(tjtjﬂ)] .

wl,...,ansEQ

E(T(HF)= Y. E

to,..tasitjFt i1

Emprant (4.3) i la linealitat de 'esperanga ho podem escriure com

2s
T 2s N
E(TI'(HOQS)): Z Z 627 je1 wi(t; t]-‘rl)]E HI{UJJEQ}] . (45)
j=1

t1,...,t255t]‘75tj+1 0<wi,...,w2s<n—1

La idea aqui és emprar la independencia dels I,,cq per a simplificar I'expressio.
Per fer-ho, haurem d’anar alerta, ja que alguns w; poden ser el mateix, i per tant
hom perd, en aquest punt, la independencia de les variables indicador.
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Per tal d’atacar aquest problema anem a definir la notacié que emprarem.

Diguem Z,, = {0,1,...,n— 1} el conjunt de seqiiéncies com hem emprat ja abans,
i sigui A el conjunt finit A := {1,...,2s}. Per a tot w := (wy,...,wss) definim la
relacié d’equivalencia ~,, en A com j ~, j’ si, i només si, w; = wj. Diguem P(A)
al conjunt de totes les relacions d’equivalencia en A.

Per cada una de les relacions d’equivalencia ~ de P definim els conjunts Q(~) C
Z% i Q<(~) C Z% com en la seccié 2.4, per a I'’A definit ara i G = Z2°.

Com que les variables aleatories I, deﬁnides en (4.2) sén independents i tenen
la mateixa distribucié, la quantitat E[[]>* i1 lw;] depen només de la relacié d’equi-
valeéncia ~, 1 no dels valors concrets de w. Per tant, tenim

2s
E[[] &, =,
j=1

on A/ ~ denota les classes d’equivaléncia de ~. Per tant, podem reescriure 1’e-
quacié (4.5) com

E(Tr(H*) = Y ST oA ST e R e, (4.6)
t1,..,tasitj#tj 1 ~€P(A) weQ(~)

on ~ recorre totes les relacions d’equivalencia.

4.2.2 Segona férmula per a I’esperanga de la traga de (Hj)*

La secci6 2.4, referida a la Férmula d’inclusié-exclusié ens ajuda a reescriure su-
mes sobre Q(~) en termes de sumes sobre Q<(~). Si recordem i comparam les
definicions d’aquests dos conjunts, entenem que aconseguim eliminar de I’expressid
els termes no coincidents.

La suma interior de (4.6) es pot escriure com

> Y o

~EP(A) we(~)
on f(w) = — e Wit
Lema 4.2.1.

Z N fwy = > | Y fw)| II Awm). @

~€P(A weQ(~) ~1EP(A) | we<(~1) Al€A/~
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Demostracié. Aplicant (2.1) i reajustant, ho podem escriure com

Z T(~1) Z flw

~1€P(A) weN<(~1)

on

T(v)= Y AW T (A ~ |- 1)

~EP(A)ivZr ATEA/~

Si separam A en les classes d’equivaléncia A" de A/ ~q, tenim

H Z AN )Y A )~ | = 1)

A'€A [~y ~EP(A)

Si ara separam les ~' segons el nombre de classes d’equivalencia |A’'/ ~' |, podem
escriure

= 11 Yo 1Asqapr =) =* k-1 = [ Fal

A'cA/~1 k=1 A€ A/~

gracies al Lema 2.5.4 sobre els nombres Stirling i a la notacié presentada en (2.6).
Tornant a reescriure T'(~1), com en la darrera equacié, al seu lloc en la férmula
obtenim el resultat. O]

Si prenem 'equacié (4.7) per a la funcié f(w) := e Tituwi(t—tie) , obtenim

E[Tr(H2)] Z Z Z e T2 wj(t—tin1) H Fla(7)

~EP(A) t1,.. tas ET i 11 wEN< (~) AlEA/~
(4.8)
Ara calcularem ,
[(N) s E 62;” gsle(tj_t9+1)

wGQS (N)

Per cada classe d’equivalencia A" € A/ ~ denotarem per ta expressio ta :=
Y acn(ta = tag1), i per war expressié war := w, per a cada a € A’ (aquests sén
tots iguals, ja que w € Q<(~)). Llavors

2mi 2
](N) = E en Lalca/~Larta — | | E ﬂwA’tA’

(WA/)A/EA/NEZ‘A/ ! A'€A/~ wpr€Ln

A partir d’aqui veim la importancia de (4.8), ja que les sumes de l'interior sumen
|Z,,| = n quants = 01 desapareixen en cas contrari. Llavors, acabem de demostrar
el segiient resultat.
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Lema 4.2.2. Per a cada classe d’equivaléncia A" € A/ ~, definim

ta =Y (ta—tat1).

acA’
Llavors,
E[Tr(H?2*)) Z oo T Ra). (4.9)
~EP(A)  teT2S:t5#t51 AleA/~

i per a tot A’ tA/ 0
Aquesta formula ens servira com a base en totes les nostres estimacions. En
particular, a partir de la restriccié ¢; # ¢;11, veim que el sumands s’anul-len si

A/ ~ conté classes d’equivalencia en forma de singletons. Aixo ens diu de passada
que les tiniques classes que contribueixen a la suma obeeixen que |A/ ~ | < s.

4.2.3 Estimacio clau

Teorema 4.2.3. Sigui 7 < 1/(1 +e€). Llavors, amb el model de Bernoulli,

_ 4 ° s+1 s s+1 T
E[Te(H2)] < 2<e<1 5) sl T s < (4.10)
45)%5 || T, altrament.
1 —T

Demostracio. Sigui ~ una classe d’equivalencia que no conté cap singleté. Llavors
es compleix la segiient igualtat.

H{teT* :ty =0peratot A € A) ~} < |T|~1A/~HL

Per veure que és cert basta mirar que, com a combinacions lineals de tq, ..., ta,
les expressions t; — t;_; sén totes linealment independents entre si excepte per la
relacié Z?; t; —tj+1 = 0. Llavors tenim |A/ ~ | — 1 restriccions independents en
la suma de dalt, i per tant el nombre de t’s que satisfan aquestes restriccions esta
fitat per |T|2s~14/~I+1,

Es segueix llavors de (4.9) i de la fita dels termes individuals de Fa/((7), (2.7), que
E[Tr(HZ)] < Zn’fm?s U Gaa, (4.11)
~EP(A) A/EA/~

on P(A) denota les relacions d’equivalencia en A amb k& classes d’equivaléncies i
sense singletons. En altres paraules, 'esperanca de la traca compleix

E[Tr(Hg*)] < Y nF|T*F1Q(s, k),
k=1
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on

Qs k)= S I ca4).

~EP(A) A/EA/~

La idea ara és estimar el valor Q(s, k) trobant una desigualtat recursiva. Pero
abans de fer aixd, observem que, per 7 < 1/(1 + ¢),

G(s+1) < sG(s),

per a tot s > 1. Per veure aixo, empram el fet que log G és convex, i per tant,
d
logG(s+ 1) <logG(s) + I log G(s +1).
s

Llavors, el que voliem veure prové del fet que d% log G(s + 1) < log s, sempre que
log log 1777 > 0.
Ara volem demostrar que la desigualtat

Qs, k) < (s—1DQ(s—1,k)+ (s — 1)G(2)Q(s — 2,k — 1) (4.12)

és valida per a tot s > 21 k > 1. Per a veure-ho, suposem que « és un element de
Aique ~ ésen P(s, k). Llavors poden passar dues coses:

1. Que « pertanyi a una classe d’equivalencia que només conté un altre element
f de A (pel qual hi ha s — 1 opcions), i traient aquesta classe hom obté el
terme (s —1)G(2)Q(s — 2,k — 1).

2. Que « pertanyi a una classe d’equivalencia amb més de dos elements, d’on

eliminant o de A passa a ser una classe d’equivalencia en P(A \ {a}, k).

Per a controlar la contribucié del cas 2, considerem ~' un element de P(A\ {a}, k)
i siguin Ay, ..., Ay les corresponents classes d’equivalencia. L’element o pertany
a una de les classes A;, i provoca que G(|A;]) creixi com a maxim |A4;|. Llavors, la
contribucié d’aquest terme és més petita que

k
o YAl T A,
~'€P(A\{a},k) i=1 ATeA/~
Perd clarament 3% | |A;] = s — 1, i Pexpressi6 es simplifica a (s — 1)Q(s — 1, k).
De la desigualtat recursiva, hom obté per induccié que

G(s, k) < G(2)F(25)**, (4.13)
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ja que per inducci6 sobre k és valida per a tots els G(1,k)’s i G(2,k)’s 1, si després
ho suposem cert per a tots els parells (m, k) amb m < s, 'equacié (4.12) ens déna
la propietat per al cas m = s.

La fita (4.13) es suposa automaticament una fita per a la traga,

E[Tr(Hy")] < in’“ITIQS_k+1G(2)’“(2S)S"“,

k=1

Si definim § com 8 := nG(2)/(4s|T), la banda de la dreta es pot reescriure com
T2+ (45)% 5™ 8% i pel fet que Y B* < smax(3, 3°), acabem de demostrar que

PITIHGR) (49)°, s < 5, 410
n|T|[*G(2)(4s)?~!, altrament. '

E[Tr(HZ)] < s - {

Recordant que G(2) = 7/(1 — 1), (4.14) és quasi el contingut del Teorema 4.2.3,
excepte per la perdua del factor e’ quan n no és massa gran.

Per a recuperar aquest factor addicional, comengam observant que (4.12) ens déna

la desigualtat
Q(2k, k) < (2k — DE2)Q(2(k — 1),k - 1),

ja que Q(s, k) =0 per a s > 2k. Es segueix que
Q(2k, k) < (2k — 1)(2k — 3)...3G(2)"
i per simple induccié

Q(s, k) < (s —1)(s —2)...2k2°7*Q(2k, k) = Ll):QS—?k“G(Q)k, (4.15)

(k—1)
que és lleugerament millor que (4.13). Resumint,
5 —1)!
BT < 3 BEs b, BEs k) = G TGl
k=1 '
Si ara calculam
B(2s,k)  nG(2)

B(2s,k—1) 4|T|(k—1)’

llavors, si fixam s tal que s < nG(2)/(4|7T]), B(2s,k) és no decreixent respecte k.
Per tant,

!
E[Tr(HZ*)] < sB(2s,s) = s%nﬂT!SHG(Q)S. (4.16)
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Notem que emprant la férmula classica de Stirling [Rob67]:
\/%88+1/2€_8+1/(128+1) < gl < \/%SS+1/2€_S+1/(128),

hom pot simplificar (2s)!/s! deixant-ho com

2_8! S 22s+183678.
s!
Substituint-ho a (4.16) acabam la prova. O

4.3 Invertibilitat

Teorema 4.3.1. Sigui T un subconjunt fizat, i triat Q2 emprant el model de Ber-
noulli amb parametre 7. Suposem que

IT| < Cy - (logn)’1 -Tn,

on Cy €s una certa constant. Llavors Fi_ qFr—q €s invertible amb una probabi-
litat minima de 1 — O(n=M).

Demostracio. A partir de la representacié del polinomi dual P en (4.1) i de les
relacions entre els operadors H i H, gracies al qual hi hem arribat, ens n’adonem
que veure que Fi._ o Frq és invertible és equivalent a veure que ho és [y — ﬁHo-

Una de les maneres de comprovar-ho és mostrant que 'operador norma, és a dir,
el major valor propi, de Hy és menor que [€2|. Un pas intermedi en aquest procés
és fitar 'operador norma ||Hy|| per la norma de Frobenius, ||Ho||f:

|1 Holl* < [|Holl7: = Te(HoHg) = Y [(Ho)e .l (4.17)

t1,t2

on (Hp)t, 1, és I'element de la matriu de la fila ¢; i columna ¢, i, a més, es compleix
que |(Ho)e i, |* ~ |2,

Llavors, aplicant (4.17), tendriem que seria invertible quan es donas |T'| ~ |Q2]. Per
mostrar que |Hp| és relativament petit per a conjunts 7' grans (tenint en compte
que proximament necessitarem que |T'| ~ |Q|(logn)™!), emprarem fites de la norma
de Frobenius de potencies grans de Hy, beneficiant-nos aixi dels cancel-laments que
es produeixen a rad de 'aleatorietat dels coeficients de la matriu de Hy.
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Considerem que es compleix que 7 < 1/(1+e¢) in < mn/[4|T|(1 — 7)]. Llavors,
emprant la fita clau (4.10), el moment 2s de H satisfa

E[Tr(Hg®)] < 2 (6(1;4_7)) s rn 3| T+ (4.18)

La fita d’aquest moment ens déna una estimacié de I'operador norma de H,. Per
veure-ho, notem que, per ser Hy autoadjunt,

[ Hol|** = || H5||* < || H;l[f = Tr(Hg").

Considerant o un nombre positiu entre 0 i 1, es té per la desigualtat de Markov!
que

E||H3]|%

28 |7—n|23 :

P([Hgllr = o®[rn[*) <

On si hi apliquem la desigualtat (4.18) tenint en compte que ||H§||% = Tr(HZ),
llavors obtenim

(1l 2 ) <25 () (EDY o g

a?(1—r7 ||

Cal remarcar que la darrera desigualtat es satisfa per a qualsevol mida |7T'| del
mostreig, amb la condicié que s < n/[4|T|(1 — 7)].

La prova s’acaba invocant el Teorema 4.3.2, que trobareu a continuacid, i que es
basa en especialitzar (4.19) per a uns certs |T]. O

Teorema 4.3.2. Considerem 7 < (1 +¢e)~' i suposi’s que |T| compleix

2
1—
IT| < ST 1 7) ’Tn‘, per algun oy < a < 1. (4.20)
s
Llavors,
1
(53]l > o’lrnl") < o[

Seleccioni’s s = (M + 1)logn, el qual es correspon amb les hipotesis del Teore-
ma 4.53.1. Llavors, l'operador Iy — ﬁH@ és invertible amb probabilitat, com a

minim, de 1 — 1.25n~M

! Desigualtat de Markov: Donada una variable aleatoria X no negativa i un valor a > 0, llavors
P(X >a) < EX] En podeu trobar la prova a [Ste05].

a
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Demostracio. La primera part del teorema es segueix de (4.19). Per a la segona
part, comencem per observar una de les aplicacions tipiques de la teoria de grans
desviacions [Var84], pel qual

P(|2 < E[|Qf] - t) < exp(—t*E[|])),

tot i que seria possible trobar millors aproximacions, com en [Bou00]. Del que
tenim es segueix que

2M logn
P(By) <n ™, By ={lQ < (t-en)lml},  eu ;:1/|T—n|g. (4.21)

Ara prenguem s = (M +1)lognia = 1/v/2, i suposem que T satisfa (4.20). Noti’s
que T satisfa les hipotesis del Teorema 4.3.1. Si definim Ay := {||Ho|| > |mn|v/2},
llavors 1

P(Ay) < Z]Tn|n’(M“) <-n M
i en el complement de Ay, U By,

| Hol| < mn/V2 < [Q]/|V2(1 — eum)].

Y

o |

Llavors, segons el raonament fet en I'inici de la prova del Teorema 4.3.1, es té que
Ir — ﬁHo és invertible i, a més, hem vist que amb la probabilitat desitjada. [J

4.4 Magnitud en T°

L’objectiu d’aquesta seccié és demostrar el Lema 4.4.4. Primer de tot, desenvolu-
parem una expressié per al polinomi P(¢) mitjancant la igualtat algebraica

A-M)'=0Q-M)'"A+ M+ 4+ M.
Per tant, podem escriure,

1

=1
(Ir — —H) ' = Iy + R, onR:Z
p=1

2P

HY®.
€° "

Llavors, la inversa ve donada per la serie truncada de Neumann

—

1 — 1
1

3
Il
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El punt clau aqui esta en que el reste R és bastant petit en la norma de Frobenius:
suposi’s que ||[*H||r < ||, llavors

as

Rl|r < .
IRllp < T2

En particular, els coeficients de la matriu R sén individualment més petits que
a®/(1 — «®). Siintroduim la norma ¢, d’'una matriu com ||M||o = sup; || Mx||,
la qual també ve donada per

J

és segueix de la desigualtat de Cauchy-Schwarz [Ste05] que

|| M|[2, = sup #col(M) > | M (i, j)|* < #col(M) - || M]|3,

on #col(M) és el nombre de columnes de M. Aquesta observaci6 ens déna la fita
aS
[R]]o0 < !Tfl/zl_—as- (4.23)

Com veure a continuacid, la fita (4.23) fa que puguem ometre el terme R de (4.22).
Linica dificultat ara és establir una bona fita per a la serie de Neumann
s—1

1 1
— 0y —
2] 2 Q"

m=1

Fites de seéries truncades de Neumann

A partir de (4.1) observam que, en el complement de T,

1 1
P=—H(Ir——H )y sgn(f),
19 Q"

ja que la component ¢ de (4.1) s’anul-la al complement de 7. Aplicant (4.22),
podem reescriure P com

P(t) = Py(t) + Pyi(t), vVt e T¢,
on

Polt) = Susen(f)(1),  Pit) = ﬁﬂm*u T Sea)sen()(0)
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Se=>_ Q" (H)™.
m=1

Siguin ag, a; > 0 dos nombres tals que sumen 1. Llavors,

P (sup PO <1) < B(1Rill > a0) + BP0,
teTe

i la idea és fitar cada terme individualment. Definim Qy := S_1sgn(f). Aixi,
P = ﬁH Ru*(sgn(f) + Qo). Amb aquestes notacions observam que

1

[1P1]]o0 <
2]

[[H Rl]oo (1 + [t Qo |oo)-

Per tant, la fita per a la magnitud de P, provendra de la fita en ||H R||~ juntament
amb la fita per a la magnitud de t*Qy. Sera suficient trobar fites per a ||Qo||w (ja

que |[t*Qolloo < ||Qol]s0), que provendran de fites sobre Py, ja que sén quasi iguals
amb ()g.

Fixem t € T i escriguem Py(t) com

s

Po(t) =Y 197" Xn(t), X = (H)"sgu(f).

m=1
La idea és emprar 'estimacié de moments per a controlar la grandaria de cada
terme X, (t).

Lema 4.4.1. Sigui s = km. Llavors, E|X,,(to)|?* satisfa la mateiza estimacié que
en el Teorema 4.2.3 (amb un factor multiplicatiu |T~Y|), és a dir,

1
_Bsa

on By és la part dreta de l'equacid (4.10). En particular, a partir de (4.18) es té
que

E[Tr(H)| < 2 (ﬁ) st || T)%, (4.24)

™
4(1—7)|T| "

en tant que s <

Demostracid. Per abreujar, diguem e = sgn(f). Fixem K. Emprant (4.4), tenim

[(HL*)s—i-leid)](tO) — Z Z 6% 50 Wj(tj—tj+1)ei¢(tn+1)’

t1,..,ts€T t;#t ;41 for j=0,...,5 wo,...,ws €N
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i, per exemple,

| [(HL*>s+lei¢] (to) |2 _ Z eiﬁs(tn‘*‘l)e—i(ﬁ(t%"‘l)
t1,eeey tSGT:tj?ftj+1 for j=0,..., s
e t’seT;t;;rﬁt’. for j=0,...,s

2 2
% Z e ;rz ; OWJ(tj_t]+1) *% ?zow;(tgftgjrl)‘

Llavors, hom calcula el moment 2K-éssim d’una manera semblant. Sigui m :=
K(s+1)i

wi= Wy, t= (), e TR 1<j<s+111<k<2K.

Amb aquesta notacié, podem escriure

H(HL*)SJrlei(b] (tO)PK _ Z Z eisle%éb?

teT2m (M 4(h) wem

2K k) s k), (k k .
on S; = S (—1)Fet)), S = SR T (— 1R — ), i on hem
emprat la convencio que a:ék) = I per a tot 1 § k < 2K, ion s’ha d’entendre que

la condicio t§ ) t(k) és valida per 0 < 7 < s.

Ara, els calculs de l'esperanca van exactament com en la seccié 4.2. Es a dir,
definim una relacié d’equivalencia ~ w en un conjunt finit A := {0,...,s} X

{1,...,2K} imposant que (j,k) ~ (5, k') si w(k) = w;(k/) i observant com abans

que
waw] =7,
gk

aixo és, 7 elevada a la potencia igual al nombre de w’s distints i, llavors, podem
escriure el valor esperat m(s; K ) com

m(s; K) = Z ol S (1R () Z LA/~

teT2m(F) () ~EP(4)
) s k k k
x Y W TE D0
weN(~)

Com abans, mitjancant el Lema 4.2.2 i reagrupant-ho obtenim
3 S TR T Aa(r
~EP(A) geram i 9) 1 4) AEA/~
x Z I s L R A )

wEeN(~
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Igual que férem amb anterioritat, el sumatori variant w s’anul-la excepte que t/; :=
Z(j’k)eA,(—l)k(tg-k) tyi)l) = 0 per totes les classes d’equivalencia A’ € A/ ~, i en
tal cas la suma resultant és igual a N 14/~ En particular, si A/ ~, llavors la suma

desapareix a rad de les restriccions t 7é t; +)1, aixi que només haurem de restringir
a les classes que no contenguin smgletons En particular, tenim que

A) ~| < K(s+1) =

Resumint,
msK)= Y > LV MEINIA T Fa(7)
~EP(A) peram:®) 240 i1, =0 var AT€A/~
<2 > N T Aa(),
~EP(A) per2(s+ 1) 240 i, =0 var AT€A/~

ja que |e* DN GG )] = 1. Noti’s la semblanca amb (4.9). Sigui ~ una equi-

valencia que no conté cap singleté. Llavors, es compleix
#{t € THCH) ¢, =0, peratot A € Af ~} < |T|HEHI=1A/~]

N . . . k) .
Per veure que aixo és cert, vegem-ho com a combinacions lineals dels tg. )i de to.

Notem que les expressions tg-k) — tg-li)l son totes linealment independents, i per tant

les expressions ;e 4 tg-k) - tg-li)l també. Llavors, tenim |A/ ~ | restriccions inde-

pendents en la suma anterior, i a més el nombre de t’s que satisfan les restriccions
estd fitat per |T|?KG+D=14/~1 Amb les notacions de la secci6 4.2, hem demostrat

(s, K) < S w5 T G4,
k=1

~EP(Ak) AVEA/~
que és el mateix que (4.11), pel qual hem provar que es satisfa la fita desitjada. [J

Lema 4.4.2. Fizem ay = 0.91. Suposem que |T| satisfa (4.20) i sigui By el
congunt on | < (1 —ep)(Tn), amb ey com en (4.21). Per a cada t € Z,, hi ha
un conjunt Ay amb la propietat

P(A;) > 1 — ¢y, es=2(1—enm)” 5526 % (0.42)_2

IPy(t)] < 091,  |Qo(t)] <0.91 en A,N BS,.

Com a conseqiiencia,

P(sup |Py(t)| > ag) < M 4 ne,,
t

i de manera similar per Q.
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Demostracié. Suposem que s és de la forma s = 27 — 1, cosa que ens simplificara
la prova. Per a cada m i cada k tal que km > s, es té per (4.20), (4.24) i uns
quants calculs senzills que

E| X, (8)[* < 250 |7n|*. (4.25)

De nou tenim que || &~ |rn|, i buscarem una fita en el conjunt B, on || >
(1 —enr)|n|. En aquest conjunt,

- 1
| 0( )‘ — mz_ (1 _ aM)m|7'n|m| ( )|

Fixem (3; > 0, per 0 < j < J, tal que Zj;ol 218; < ay. Obviament,

s J—127t1-1 J—127t1-1
P(Zym>a0> <> P> B8) < Z Z FORNY,, 2,

on K; = 2779, Observi’s que, per a cada m tal que 2/ < m2/™' K;m satisfa
s < K;m < 2s i, per tant, (4.25) déna

E|Y,, [ < (1 — ep) 2 (25¢ 0.

Per exemple, prenent 3; K3 constant per a tot 7, és a dir, igual a [3;°, tendriem

P (Z Y,, > a0> <21 —en) s a5y %,

m=1

amb Z‘Fl 21B; < ag. A partir de calculs purament numerics es pot comprovar
que, per a By = 0.42, Z 23@ < 0.91, que déna

P (Z Y, > 0.91) < 2(1 —ep) % (0.42) 72

m=1
Per @)y es segueix exactament el mateix procediment, acabant la prova.

Lema 4.4.3. Fizem a; = 0.09. Suposem que el parell (a, s) satisfa |T|¥? 12 <
ai/2. Llavors,
1Pl <

en Uesdeveniment AN{||*H||r} < |Q|, per qualque A tal que P(A) > 1-0O(n=M).

Demostracio. Aixi com hem vist abans,
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L. ||P1||oo < ||H||<>OHR||OO(1 + ||Q0||OO)7
2. g satisfa la fita del Lema 4.4.2.

Considerem 'esdeveniment {||Qol|loc < 1}. En ell, ||P|| < a; si ﬁHHH |R|o <
ay /2. La matriu H satisfa ﬁHHHOo < |T, ja que H té |T'| columnes i cada element

de la matriu esta fitat, de manera un poc rude, per |Q)|. Es segueix doncs de (4.23)

que
S

«
1 |l [ Rlloo < TP,

1—a
amb probabilitat de com a minim 1 — O(n~™). Llavors, només resta triar un « i
un s tal que la banda de la dreta sigui menor de a;/2. O

El lema

Lema 4.4.4. Sota les hipotesis del Teorema 4.3.1, P definit a (4.1) satisfa |P(t)| <
1, per a tot t € T¢, amb una probabilitat minima de 1 — O(n=M).

Demostracio. Fixam M > 0. Elegim a = 0.42(1 — €)), on )y esta pres com en
(4.21), 1 s com 'enter més proper a (M + 1)logn. Amb aquesta eleccié tenim el
segiient:

1. e, = 2[(M + 1)logn]?>n=M+1) § llavors, el Lema 4.4.2 implica que tant P,
com () estan fitats per 0.91 a fora de 7 amb una probabilitat minima de
1—[1+2((M +1)logn)*n=".

2. El Lema 4.4.3 assegura que és suficient tenir n%2a®/(1 — o®) < 0.045 per
a que es complesqui |Py(t)] < 0.09 en T°. Com que log(0.42) ~ —0.87, i
log(0.045) ~ —3.10, aquesta condici6 és aproximadament equivalent a

(1.5 — 0.87(M + 1)) logn < —3.10.

Prenent, per exemple, M < 2, llavors ’anterior desigualtat es compleix per
n > 17.

Per acabar, el resultat del Lema 4.4.4 es déna amb probabilitat, com a minim, de
1—O([(M + 1)logn)*)n™™ si T compleix
|Tn| O = 0.42%(1 —7)

T < —
| |_OMlogn7 M 4(M +1)

(1+0(1)). (4.26)

O
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Recuperacié probable de senyals

5.1 Recuperacié probablement exacta de senyals

Considerem una senyal f(t) € R™ de la qual volem obtenir els n coeficients pero
només en tenim m de la forma (3.1) on m < n.

Amb aquesta informacio, decidim recuperar la senyal f minimitzant en norma ¢;.
La reconstruccio proposada sera f*, que ve donat per f* = Wa* on x* és la solucié
del programa d’optimitzacié convexa

~mIiR{n 1Z||e, s subjecte a Uk = (o, ¥T), k=1,...,m. (5.1)
TeR™

Aixo és, de tots els valors de f = WUz consistents amb les dades de la mostra,
prenem la solucié que minimitzi la norma ¢;.

L’us de la norma ¢; com a funcié promotora de la dispersi6 prové de decades enrere,
amb un primera aplicacié en sismologia. Tot i aixi, aquesta no és la inica manera
de recuperar senyals disperses; un altre meétode proposat és I’algorisme vorac!.

Sabem que almenys existeix una soluci6 de (5.1). Pero el que no esta massa clar
encara és el fet que aquesta solucié sigui tunica i, a més, que sigui la que estam
cercant. Suposem que f té suport en T' i que nosaltres observam f en ). El segiient

1Un algorisme vorac és aquell que, per a resoldre un determinat problema, segueix una
heuristica consistent en triar I’opcié optima en cada pas local amb ’esperanga d’arribar a una
solucié general optima.

45
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resultat ens mostra que una condicié necessaria i suficient per a que f sigui solucié
de (5.1) és l'existencia d'un polinomi trigonometric P amb unes determinades
propietats.

Lema 5.1.1. Sigui Q C Z,. Per a un vector f € C" amb T := supp(f), defi-
nim la funcio sgn(f) com en la seccid 4.1. Suposem que existeir un vector P la
transformada de Fourier del qual, P, té suport en ) tal que satisfa

P(t) =sgn(f)(t) per atotteT (5.2)

|P(t)| <1 per a tott € TC. (5.3)

Llavors, si Fyq és injectiva, el minimitzador f# del problema (5.1) és tinic i
igual a f. Per altra banda, si f és l"inic minimitzador del problema (5.1), llavors
existeix un vector P que compleix les propietats anteriors.

Demostracio. Suposem €2 no buid i f no idéenticament zero, ja que si no el resultat
és trivial.

Suposem primer que la funcié P existeix. Sigui g qualsevol vector distint a f pero
tal que g|Q = f|Q. Escriguem h := f — g, d’on h s’anul-lara a Q. Per a qualsevol

t € T tenim
lg()] = [f(t) + h(t)]

= [[F ()] + ht)sgn(f)(0)]

> [f(O)] + R(h()sgn(f)(t))
(h(t)

= [f@O)]+ R(n(t)P(1)),
mentre que per a t ¢ T tenim |g(¢)| > |f(¢)| > R(R(t)P(t)), ja que |P(t)] < 1.
Llavors,
n—1
lglles = 11 flles + D R((HP(E)).
=0
Pero la férmula de Parseval ens déna
n—1 _ 1 n—1 . _
SOROPE) = = SR P(E) =0,
t=0 k=0

ja que P estd suportada dins i h s’anul-la en Q. Llavors, glley = [lglle,. Vegem
ara quan és que es dona la igualtat. Si ens hi fixem, I'argument anterior forca a

que |h(t)] = R(h(t)P(t)) per a tot t ¢ T. Com que |P(t)] < 1, aix0 for¢a a que
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h(t) s’anul-li fora de T. Com que h s’anul-la en Q, llavors, per la injectivitat de
Fr_q, veim que h s’ha d’anul-lar quasi per tot i, per tant, g = f. Aixo prova que
f és I'inic minimitzador, f* del problema (5.1).

Per altra banda, suposem que f = f* és I'inic minimitzador del problema (5.1).
Sense perdua de generalitat, el podem suposar normalitzat, és a dir, ||f|l, = 1.
Llavors, la bolla unitat tancada, B := {g : ||g|l,, < 1}ilespaiafi V :={g: §-Q =
f _Q} intersecten exactament en un punt, que és f.

Pel Teorema de Hahn-Banach [Rud91], podem trobar una funcié P tal que 1'hi-
perpla

Tyi={g: Y R(g(t)P(1)) =1}

conté V, i tal que el I'espai meitat,

Pari={g: Y R(g(t)P(1) <1},

conté B. Transformant adequadament I’espai si és necessari, i emprant la unicitat
de la interseccio entre B i V', podem suposar que I';y N B esta contingut dins el
subespai minimal que conté f, és a dir, {g € B : supp(g) C T'}.

Com que B esta dins I'<y, veim que sup, |P(t)| < 1; com que f € I'y N B, tenim
que P(t) = sgn(f)(t) quan t € supp(f). Com que I'y N B esta contingut dins
subespai minimal de B que conté f, observem que |P(t)| < 1 quan t ¢ T. Com
que I'y conté V', tenim per la identitat de Parseval que P té suport dins €. Per
tant, el resultat es compleix. ]

Una de les preguntes clau era quin era el nombre minim de mostres per tal de
recuperar la senyal. En el cas de senyals disperses com de les que hem parlat en
el capitol 3 tenim el Teorema 5.1.5, pero abans necessitem el Lema 5.1.4. Per
demostrar-lo necessitarem els dos teoremes segiients.

Teorema 5.1.2. Siguin {m,}, {m.p,} i {mp(1 —p,)}, pern =1,2,..., séries
no decreixents d’enters positius amb els m,, estrictament creixzents i els p, entre 0
i 1. Llavors, la série { B(mup, + 7;my,, pn)} €s estrictament creizent (decreizent)
si T és un enter negatiu (no negatiu).

Demostracio. La serie B(my,p, + r;my,, pn) pot ser interpretada com a la probabi-
litat d’obtenir menys de (m,11pat1 + 1) encerts en m,,, 1 assajos en els quals m,,
probabilitats de succés son iguales a p,, My r1Pne1 — Mapy dels quals son iguals a
11 els restants my,1(1 — ppy1) — mp(l — p,) s6n iguals a 0.
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Per completar la prova només necessitam aplicar el Teorema de Hoeffding [Hoe63],
el que, en part, diu que si el valor mitja dels successos en n assajos indepen-
dents és A, llavors la probabilitat d’encertar menys o igual a k vegades és >
(respectivament, <) B(k;n,\/n) si k > X(respectivament, &k < XA — 1), i que la
igualtat passa només si els n successos de probabilitats sén iguals a A/n. O]

Teorema 5.1.3. Sigui t un enter fizat positiv ¢ major a 1. Llavors, aixzi com
n — oo, B(n —1,nt,1/t) creix cap a % aizi com B(n;nt,1/t) decreix cap a %

Demostracid. Pel Teorema del Limit Central [Cra37], ambdés limits sén 1. La
monoticitat prové d’aplicar el Teorema 5.1.2, amb p,, = 1/t, m,, = ntir = —1 per
a la primera serie i amb r = 0 per a la segona. O

El lema afirma el segiient:

Lema 5.1.4. Si el nombre mitja d’encerts en n assajos és un enter k, llavors la
mediana és també k.

Demostracié. Primer suposem que totes les probabilitats d’encert sén igual a k/n.
Pel Teorema 5.1.2, la serie { B(k—1;n,k/n)} i {B(k;n, k/n)} sén, respectivament
creixents i decreixents en n, tal que

1
B(k—1;n,k/n) < B(k—1;kn,1/n) < 5 < B(k;kn,1/n) < B(k;n,k/n),

d’on les dues desigualtats del centre es segueixen del Teorema 5.1.3.

Si les probabilitats de succés sén distintes, aplicarien el Teorema de Hoeffding com
en la prova del Teorema 5.1.2 per concloure que

1
P(< k — 1 encerts) < B(k — 1;n,k/n) < 5 < B(k;n,k/n) < P(< k encerts).

]

Teorema 5.1.5. Sigui f € R” fizat i suposem que els coeficients x de f en la
base W son S-dispersos. Seleccionats m mesuraments en el domini ® de forma
uniformement aleatoria, llavors si

m > Cy - 2 (¥, ®) - S - logn,

per alguna constant positiva Cyy; depenent d’una constant de precisié M, la solucio
de (5.1) és tinica i igual a f amb una probabilitat de 1 — O(n=M).
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Demostracio. El Lema 5.1.1 ens déna 'existencia i unicitat de solucié del proble-
ma (5.1) condicionat a 'existéncia d’un polinomi amb unes certes propietats. Amb
les hipotesis del Teorema 5.1.5, i prenent Cj; com en (4.26), el Lema 4.3.1 1 el Le-
ma 4.4.4 ens asseguren que aquest polinomi, definit com en (4.1) existeix amb una
probabilitat com a minim de 1 — O(n™™). Per tant, el resultat queda demostrat
si tenim en compte que prenem les mostres segons el model de Bernoulli.

Falta extendre-ho per al model uniforme, que és el que ens interessa.

Definim Fracas({2g) com ’esdeveniment on cap polinomi dual P, suportat en {2
en l'espai de Fourier, existeix tal que compleix les propietats (5.2) i (5.3). Sigui €2
de cardinal m presa seguint el model uniforme, i sigui €)' presa seguint el model
de Bernoulli amb parametre 7 = m/n. Tenim que

P(Fracas(£Y)) ZIP’ (Fracas(€) | || = k) - P(|] = k)

— ZIP’(FraCéS(Qk)) CP(|IY| = k),

k=0

on ) esta seleccionat de manera uniformement aleatoria amb || = k. Notem
que:

o P(Fracas(€))) és una funcié no creixent en k. Aquest fet prové directament
de
0 CQy = P(Fracas(;)) < P(Fracas(§2)).

Per tant, com major és 2, més facil ens resulta construir un P valid.

e Com que 7n és un enter, és la mitjana de ||, es dedueix del Lema 5.1.4 que

P(Y| < tn—1) < 1/2 < P(|| < 7n).

Per tant, si tenim aixo en compte,

P(Fracas(€)) > > P(Fracas()) - (|| = k)

k=0

P(Fracas(£2 ZIP’ (1Y = k)
k=0

> — - P(Fracas(Q2)).

DO | —
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Concloent, si podem fitar la probabilitat de fracas per al model de Bernoulli, també
podem fitar la taxa de fracas per al model uniforme, el qual sera de com a molt el
doble que la de Bernoulli. O

Segons els calculs de Candes, Romberg i Tao [Can04b], per a un valor d’inco-
heréncia maxima, és a dir, pu?(¥,®) = 1, el valor per a la quantitat Cy; és apro-
ximadament de 23(M + 1). Aquest fet esta garantit per a |Q < n/4, m > 2 i
n > 20. Per tant, com que (¥, ®) € [1,+/n], llavors p?(¥, ®) € [1,n]. D’aquesta
manera, noti’s que la condicié del Teorema 5.1.5 compleix

m > Cy - pi2(¥,®) - S -logn > Cy - S - logn.

Observacié 5.1.6. Cal observar tres fets molt importants:

1. El rol que juga la incoherencia és totalment transparent: com menor és la
coherencia menor nombre de mostres necessitam.

2. No tenim perdua d’informacio pel fet d’agafar un nombre de mostres m molt
menor de n. Si pu(V,P) és proper a 1, llavors és suficient un nombre de
mostres de l'ordre de S'logn.

3. La senyal f pot ser recuperada a partir d’'un conjunt de dades molt petit
minimitzant un funcional convex el qual no pressuposa cap coneixement sobre
el nombre de coordenades de x distintes a zero, la seva localitzacio, ni la seva
amplitud.

Segons el Teorema 5.1.5, existeixen algunes funcions per a les quals no existeixen
conjunts de m mostres tal que la funcié f pugui ser recuperada minimitzant la
norma {1, fins i tot si el suport de f té un cardinal molt menor a n. A continuacié
en presentam un exemple.

Exemple 5.1.7. Suposem n un quadrat perfecte i considerem una senyal basada
en pics d’altura 1 i equidistants amb una separacié de /n, la podem veure a la
imatge 5.1. Aquesta senyal, que podem escriure com a Ay = Y 0(t — kT), és
utilitzada com a extrem en les provatures de principis d’incertesa, ja que una de les
seves propietats remarcables és que resulta ser invariant respecte a la transformada
de Fourier.

Llavors, suposem () el conjunt de totes les freqiiencies tret de les multiples de
n, concretament es té, m = |Q] = n — y/n. Llavors, f|o = 0 i, obviament, la
reconstruccié obtinguda és zero.
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4T -3T -2T T 0 T 2T 3T 4T

Figura 5.1: Dirac discrete comb. En el nostre cas, T = y/n i altura 1.

De fet, noti’s com el problema d’aquest exemple no cau directament en la minimit-
zacid (1, sind en el fet que f no pot ser reconstruida a partir de les seves mostres
de Fourier en 2 mostrant que el Teorema 5.1.5 no funciona per a nombres aleatoris
de mostres.

5.2 Limit fonamental

Del Teorema 5.1.5 se n’extreu que per a cada senyal f amb suport en un conjunt
arbitrari T tal que |T'| = S en el domini de temps, llavors (5.1) recupera f exacta-
ment —amb una probabilitat alta— a partir d’'un nombre de mostres de freqiiencies
superior a K ;S log(n), on Ky = Cyy - 2(¥, ®). Es natural voler estudiar quin és
el limit fonamental. En altres paraules, pot un algorisme recuperar una senyal ar-
bitraria a partir d’'un nombre molt petit d’observacions aleatories i amb la mateixa
probabilitat de reconstruccié exacta?

Esta clar que el nombre de mostres almenys ha de ser proporcional a S, ja que si
no Fr_,q no seria injectiva. De fet, ara veurem com també ha de ser proporcional
Ky log(n) per a garantir la recuperacié de determinades senyals a partir d’una
gran majoria de conjunts {2 d’'una certa mesura.

Suposem f = A 7, que és la senyal de I'exemple 5.1.7. Si volem tenir oportunitat
de recuperar f, llavors, com a minim, el conjunt d’observacions €2 i el suport de
I’espai de freqiiencies W = supp f han de coincidir en almenys un punt, altra-
ment, ens remetem al cas de ’exemple esmentat. Triant ) aleatoriament amb una
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distribucié uniforme, la probabilitat de que no inclogui cap membre de W és

ponw =)< La) s (1—2—m)ﬁ,

(m) n
on suposem que m > S = y/n. Llavors perque P(Q N W = () sigui més petit que
n~ KM s’ha de donar que

Jn
2
\/ﬁ-(l——m) < —Kylogn,
n

i restringint que només puguem agafar com a maxim m < n/2 mostres, cosa que

implica que log(1 — 22) ~ —2  tenim que

m>C - Ky -+/n-logn.

Per tant, per a f = A 5, qualsevol algorisme necessitaria un nombre de mostres
m ~ Ky - y/n-logn.

D’exemples per a senyals menys disperses també n’existeixen i poden construir-se
a partir de 'anterior. Per tant, podem concloure que existeix un limit fonamental
per al Teorema 5.1.5, i per tant no es pot recuperar qualsevol senyal a partir d'un
nombre significativament petit d’observacions.

5.3 Relacié amb els principis d’incertesa

Des d'un cert punt de vista, els resultats presentats en els capitols 4 i 5 estan
connectats amb els principis d’incertesa, que diuen que és dificil localitzar la senyal
f € C" a la vegada en temps i freqiiencia. Aixi, els arguments classics mostren
que f és I'inic minimitzador de (5.1) si, i només si,

D_FO+h®I> Y IF(B. VA(t) #0,hla = 0.

tElny, tEln,
Sigui T' = supp f i apliquem la desigualtat triangular. Obtenim
D@+ =D F@ +R@+ D@ =D (O] = [RB)) + Y A
t€Ln T Te T Te

Llavors, una condicié suficient per establir que f és la nostra tnica solucié seria
provant que

o h@I <Y I(B] Vh(t) #0,hlo =0,
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o de manera equivalent, Y .. |h(t)| < 3||h(t)|ls,. Ara doncs, la connexié amb els
principis d’incertesa és explicita; f és I'inic minimitzador és impossible concen-
trar la meitat de la norma ¢; de la senyal a la qual li falten component de la
freqiiencia en €2 en un conjunt 7' “petit”. Per exemple, Donoho [Don89], garanteix
la reconstruccié exacta si

2|T|(n — Q) < n.

Prenent || < n/2, llavors la condicié diu que |T'| ha de ser zero, cosa que esta
molt lluny de ser el resultat que hem demostrat en el Teorema 5.1.5.

Refinant aquests principis d’incertesa, Donoho també demostra resultats de recu-
peracié molt més forts. Per exemple, donada una senyal amb |T'| puntes repartides
de qualsevol manera en el domini de temps poden ser recuperades a partir de C'-|T|
observacions de baix nivell. El Teorema 5.1.5 és distint, ja que s’aplica a totes les
senyals que tenen el suport d’una certa mida, i no hi ha dependencia amb el conjunt
Q) elegit (quasi qualsevol ) suficientment gran funcionara). El preu per aquesta
potencia addicional és que requerim un factor logn més d’observacions.






Capitol 6

Recuperacio determinista de
senyals

Els resultats obtinguts en el capitol 5 ens ajuden a fixar un nombre minim m de
mostres pel qual es compleix la reconstruccié optima de la senyal. Tot i aixi, el
metode utilitzat no és determinista, ja que implica una probabilitat de recuperacio
caracteritzada pel parametre M. En aquest capitol tornarem a resultats de caire
més analitic, i no tan probabilistic, demostrant que la recuperacié és possible
imposant unes condicions un poc més estrictes sobre les constants d’isometria
restringida associades al sistema.

6.1 Propietat de reconstruccioé exacta

Com veurem en la seccié 6.3, amb la notacié de la Definicié 3.3.2, ¢ sera 1'inic
minimitzador del problema (5.1) si Fr té rang maxim i existeix un vector w tal
que

() (w,vi)m =sen(e;) VjeT,
(i) Kw,vj)nl <1 Vj&T,

on sgn(c;) és el signe de ¢; o zero en el cas de que ¢; = 0.

Definicié 6.1.1. Les dues condicions anteriors ens diuen que un problema dual
especific és resoluble. En conjunt, sén la Propietat de reconstruccio exacta.

25



56 CAPITOL 6. RECUPERACIO DETERMINISTA DE SENYALS

Observacié 6.1.2. La propietat de reconstruccié exacta prové de les hipotesis
del Lema 5.1.1, a partir del qual Candes i Tao [Can04] fan un replantejament
determinista.

Per |T| < S, amb S complint les hipotesis del resultat central d’aquest capitol,
el Teorema 6.3.1, Fp tindra rang maxim, ja que ds < 1 i, llavors, sols restara
construir el vector dual w; és 'objectiu del que resta de capitol.

6.2 Propietats de reconstruccié dispersa dual

Primerament examinarem la propietat de reconstruccié dispersa per a coeficients
(w,v;) g, petits en norma ¢5, per a j en 7.

Lema 6.2.1 (Propietat de reconstruccié dispersa dual, versié en £5). Siguin S, S’ >
1 i tal que §s < 1, @ sigui ¢ un vector real amb suport en T C J tal que |T| < S.
Llavors, ezisteix un vector w € H tal que (w,v;)g = ¢; per a tot j € T. A més,
existeir un conjunt “excepcional” E C J disjunt amb T, de cardinal fitat per S’ i
amb les propietats

. Og g .
(i) Vfw,v5) | < 22l lel| per atot j € TUF,

- 1/2
(i1) (Ljen 1w, o)) < 125 el

També es dona que ||w||g < K -||c||, per alguna constant K > 0 sols depenent de
Js.

Demostracio. Considerem ara Fr : (5(T) — H, que és la transformacié lineal
. ._ R, o
Frep :=3_icp cjuj, on o == (¢;)jer, 1 sigui Fr. la transformacié adjunta
* Pyp—
Frw = ((w,vj)n)jer-

Notem que utilitzem el subindex T" en ¢y per emfatitzar que I'entrada és un vector
|T'|—dimensional.

Per la definicié de les constants d’isometria restringida definides en (3.3),

1-— 65 S )\min(F’]*’FT> S )\max<F7*’FT) S 1 + 557
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On Apin 1 Amax SO0 el minim i maxim valor propi de l'operador definit positiu F7 Frp.
En particular, com que o7 < 1, veim que F7Fr és invertible amb norma

1

FrFA) 7 < )
IEFEn) 7 < 7=

(6.1)

A més, noti’s que ||Fr(F;Fr) | < /14 ds/(1 — dg) 1sigui w € H el vector
w = Fr(FrFr) ter;

pel que queda clar doncs que Fiw = ¢, és a dir (w,vj)y =c¢; per atot j € T. A
part, [|w|| < K - ||er|| amb K = /14 0s/(1 — ds). Finalment, si 7" és qualsevol
conjunt de J que no intersequi 7" amb |T7| < |S'| 1 dpv = (d;)jer és qualsevol
successié de nombres reals llavors, per (3.4) i (6.1), es déna

[(Epw, drr) ey | = [(w, Frodrr) e,y = <Z((F%FT)_1CT)% > dﬂ’j>
H

jeT jeT"
<Oss - ||(F7Fr) " erl| - [|dr]]

955’
< l . d 2N

com que dp era arbitrari, llavors tenim per dualitat que

GS,S’
105

| (Ewllesy <

En altres paraules,

1/2
Og g
<Z ](w,vj>|2> < 25 Jier||, per a qualsevol T C J\Ti |T'| < S. (6.2)
s

, 1—-96
JeT’

En particular, definim el conjunt

Bi={J e \T )l > ol

llavors |E| ha de complir |E| < 5, ja que altrament contradiria (6.2) prenent un
subconjunt 7" de E de cardinal S’. Llavors, el resultat es compleix. O]

Ara en derivarem una solucié millorada, amb un major control sobre la norma de
|(w,v;)| fora de T
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Lema 6.2.2 (Propietat de reconstruccié dispersa dual, versié en £y,). Sigui S < 1
tal que 0s + 0525 < 1, 1 sigui ¢ un vector real amb suport en T' C J que compleix
|T'| < S. Llavors, existeix un vector w € H tal que (w,vj)g = ¢; per a tot j € T.
A més, w compleix

ts
(1 — 65 — O525)V'S

[{w, v;)] < lell, per atot j ¢ T. (6.3)

Demostracio. Hem de normalitzar Z]ET c|* = V'S, Escrivim Ty := T. Emprant
el Lema 6.2.1, podem trobar un vector w; € H i un conjunt 77 € J tal que

ToNnTy =0,
71| < S,
(wy,v;)g = ¢; per a tot j € Ty,
Os,s
1—4g

1/2
0
Z’<w1’1}j>H‘2 < 2 \/E’
1— 0

VISEAY

w1, o3 < per a tot j ¢ Ty U,

[wlln < K.

Aplicant el Lema 6.2.1 recursivament obtenim una successié de vectors w,.1 € H
i de conjunts T),,1 C J per a tot n > 1 amb les propietats

T.N(ToUT,1) =0,
’Tn+1’ S Sa

(Wnt1, 0701 = (Wy, vj) 1 per a tot j € Ty,

Os s 2s
1—90g \1—14g

1/2 9 9 n
2 S S,28
(Z|<wn+1,vj>H|) < OB s

JETY
[l < ( ) K.

|<wn+17vj>H| < ) peratOtj ¢TOUTnUTn+17

1 —dg

0 : .
izz < 1. Llavors, si definim

Per hipotesis, tenim que 7

o0

w = Z(—l)”_lwn,

n=1
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la serie és absolutament convergent i, a més, el vector w esta ben definit en H.
Ara hem d’estudiar els coeficients

(w,vj)m ==Y _(=1)"Hwn, v;)m, (6.4)
n=1
peraje J.
Considerem primer j € 7. Per construccié tenim que (wy,v;)p = ¢; i que

(Wn,vj)g = 0 per a tot n > 2, i llavors
(w,v;)m =¢j, per atot je T
En segon lloc, si fixem j ¢ Tj isigui I, :={n>1: j € T,}. Com que T, i7T,4+;

sén disjunts, tenim que els enters de /; estan separats en almenys dues parts. Ara,
si n € I;, per definicié, j € T, i llavors

<wn+1avj>H = <wnavj>H~

En altres paraules, els termes n i n+ 1 de (6.4) es cancel-len un amb l'altre. Per
tant,

(wooyr = Y (=" Nwa, v

n>1n,n—1¢1;

Per altra banda, si n,n —1¢ I;,in # 0, lavors j ¢ T, N T}, i

(W, 0;) 51 = Oss [ Bs2s \"
L T P G ’

la qual, amb la desigualtat triangular i la férmula de la serie geometrica, déna

Z <_1)n_1<wmvj>H < 95—75

n>1n,n—1¢1; 1 - 55 - 95,25’
Finalment,
Os,s
|(w, vj) i — loer, (wo, vj) | < —5"7—,
1 —ds —Osps
i com que |T]| < S, el resultat es compleix. =

Observacié 6.2.3. En efecte, el Lema 6.2.2 resol el problema de la recuperacio
dual. De fet, el resultat que desenvolupam afirma que hom pot trobar un vector
w € H que satisfaci les propietats (i) i (ii) que en conjunt formen la propietat
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de reconstruccié exacta. Per veure que (ii) es satisfa, fixem-nos que ||sgn(c)|| =

VIT| < V/S i, per tant, (6.3) ens déna per a tot j € T

s s

[(w,v;) i — Loer; (wo, vj) | < R

ja que dg + 9575 + 95’25 < 1.

6.3 Reconstruccio determinista
Teorema 6.3.1. Suposem que S > 1 és tal que
0g + 0 + 95725 <1, (6.5)

i sigui ¢ un vector real amb suport a T C J i tal que |T'| < S. Considerem f := Fc.
Llavors, ¢ és linic minimitzador de

min ||d||,, Fd=f. (6.6)

Demostracio. Observem primer que els raonaments convexos estandard ens as-
segurem l'existéncia d’almenys un minimitzador d = (d;);e; del problema (6.6).
Hem de provar que d = c¢. Com que c satisfa les restriccions d’aquest problema, d
satisfa

ldlley < llelley = lesl.

JET

Ara, prenem w satisfent la propietat de reconstruccié exacta, per la qual cosa cal
remetre’ns a la Observaci6 6.2.3. Emprant el fet que el producte (w,v;) és igual
al signe de c en T i té valor absolut estrictament menor que 1 en el complement,
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llavors calculam

Ndlle, = lej + (dj = ep)| + > Idy]

JjeT j¢T

> sen(e;) (e + (d — ¢)) + > di{w,v))u
jeT Jj¢T

= el + > (dy = ep)(w,vp)g + > di(w, v}
jer Jer igT

= Z |Cj| + <w , Zdjvj — ZC]'>
jer jeJ jer |

= lel+(w, f = fu
JjeT

= Z el
jeT

Comparant els dos resultats deduits, tenim que les desigualtats han de ser igualtats.
Com que |[(w,v;) | és estrictament menor que 1 per a tot j ¢ 7', aixo forca que
d; = 0 per a tot j ¢ T. Llavors,

D (dj—cvy=f—f=0.

JET
Aplicant (3.3) concloem que ¢; = d; per a tot j € T. Per tant, d = ¢ com voliem
veure, donant per demostrat el teorema. O

Observacié 6.3.2. Notis que utilitzant el Lema 3.3.4 es té que (6.5) implica
das < 1,1 ho implica també dg + dag + d35 < 1/4. Llavors, la condicié (6.5) és tres
vegades més estrica que la condicié que requereix el Lema 3.3.5.

6.4 Matrius aleatories de Gauss

Una pregunta important ara és trobar matrius que tinguin bones constants d’iso-
metria restringida, és a dir, tal que (6.5) es complesqui per a valors relativament
grans de S. D’aquesta manera, aquestes matrius toleraran una fraccié bastant gran
d’error mentre mantenen la informacié precisa per tal d’aconseguir la reconstruccié
exacta mitjangant la programacié lineal.

Candes i Tao [Can05], demostren que les matrius aleatories de Gauss sén una
classe de matrius per a la qual hom pot resoldre un sistema d’equacions lineals
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indeterminat minimitzant la norma ¢;, sempre que el vector introduit tingui menys
de p - m entrades distintes a zero, per un p > 0. A més, obtenen valors numerics
explicits sobre les condicions per obtenir la recuperacié exacta.

Considerem una matriu F' de p per m de tal manera que les seves entrades siguin
independents i identicament distribuides seguint una distribucié gaussiana amb
mitja zero i varianca 1/p. Sigui també T" un subconjunt de les columnes de F.
Volem estudiar els valors extrems dels valors propis de F;.Fp. En els seus treballs,
Pastur [Mar67], Geman [Gem80] i Silverstein, [Sil85] provaren que

Amin(FrFr) — (1 —/7)? a.s.,
Amax (F7Fr) — (1 + ﬁ)Q q.s.,

en el limit quan p i |T| — oo amb
T|/p—~v <1

Amb altres paraules, que quan p creix molt la constant d’isometria §(Fr) per a un
T fixat es comporta com

1_5(FT> S )\min(F’;‘FT) S AmaX(FjiFT) S 1+(S(FT), 6(FT) ~ 2\/ |T|/p+|T|/p

Les constants d’isometria restringida s’han de satisfer per a tots els conjunts 1" de
cardinal menor o igual a S, i hem de fer 1s de desigualtats de concentracié per tal
de trobar una fita uniforme. Noti’s que donat un 7" C T, tenim

Amin(F;FT) S Amin<F;'FT’) S Amax(F;/FT’> S )\max(thFT)a

i per tant, ’atenci6 ha de residir en les matrius de dimensi6 S. Pero hi ha resultats
de grans desviacions sobre els valors singulars de Fr [Sza91]. Per exemple, sigui
Omax(Fr) (respectivament o) el valor singular més gran de Fr tal que 02, (Fr) =
Amax(F5Fr) (respectivament o2, (Fr) = A\ (FrFr)), Ledoux [Led01] aplica la

min

desigualtat de concentracié per a mesures gaussianes, i per a cada t > 0 fixat, obté
les fites

P (amaX(FT) >1+/T|/p+0(1) + t) < e P2, (6.7)

P (UmaX(FT) <1-/|T|/p+0(1) - t) < e PRS2, (6.8)

Aqui, O(1) és un terme petit que tendeix a zero aixi com p — oo i que pot ser
calculat explicitament, [EIK04]. Per exemple, la darrera referéncia mostra que
hom pot seleccionar O(1) en (6.7) com 2p1/3 A1+ )3,
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Lema 6.4.1. Sigui r = S/m i sigui

1) = /m/p (Vi + V2H())

on H és la funcié d’entropia H(q) := —qlogq — (1 — q)log(1 — q) definida per a
0 <qg<1. Pera cada e > 0, la constant d’isometria restringida s d’una matriu
gaussiana F de dimensio p X m compleix

P(1+0s > [14 (1+e)f(r)]?) < 2emHM2,

Demostracio. Com hem dit abans, ens restringirem la nostra atencié als conjunts
T tal que |T| = S, denotem-ho T's = {T" : |T| = S}. Denotem per 7, el terme
O(1) que apareix tant en (6.7) com en (6.8). Per abreujar, escriurem Ap.x =
Amax(F5Fr), i notem que

P (sup M > (14 V/S]p+ 11, + t>2) < ITSIP (Anax > (14 V/5p +1mp +1)?)
Ts

< <Tg> e P/2,

De les aproximacions de Stirling log m! = mlogm —m-+O(logm) tenim la férmula

log (Z}) = mH(r) + O(log m),

la qual ens dona

P (Sup Amax > (1 ++/S/p+n, + t)Q) < emH(r) (Ollogm) o—pt?/2.

Ts

El mateix raonament aplicat al valor propi menor ens dona

d (i%lf Amin < (1= +/S/p—np — t)z) < () Ologm) o=pt/2,
S

Fixem n, +t = (1 + ¢)y/m/p\/2H(r), 1 suposem que m i p sén prou grans per

complir n, < e/2y/m/py/2H (r). Llavors,

P (Sup >\max > (1 + \/S/p—l— E\/m/p\/2H(r))2) S e—mH(r)a/Z,

Ts

on hem emprat el fet que el terme O(logm) és més petit que meH (r)/2 per a m
prou gran. Tenim la mateixa fita per al valor propi minim i, per tant, es satisfa el
resultat. []
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Ignorant les €, el Lema 6.4.1 afirma que amb una probabilitat molt gran es compleix
bs < —1+[1L+ f(r))

Una conclusié similar es té per dog 1 per d3g i, per tant, tenim que

5,5' + 525 + 535’ < pp/m(r)a pp/m(r) = Z = 13 -1+ [1 + f(jr)]Za

J

amb una probabilitat de nou molt alta. Concloent, el Lema 3.3.4 mostra que la
hipotesi del Teorema 6.3.1 es compleix sempre que la ratio r = S/m sigui prou
petita com perque p,/, < 1. En altres paraules, que el limit per a mostrejos grans,
S/m s’ha d’agafar com a qualsevol valor que satisfaci p,;,(S/m) < 1, el qual,
gracies a resultats de [Can05], es pot emprar per a prendre fites! numeriques ttils
per trobar matrius aleatories de Gauss per a les quals obtinguem la recuperacié
exacta.

'Basicament, si deim 7 := S/m, obtindrem un r*(p, m) maxim, de tal manera que per asse-
gurar la reconstruccié s’haura de complir r < r*(p, m).



Capitol 7

Exemples

Un cop presentada la teoria, ens resultara 1til comprovar els resultats obtinguts,
desenvolupant previament i de manera esquematica el procés de reconstruccio a
seguir. Com hem mostrat en la seccié 1.4.3, hi ha moltes variants del problema.

Per a primer exemple prendrem el tipus de senyal i problema d’optimitzacié pel
qual hem realitzat I’estudi. Per tant, resoldrem un programa lineal (LP) emprant
un metode generic primal-dual de seguiment de camins.

En el segon, que sera més visual, prendrem senyals bidimensionals minimitzant
la variacié total definida a (1.4). En aquest cas, necessitarem un algorisme log-
barrera, ja que haurem de treballar amb un programa conic de segon ordre (SOCP).

Notem que hem pres de [Can04] algunes de les rutines creades per Romberg per a
realitzar els segilients exemples. Unes quantes els empram tal i com ell les dissenya,
d’altres les hem modificades, i unes terceres sén de creacié propia.

7.1 (; amb restriccions d’igualtat

Suposem que volem resoldre el problema (5.1), on la senyal original és un vec-
tor de N components entre les quals se n’han seleccionat T' que prenen valors
equiprobablement +1 1 —1.

Per prendre les m mostres, construim una matriu aleatoria A amb una distribucio
uniforme i la ortogonalitzem. Prenem el conjunt de mostres y com el producte de
A per la senyal x i el punt inicial com el producte ATy, fent notar que AAT = Id.

65
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7.1.1 Algorisme primal-dual

Per tal de resoldre el sistema d’optimitzacié, hem de recérrer a [Boy04], on Boyd
i Vandenberghe desenvolupen un algorisme primal-dual per a programacié lineal
relativament senzill.

La forma estandard del problema lineal és

min(co, z) subjecte a Agz = b,
fz(z) < 07

on el vector cercat z € RV, b € RX i Ay és una matriu de dimensié K x N, i on
cada un dels f;, i = 1,...,m, és un funcional lineal tal que f;(z) = (¢;, 2) + d;, per
algun ¢; € RV, d; € R.

Al punt optim z*, existiran vectors duals v* € RX, \* € R™, Ax > 0 tal que les
condicions de Karush-Kuhn-Tucker es satisfan:

co+ ATV + Z Ae; =0,

ANfilz) =0,i=1,....m, (KKT)
A()Z* = b,
fi(Z*) < 0, 1= 1,...,m.

En resum, l'algorisme primal-dual troba I'optim z* (aixi com els vectors duals v*
i A*) resolent el sistema d’equacions no lineals previ. La solucié és el metode de
Newton classic: en un punt interior (2%, % \*), és a dir, per f;(2¥) < 01 \* > 0,
el sistema es linealitzat i resolt. Durant el seu desenvolupament pot ser haurem
de modificar el nou punt (251 ¥+ A* 1) per a que es mantengui en l'interior.

En la practica, relaxarem la hipotesi complementaria de laxitud \; f; = 0 canviant-
la per
N fi(2h) = —1/7%, (7.1)

on anirem augmentat controladament el valor del parametre 7% a través de les
iteracions de Newton.

Aixo provoca el biaix de la solucié del sistema d’equacions linealitzat cap a l'in-
terior, permetent 'existencia d’un “cami central”, ben definit i diferenciable, des
d’un punt interior cap a la solucié a la frontera.

Els residus primal, central i dual mesuren com d’aprop esta el punt (z,v,A) de
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satisfer les hipotesis (KKT) amb (7.1) en el lloc de la hipotesis de laxitud:

Taual = Co + AL v + Z AiCi,

Teent = —Af — (1/7’)}d,

Tpri = Agz — b,
on A és una matriu diagonal amb (A)y = N, i f = (f1(2) ... fm(2))T.
Des d’un punt (z, v, A), volem trobar el pas (Az, Av, AX) tal que
r-(z + Az, v+ Av, A+ AX) = 0. (7.2)

Linealitzant (7.2) amb l'expansi6é de Taylor al voltant de (z, v, A),

Az
r-(z + Az, v+ Av, A+ AXN) = (2,0, ) + J (2, vA) | Av |
AN

on J, (z,v\) és la Jacobiana de 7., tenim el sistema

0 Ag CT Az Co + AgV + Zz >\ici
-ANC 0 -—F Av | =— —ANf—(1/7)Id :
AQ 0 0 AN b— A()Z

on la matriu C, de dimensié m x N, té les ¢!’ com a files, i F és diagonal amb
(F)si = fi(2). Podem eliminar AX, emprant

AN=—-AF'XAz—)—(1/7)f 1, (7.3)

deixant el sistema com

—co+ (1/7)CT 1 — Alw

_ AT p—1AC T
( ¢ jo %0 ) < ﬁj ) = —Af—(1/7)1d . (74)
b— A()Z

Amb (Az, Av, A)) ja tenim la direccié del pas. Per a triar la llargada 0 < s < 1,
miram si es satisfan els segiients dos criteris:
1. z+ sAz i A+ sAX estan en 'interior, és a dir, fj(z + sAz) < 0,\; > 0, per
a tot 1.
2. La norma dels residus ha minvat suficient:
|7 (2 + 2zAz, v 4+ sSA, AN+ sAN)||2 < (1 — as) - ||r-(z, v, A)] ]2,

on « es un parametre, pel qual a = 0.01 és un bon valor.
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Com que f; son funcionals lineals, el punt 1 és facilment deduible. Triarem el pas
més gran que ens mantengui a l'interior. Sigui

If = {i: (c,Az) > 0}, Z; ={i: Az <0},
i diguem
Smax = 0.99 - {1, {=fi(2) /(c:Dz), i € TF }, {=Ni/AN, 1 € I} }}.

Llavors, comencant en s = Sy, comprovem si el punt 2 es satisfa; si no, posem
s’ = (- s i ho intentem de nou. Un bon valor per 5 és 1/2.

Quan Tqu i Tpn sOn petits, el “substitut del forat de dualitat”, n = —fT\, és
una aproximacié de com d’aprop esta un cert (z,v,A) de ser optim, és a dir, de
ser tal que (cg, z) — (o, 2*) = n. L’algorisme primal-dual va realitzant passes de
Newton com hem descrit fins que 1 ha tornat més petit que una certa tolerancia
preestablerta.

Quasi tot el pes de I’algorisme recau en resoldre (7.4). Quan la matriu —CT F~!AC
és facilment invertible, com és el nostre cas, (7.4) pot ser reduit a un sistema
d’equacions simetric i definit positiu.

Per N i K molt grans resulta impossible resoldre sistemes com (7.4). Hi ha algoris-

mes iteratius, com el dels Gradients Conjugats descrits a [She94], que fan possible
esquivar aquest problema.

7.1.2 Concrecio de I’algorisme

Quan x, A i b sén reals, el problema (5.1) es pot escriure com
rgrEnunZuz subjecte a z; — u; <0,
1

—x; —u; <0,

Ax =b,

el qual es pot resoldre amb 'algorisme primal-dual esmentat a la subseccié 7.1.1
concretant com agafem el pas de Newton. Considerem

ful;i =T — Uy,

fuz;i =X — Uy,
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amb Ay, ., Ay les variables duals associades, i sigui f,, el vector (fu,.1 - .. fuy:n)?
(i definim f,,, Ay, 1 Ay, de la mateixa manera). Noti’s que

5 5,
vfuui - (_(54)7 vfuz;i = (—(5‘>’ szul;i = 07 Vquz;i = 07

on ¢; és el vector de la base estandard per a la component . Llavors, al punt
(x,u;0, Ayy, Ay ), €ls residuals centrals i duals sén

=(‘A“1f“1) (I

_Au2 fu2
S Auy — Ay + ATw
dual — Id — )\UI _ )\u2 )

i el pas de Newton (7.4) ve donat per

Y, 3, AT Az Aw; (=1/7) - (=ft+ f,h) — ATw
Y ¥, 0 Au | = Awy, | = —Id— (1/7) - (ft + 1.2 ,
A 0 0 Av Aws b— Ax

amb

Y =Ay, F V= AL Yo =Ny, P+ ALFL

UL+ uq U2+ ug w1 * uy U2+ ug

Noti’s ara que les F,, per exemple, sén matrius diagonals amb (F,); = fe, 1
oi = 1/ fui. Llavors, si deim

Y, =¥ — X285,

podem eliminar
Az = Hwy — SoX wy — ATAW),
Au =7 (wy — BoAx),

1 resoldre
—AY AT AY = wy — A(Z My — B, 505 ).

Aquest sistema d’equacions és de dimensiéo K x K i definit positiu, pot ser resolt
mitjangant el gradient conjugat. Donats Az, Au, Av, calculam els canvis en les
variables duals de la desigualtat com en (7.3):

AN, =A F_l(—Ax + Au) — 6y, — (1/7) —1

UL* up uy

ANy, =M, F (A + Au) — 6, — (1/7) o,
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7.1.3 Rutines

A continuacié podeu veure una breu explicacié de que fa cada algorisme dels
utilitzats el 'exemple que ens ocupa. El codi en Matlab de cada un d’ells el
trobareu a ’annex A, on també hi haura més informaci6 de cada una de les rutines,
aixi com dels parametres que se li han d’introduir i quins retorna.

recMin.m

Donat un interval de mostres K i de pics T pot donar dos resultats. Si I'interval
de T només conté un element, retorna el grafic de ’error de recuperar una imatge
consistent en T pics per als diferents valors de K. Sil'interval de T conté més d'un
element, retorna, per a cada valor de K, el primer valor per al qual es recupera
la imatge en F' i el valor a partir del qual es recupera la imatge G. En el segon
dels casos, el parametre enMitja, déna els valors de recuperacio teorica prenent
la mitja de les p per a aplicar la féormula.

lleq_example.m

Donada una senyal unidimensional de longitud N consistent en 71" pics presos
aleatoriament en l'espai i que poden valer +1 o —1, un parametre d’error M,
recupera una aproximacié xp de la senyal havent pres previament K mostres.
També retorna ’error i el valor de . En el cas de no incloure cap parametre, el
programa funciona de forma interactiva i demana a l'usuari els que necessita.

lleq_pd.m

Troba el minim de min, ||z||; tal que Az = b utilitzant un algorisme de punt
interior primal-dual.

cgsolve.m

Resol un sistema simetric i definit positiu de la forma Az = b utilitzant el metode
dels gradients conjugats.
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7.1.4 Resultats

En aquest exemple es crea una senyal unidimensional de llargaria N := 512 punts,
on hi afegim T := 20 pics que valen +1 o —1. La situaci6 i valor d’aquests es
prenen aleatoriament en la rutina 11ep_example.m. Sillencam l'esmentada rutina
sense parametres, per a dimensié N i parametre de ’error M := 1.3, i si introduim
el valor de pics T i mostres® preses K := 86 (un 16.8% del total de punts), llavors
obtenim els grafics que apareixen a la figura 7.1.

1 1
0.5 0.5
0 ol iR
-05 -05
-1 -1
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
(a) (b)
x107°
1 3
0.5
2
0
-05 1
-1 0
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
(c) (d)

Figura 7.1: Per als parametres N = 512, T' = 20, K =86 i M = 1.3: (a) Senyal
original. (b) Minima energia. (c) Senyal recuperada. (d) Error absolut en la
recuperacio.

Primer de tot, la rutina llep_example.m comprova una condicié que s’ha de
satisfer per a que l'aproximacié que prendrem de C'; sigui correcte. Aquesta
aproximacié prové de la demostracié de Lema 4.4.4 i és la seglient:

(1.5 — 0.87(M + 1)) log N < —3.10.

'Notem que desenvolupant la teoria empravem la lletra m per al nombre de mostres, igual
que n per a la dimensié. A partir d’aquest moment, utilitzarem la lletra K per al nombre de
mostres indistintament amb m. Pel que fa a la dimensié, utilitzarem n com mesura en cada

una de les dimensions i N com a nombre total d’elements de la senyal. Per tant, en dimensié6 1,
n=N.
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Notem que el parametre M que hem pres compleix aquesta condicid, ja que
(1.5—0.87(1.3 + 1)) log 512 = —3.1254 < —3.10.

A la part (a) de la figura 7.1 trobem la imatge original, generada aleatoriament a
partir d'una longitud donada i del nombre de pics que triem. Després de crear la
imatge, el programa genera una aproximacié de la fita minima per a la qual s’espera
la recuperacié amb una probabilitat de p =1 — N~ = 0.9997. Ho fa aplicant el
Teorema 5.1.5. Per al valor de pu, el programa crea una aproximacio de la matriu
de mostreig A prenent un 20% de N com al nombre K de mostres. Feim aixo
perque, la matriu de mostreig A de la qual i depén, la prenem ortogonalitzant
una matriu presa aleatoriament seguint una distribucié uniforme i, per tant, el
valor de p variara depenent d’ella. En el nostre cas, obtenim g = 0.1208, i per
tant la fita és
23(M + 1)i*T log(N) = 83.6

En aquest punt, el programa és bastant sensible respecte al valor de u, i pot ser
que obtenguem una fita lleugerament més petita del valor minim de recuperacio,
per a la qual la fita no sera valida. De la mateixa manera, pot ser que obtenguem
un valor més gran, i per tant que la fita no sigui optima.

3.5 i

Error
n
T
1

1.5F i

0.5 R

O | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 150

Valor de m

Figura 7.2: Error en la recuperacié en funcié del nombre m de mostres per a
T = 10.
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Si prenem, com hem dit, K = 86, a la part (b) de la figura 7.1 podem veure la
senyal xy que es pren com a punt inicial per a resoldre el problema de programacié
lineal, també anomenada senyal de minima energia. Si x és la senyal que volem
reconstruir i A és la matriu de mostreig obtinguda, llavors les mostres preses venen
donades per y = A x x i el punt inicial és xqg = A’ * y. D’aquesta manera, per ser
A ortogonal, el punt satisfa trivialment el sistema.

A Tapartat (c) de la figura 7.1 podem comprovar com la recuperacié és, a simple
vista, perfecta. La fita esdevé correcta i la senyal és indistingible. Obtenim aquesta
aproximacié mitjancant la subrutina lleq pd.m, que resol el sistema de progra-
macio lineal utilitzant un metode de punt interiors amb un algorisme primal-dual.
En lapartat (d) de la mateixa figura hi ha l’error obtingut, que és de I'ordre de
1073, Augmentant el valor de les mostres per sobre de la fita, o augmentant el
valor de M, obtindrem millors aproximacions de la senyal.

Notem que el programa retorna com a variables, la imatge reconstruida x,, 'error
en la recuperacié ERROR, aixi com MU, el valor de la p recalculada amb la matriu
de mostreig final A, que alhora depén del K finalment pres.

Com hem pogut comprovar, la recuperacié és possible i es pot dur a la practica.
Un altre punt interessant és comprovar la fiabilitat del nostre resultat principal, el
Teorema 5.1.5.

Primer de tot, el que volem comprovar és que, a partir d’'un nombre de mostres
K la senyal sempre és reconstruible. Llavors, si aix0 succeeix, farem una segona
passa: Si busquem el primer valor de K pel qual s’ha pogut reconstruir la senyal i
el minim valor de K per al qual sempre és reconstrueix la senyal, llavors tendrem
localitzat aproximadament quin seria el valor de la fita, i el podriem comparar
amb el del Teorema 5.1.5. El les figures 7.2 i 7.3 podem trobar, respectivament
per als valors de T' =10 i de T' = 35, el grafic de ’error obtingut en la recuperacié
en funcié del nombre de mostres preses.

En el primer cas, és a dir, en la figura 7.2, podem veure com obtenim la primera
recuperacié sobre el valor de K = 40 (7.8%) i la recuperacié exacta a partir d'un
valor de K propera a 60 (11.7%). A més, la recuperacié és de cada vegada més
probable i, en el cas de no obtenir-la, el resultat és més proxim al desitjat. En la
figura 7.3, podem veure com la tendencia és la mateixa, pero traslladat a valors
més grans de K. Ara, la primera recuperaci és per a un valor de K = 125 (24.4%),
i la recuperacié segura a partir de K = 145 (28.3%). Aquests resultats els hem
aconseguit llencat la rutina recMin.m amb els parametres segiients:

e recMin(5,150, 10, 10, 512, 1.3, [1); (Fig. 7.2)



74 CAPITOL 7. EXEMPLES
e recMin(25,180, 35, 35, 512, 1.3, [1); (Fig. 7.3)

Amb la mateixa rutina, simplement canviant els valors dels parametres nt i nT
obtenim un altre tipus de resultats. Si els valors d’aquests dos parametres no
son iguals, el programa cerca, per a cada valor de T' dins l'interval introduit, el
primer valor de K pel qual obtenim la recuperacié exacta, el minim K a partir
del qual sempre obtenim recuperacié juntament amb la fita teorica donada pel
Teorema 5.1.5 amb la p presa segons la matriu de mostreig A. D’aquesta manera,
veurem com es comporta la fita teorica al costat dels valors reals obtinguts en les
proves.

Error
S
T
1

o | | | | | | |
20 40 60 80 100 120 140 160 180

Valors de m

Figura 7.3: Error en la recuperacio en funcié del nombre m de mostres per a
T = 35.

En la figura 7.4 podem veure la sensibilitat del minim teoric, representat per la
linia puntejada, que prové de la sensibilitat de la p. Aixi com creix T' també creix
la fluctuacio de la fita, ja que multiplica a la u i accentua 'efecte provinent de
I’aleatorietat de la matriu de mostreig, que incideix directament sobre p. Tot i
aixi, podem comprovar com els valors sén els esperats, ja que estan al voltant dels
valors de recuperacié segura i de primera recuperacié obtinguts empiricament.

Per tal de suavitzar 1’efecte de I'aleatorietat, prenem un g tnic a I’hora de calcular
la fita teorica del Teorema 5.1.5, que ara sols dependra de T'. El y tnic el prenem
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250 \ \ T T
240 —— Minim de recuperaci6 segura I\ 7
——— Primera recuperacio exacta I

— — — Minim teoric de recuperacié toolo
210} 0\ il

180
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120

Valors de m
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0 5 10 15 20 25 30 35
Valorsde T

Figura 7.4: Minims de recuperaci6 en funcié del nombre de pics i p variable.

com la mitja aritmetica dels diferents valors de p en l'interval donat, obtenint
la grafica de la figura 7.5. En aquesta grafica podem observar que el valor que
ens déna la fita teorica esta entre la primera recuperacio i la recuperacié segura.
Aquest fet recalca el I'afirmaci6 del resultat principal que presentam, que assegura
una recuperacié amb una certa probabilitat, en concret p =1 — N~

Notem que el aquest estudi cercava la recuperacié de senyals a partir d’'un nombre
molt petit de mostres, aixo és, tal que K << N, on recordem que K son les
mostres i NV el nombre d’elements de la senyal. Per aquest motiu, els valors de
K presos per a comprovar aquests resultats sén relativament petits respecte N, ja
que és el que afirmen els resultats provats. Per tant, per a valors de K proxims
a IV, tot i que si que s’espera la recuperacié exacta, no s’espera que la fita per al
valor de K sigui correcte.
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— Minim de recuperaci6 segura
Primera recuperacié exacta
— — — Minim teoric de recuperacio
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Figura 7.5: Minims de recuperaci6 en funcié del nombre de pics i g en mitja.

7.2 TV (x) amb restriccions d’igualtat

En aquest cas, prendrem un exemple de gran dimensié. Prendrem una imatge
de 256 x 256 i, després d’agafar-ne mostres per mitja de dues mascares diferents
(una mascara amb L linies radials i una altra amb P punts presos seguint una
distribuci6 uniforme), la recuperarem mitjangant un algorisme log-barrera. Hem
d’utilitzar aquest algorisme perque obtenim el segiient problema conic de segon
orde:

min 7V (z)

on TV (z) és el definit a (1.4).

subjecte a Az = b,

(7.5)
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7.2.1 Algorisme log-barrera

Tot i que existeixen algorismes de tipus primal-dual per a resoldre problemes conics
de segon odre, aquests tornen bastants més complicats que en el cas dels LP. Per
tant, s’ha decidit implementar els problemes SOCP emprant el metode generic
log-barrera descrit en [Boy04]. Aquest meétode, tot i que conceptualment és més
directe que el primal-dual, també es basa en aplicar passes de Newton.

El problema (7.5) es pot escriure com

min({cy, z) subjecte a Agz = b,
z (7.6)
fi(z2) <0,i=1,...,m,

on cada un dels f;, ¢ = 1,...,m, és un funcional lineal tal que f;(z) = (¢;, z) + d,,
0

1
fi(z) = §(||Ai2||§ — ({ei, 2) + di)?),
on A; sén matrius, ¢; vectors i d; escalars.

El metode basic log-barrera transforma (7.6) en una série programes amb restric-
cions lineals de la forma

| 1 |
min ey, z) + — Z —log(—fi(z)) subjecte a Agz = b, (7.7)

on 7% > 7%=1. D’aquesta manera, hem incorporat les restriccions dins el funcional
via una funcié de penalitzacié. El fet de que en el sumatori aparegui aquest
logaritme no és arbitrari, i resulta molt important per a la convergencia rapida de
(7.6) 1 (7.7). La funci6 de penalitzacié esmentada fara que el funcional sigui infinit
si les condicions que substitueix son violades o, altrament, que sigui diferenciable
per tot. Aixi com 7% creix, la solucié z* de (7.7) s’aproxima a la solucié z* de
(7.6): es pot veure que (co, 2*) — {cg, 2*) < m/7%, és a dir, que estam a menys de
m/7* del valor optim després de la iteracié k (m/7% s’anomena el forat dual).

La idea aqui és que cada subproblema pot ser resolt raonablement bé amb poques
iteracions del metode de Newton, particularment si podem emprar la solucié z*
com a inicial per a trobar zF*!.

A la iteracié log-barrera k, el metode de Newton (que torna a ser iteratiu) va
formant series d’aproximacions quadratiques de (7.7), minimitzant-ne cada una
resolent un sistema d’equacions. Igual que en el cas anterior, a cada passa haurem
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de prendre una longitud prou petita per a que romandre en l'interior. L’aproxi-
maci6 quadratica del funcional

1
fo(z) = (co,2) + - > —log(—fi(2))
n (7.7) al voltant del punt z ve donada per

1
fo(z+ Az) =z + (g, Az) + §<HZAZ, Az) = q(z + Az),

on g, és el gradient

1 1
g. = Co+ - XZ: T(z)vfi(z)’

i H, és la matriu Hessiana

r, 1
——Zﬁ SVEE(V )T + Z fz()me

Si z és un valor possible (en particular es compleix Agz = b), el Az que minimitza
q(z + Az) subjecte a Agz = b és la solucié del conjunt d’equacions lineals

( ZO f(‘)T ) ( o ) S (7.8)

Noti’s que el vector v, que pot ser interpretat com els multiplicadors de Lagrange en
les restriccions del problema quadratic de minimitzacié, no és emprat directament.

Com que el problema que ens ocupa és sera simetric pero indefinit, emprarem
I’algorisme SYMMLQ), és a dir, un algorisme LQ per a sistemes lineals simetrics.
Havent pres Az, tenim la direccié de les passes per a Newton. El pas, de longitud
positiva s < 1 és triat de tal manera que:

1. filz+sAz) <0 peratoti=1,...,m,
2. El funcional ha minvat suficient:
folz + sAz) < fo(2) + asAz(g,, Az),

on « és un parametre. Un bon valor és @ = 0.01. Aquest punt ens diu que
el decreixement ha d’estar a un cert percentatge el que ha predit el model
lineal a z.
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Com abans, comencam amb s = 1 i decreixem amb multiples de S mentre les
previes condicions es satisfacin. Un bon valor per 5 és 5= 1/2.

La implementacié completa de I'algorisme log-barrera segueix el seglient esquema:

1. Entrades: Un punt possible z°, una tolerancia v, i uns parametres 1 i un 7!
M M

inicial. Definir k = 1.

2. Resoldre (7.7) mitjancant el metode de Newton (seguit d'una cerca lineal
per backtracking), emprant z*~! com a punt inicial. Donar el nom z* a la
solucio.

3. Sim/m* < v, acabar i retornar 2*.
4. Si no, definim 7! = p7* k = k + 1 i tornar al punt 2.

De fet, podem calcular d’avancada quantes iteracions de l’algoritme log-barrera
necessitarem:

logm — logv — log 1!
log ;1
El darrer problema és la tria de 7'. En el nostre cas, ho triarem de manera

conservativa, és a dir, que després de la primera iteracié el forat dual m/7! és
igual a (co, Z9).

iteracions barrera = [

7.2.2 Concrecié de I’algorisme

El problema (7.5) es pot reescriure en la forma de SOCP,

ntlin ti;  tal que ||Djjz||2 < tiy,
71’ ..
ij

Ax =b.

Si definim des funcions de desigualtat

1 . .
fug = 5Dyl =) 5 =1,...m,

DIDx ) DDy 0
Vi = ( —%ijfij > Vi = ( 0 —0i;0; )

tenim
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DID;xx™ DED;; —t; DED; a0k
T _ 1j ) 1j ) VY Y R ¥
Vftij vftij ( _tzgészZ;Dz] t?](;”ég ) .

on ;5 és el vector de Kronecker que és 1 a I’entrada ¢j i zero a tots els altres llocs.

Si denotam per X = diag({o;;}), Dj, que té per columnes Dy, ;; (igualment per D,),
i B una matriu que depen de z:

B = DY, + DYy,
amb Yy, = diag(Dpx), Xg, = diag(D,z).

El sistema de Newton (7.8) per I'algorisme de log-barrera queda llavors

Hy, BY,, AT Az DFF'Dyx + DTF'D,x
212BT 222 0 At = —7ld— F;ilt s
A 0 0 Av 0
on
Hy, = D{(-F YD, + DY (-F "D, + BF>B”,
1 definim
wy DIF 'Dyz + DTF,'D,x
wy | = —7rld — F't
ws 0

Eliminant At,
At = Y53 (wy — B19BT Ax)
= Yoy (wg — X12Xon Dy Az — $1259, D, Ax),
el sistema queda reduit a (N 4+ K) x (N + K):
/ T /
() (50)-(9) &
Hiy = Hi — 32%222_21BT
= D), (5555, — ') Di + Dy (525, — F ') D,
+ D} (%20, 200) D, + DI (X%, 50v) Dy,
w) = w; — BY3,Y50 w,
= w; — (D} SpSon + D} Xp,) S125, ws,
Xp = Ft_2 - 22_212%2'

El sistema d’equacions (7.9) és simétric, perod no definit positiu. Not’is que Dy, i
D, sén matrius molt disperses i, llavors, poden ser emmagatzemades de manera
molt eficient. Aquest fet ens capacita de nou a resoldre el sistema el problema
esmentat utilitzant un metode iteratiu com el SYMMLQ.

amb
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7.2.3 Rutines

A continuacié podeu veure una breu explicacié de que fa cada algorisme dels
utilitzats el I'exemple que ens ocupa. El codi en Matlab de cada un d’ells el
trobareu a 'annex B, on també hi haura més informacié de cada una de les rutines,
aixi com dels parametres que se li han d’introduir i quins retorna.

recCLR.m

Donat un interval de mostres [m, M| que es separara segons la variable skip de tal
manera que tendrem la particié P = {m, m + skip, m + 2skip, ..., M — skip, M},
recupera la imatge en color “Lenna.jpg” per a cada valor de P. Amb la mascara
lineal si PoL val 1 i amb la mascara uniforme si val 0. Els nombres n, M i skip
corresponen al nombre de linies en el primer cas i al nombre de punts en el segon.
Si la variable fix val 1, es fixara la mascara uniforme per a totes les capes de
color de cada recuperaci6. Retorna v, que és un vector amb el nombre de punts
k utilitzats per a cada recuperacié; F's, 'error a cada capa de cada recuperacio;
rec, la recuperacié de cada capa; i ERROR, la matriu diferencia entre ’original i
cada capa.

recMinTV.m

Donat un enter positiu n, un interval de mostres i un valor skip, crea el fantasma
de Shepp-Logan (com a imatge de mostra), de dimensié n X n, i llenga la rutina de
recuperacio de la imatge agafant un nombre de mostres en I'interval donat, amb un
pas de skip i utilitzant una mascara uniforme, i donant com a resultat la grafica
de T'error obtingut en la recuperacié en funcié del nombre de mostres. Alhora,
també ens guarda la imatge recuperada i la matriu de I’error associada per a cada
valor de de mostres pres.

recMinTV _lines.m

Donat un enter positiu n, un interval de mostres i un valor skip, crea el fantasma
de Shepp-Logan (com a imatge de mostra), de dimensi6é n X n, i llenga la rutina
de recuperacié de la imatge agafant un nombre de mostres en l'interval donat,
amb un pas de skip i utilitzant una mascara lineal radial, i donant com a resultat
la grafica de 'error obtingut en la recuperacié en funcié del nombre de mostres.
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Alhora, també ens guarda la imatge recuperada i la matriu de 'error associada
per a cada valor de de mostres pres.

tveq_phantom_example.m

Rep els parametres que ens indicaran si volem agafar un fantasma aleatori o del de
Shepp-Logan, en el primer cas amb quantes el-lipses i en ambdds casos de quina
dimensié; i la mascara que volem agafar, ja sigui uniforme, lineal a partir de radis,
o una introduida per 'usuari. El programa intenta recuperar la senyal bidimensi-
onal preparant els parametres adequats per a llengar la rutina tveq_logbarrier.m,
prenent un nombre de mostres que 'usuari haura d’introduir, en el cas que hagi
triat una mascara uniforme o lineal, o que vendra implicit si ha introduit una
mascara propia. Retorna la imatge original, la imatge recuperada, la imatge d’e-
nergia minima, la mascara utilitzada i 'error obtingut.

UniformRandomMask.m

Donat un enter N i un altre enter P, pren P punts de manera aleatoria sobre una
imatge de N x N, creant la mascara uniforme per a després prendre les mostres
el altres programes.

LineMask.m

Donat un enter L i un altre enter P, pren L rectes passant per l'origen d’una
imatge de V x N, amb un angle igual entre elles, creant la mascara lineal radial,
per a després prendre les mostres el altres programes.

A _fhp.m

Pren les mostres segons els coeficients que venen donats per Omega de la senyal x,
i ho fa en la meitat del pla superior de la transformada de Fourier bidimensional.
En el nostre cas, I'utilitzarem per a construir una matriu implicita.
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At_fhp.m

Crea la matriu adjunta a 'obtinguda a A_fhp.m.

tveq_logbarrier.m

Rutina que resol el sistema de programacié lineal min 7'V (z) tal que Az = b mit-
jancant un algorisme log-barrera passant-ho previament a un SOCP.

tveq_newton.m

Subrutina que fa una iteracié de Newton per a l’algorisme log-barrera que realitza
tveq_logbarrier.m.

randomPhantom.m

Donat un enter dim i un nombre d’el-lipses n, crea una imatge de dim x dim i hi
pinta n el-lipses prenent els seus radis i eixos de forma aleatoria, aixi com també
el seu color, que sera alguna tonalitat de gris.

ellipseMatrix.m

Donades les dades que descriuen una el-lipse, la pinta en la imatge donada. En el
cas de que ja hi hagi altres el-lipses pintats a la imatge donada, pren les tonalitats

de gris de la interseccié com a la suma de tonalitats, que estan entre 0 i 1, modul
1.

is_val.m

Donats uns certs parametres que descriuen una el-lipse i un punt, retorna si el
punt esta dintre de la el-lipse descrita.
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7.2.4 Resultats

Separarem aquest exemple en dues parts, tot treballant en imatges, senyals bi-
dimensionals. Pel que fa a la primera, prendrem com a exemple el fantasma de
Shepp-Logan. No esperam trobar una fita per al nombre de mostres, ja que els
resultats que hem desenvolupats, tot i ser extensibles a dimensions superiors, can-
viarien lleugerament. L’objectiu d’aquest exemple és demostrar que la recuperacié
de senyals de dimensié 2 és possible. De la mateixa manera, provar diferents
mascares de mostreig i treure conclusions sobre la recuperacié en cada una d’e-
lles. En la segona part, reconstruirem una imatge en color, comparant les distintes
mascares i traient conclusions segons 1’eleccié.

Figura 7.6: Imatge de mostra. Fantasma de Shepp-Logan.

La imatge que prendrem de mostra sera el fantasma de Shepp-Logan que podem
veure a la figura 7.6. El prenem de 256 x 256, és a dir, N = 65536. Com sa-
bem, amb el mostreig de compressié podem recuperar imatges a partir de poques
mostres. A medicina, per exemple, a 'hora de realitzar una tomografia, és tro-
ben amb molt poques mostres a espai de Fourier de la imatge que es vol obtenir.
Precisament, es pren aquest grafic perque és semblant a una tomografia, que no
és més que una imatge que representa un tall transversal del cos huma. De ma-
nera opcional, I'usuari pot introduir un fantasma creat per la superposicié de E
el-lipses amb parametres aleatoris utilitzant la funcié que hem creat per a tal efecte,
randomPhantom.m o qualsevol altra imatge.

La rutina per a obtenir la recuperacié s’anomena tveq_phantom_example.m, on per
tal de prendre les mostres utilitzarem dos tipus de mascara?, segons les subrutina
emprada, LineMask.m o UniformRandomMask.m. En el primer, es crea una mascara

2A T'adreca web https://mega.co.nz/#!M81ykBYB!YHalbiRBhv159iyBY WqFJhiAVISWjiy
XVsA6Cfcf-I podreu trobar un video en el que apareixen les dues mascares de mostreig.


https://mega.co.nz/#!M81ykBYB!YHalbiRBhv159iyBYWqFJhiAVI8WIjiyXVsA6Cfcf-I
https://mega.co.nz/#!M81ykBYB!YHalbiRBhv159iyBYWqFJhiAVI8WIjiyXVsA6Cfcf-I
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(a) Mascara, 5001 punts (b) Recuperacié de minima
(equivalent al 7.6% del total). energia. Mostreig realitzat.

Figura 7.7: Mascara i minima energia obtinguda després de prendre les mostres.

formada per un nombre de linies L, introduit com a parametre, col-locades de
manera radial passant pel centre de la imatge. EIl nombre de punts presos per
aquesta mascara es calcula posteriorment amb l'ajuda de la funci6 K=nnz(X)
del Matlab, que retorna el nombre de posicions distintes a zero de la matriu X.
En el nostre cas, la matriu que representa la mascara lineal. En el segon, s’agafen
K punts presos de manera aleatoria seguint una distribucié uniforme.

(a) Mascara, 5400 punts (b) Recuperacié de minima
(8.2%). energia.

Figura 7.8: Mascara i minima energia obtinguda després de prendre les mostres.

Com que aquest exemple és a gran escala, ja que el nombre de punts involucrats
és molt gran, utilitzam matrius implicites per a manejar les mostres. Notem que
el sistema resultant és de K x 65536. Ho feim mitjancant les funcions A _fhp.m
i At_fhp i l'eina per a funcions implicites que té el Matlab. El primer metode
dels esmentats pren la imatge de 256 x 256 i retorna un vector de mostres en
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les K freqiiencies. Com que la imatge és real, la rutina retorna les parts reals i
imaginaries de la transformada rapida de Fourier en dues dimensions en la meitat
superior del pla donat per la mascara triada. El segon retorna la transposada de
I’anterior. Aixi, el programa entén les matrius com a funcionals, que aplicat a la
imatge reescalada com a vector ens donara com a resultat el mostreig.

(a) Imatge recuperada amb  (b) Imatge recuperada amb  (c) Imatge recuperada amb
1012 punts (1.5%). 3025 punts (4.6%). 5001 punts (7.6%).

Figura 7.9: Resultat de la recuperacié amb la mascara lineal .

(a) Imatge recuperada amb  (b) Imatge recuperada amb  (c¢) Imatge recuperada amb
3400 punts (5.2%). 4400 punts (6.7%). 5400 punts (8.2%).

Figura 7.10: Resultat de la recuperacié amb la mascara uniforme.

A la figura 7.7a es pot observar la mascara lineal corresponent a prendre 20 linies,
que resulten ser K = 5001 punts, un 7.6% del total de punts. A 7.7b hi ha la
recuperacié que genera el programa a partir dels punts obtinguts en el mostreig
amb la mascara donada. Analogament, a la figura 7.8a 1 7.8b es mostren la mascara
uniforme consistent en K = 5400 punts, equivalent a un 8.2% del total de punts,
i la recuperacié de minima energia respectivament.
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La recuperacié de minima energia s’utilitza en la rutina tveq-logbarrier.m com
a punt inicial en l'algorisme de punt interior log-barrera, de la mateixa manera
que s’hi introdueix el mostreig y = A(x) i algunes dades referents a l’error amb
que volem els resultats de I’algorisme, del nombre de passos maxims de Newton i
de I'error de Newton per a la subrutina tveq newton.m.

Com veim en les figures 7.9% i 7.10* | en ambdds casos obtenim la recuperacié
per als valors de K previament esmentats. En aquestes figures podem veure com
millora el resultat obtingut aixi com anem afegint punts quan prenem el mostreig.

Pel que fa a les mascara lineal, a la imatge 7.9a hem pres 4 linies, corresponents
a 1012 punts, un 1.5% del total; en 7.9b 12 linies, corresponents a 3025 punts, un
4.6% del total; i en 7.9¢ 20 linies, corresponents a 5001 punts, un 7.6% del total.
De la mateixa manera, en les imatge 7.10a, 7.10b i 7.10c, trobem les recuperacions
per a valors de K corresponents a 3400, 4400 i 5400 punts, un 2.2%, 6.7% 1 8.2%
del total respectivament.

120
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Figura 7.11: Error en la recuperacié en funcié del nombre de punts i de la mascara.

La recuperacio s’aproxima tant a l'original que l'error no és apreciable a simple
vista. Per tal de veure la comparativa entre la imatge recuperada i I’error respecte
a loriginal es remet al lector a I'annex C. De la mateixa manera, prenent la
norma matricial ||A|| = max; ), |a;;|, obtenim el grafic de la figura 7.11, on hi
ha representat l'error, || X — Xj,]||, entre la imatge original X i la recuperada Xy,

3A T'adrega web https://mega.co.nz/#!1g8xhJyK!b8P3Uy-IrAbLu3GkBiMgPi7Mh_MvalJO7
5120GJo3Vs podeu trobar un video on es pot veure la recuperacié lineal.

4A T'adreca web https://mega.co.nz/#!Zh0G1CTalGa97GT-0F qxlsazEAxYpOwvYked EHG-
cuZTdh6IxEC90 podeu trobar un video on es pot veure la recuperacié uniforme.


https://mega.co.nz/#!1g8xhJyK!b8P3Uy-lrAbLu3GkBiMgPi7Mh_MvaIJO75I20GJo3Vs
https://mega.co.nz/#!1g8xhJyK!b8P3Uy-lrAbLu3GkBiMgPi7Mh_MvaIJO75I20GJo3Vs
https://mega.co.nz/#!Zh0G1CTa!Ga97GT-0FqxlsazEAxYpOwvYkg4EHGcuZTdh6lxEC90
https://mega.co.nz/#!Zh0G1CTa!Ga97GT-0FqxlsazEAxYpOwvYkg4EHGcuZTdh6lxEC90
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en funcié del nombre de mostres preses i de la mascara. Hem obtingut aquestes
dades mitjancant les rutines recMinTV.m i recMinTV_lines.m.

En aquest cas, notem que la recuperacio és possible amb menys mostres si prenem
la mascara lineal. Aixo és resultat de la forma que té la mascara. En el cas de la
lineal hi ha molts de punts en la part central i per tant hi haura més informacié
acumulada. En el cas de la mascara uniforme la informacié és més dispersa. Tot
i aixi, la diferencia no és massa gran i la imatge és recuperada perfectament.

Com a observacié final, i potser la més important, és que les mascares no tenen cap
relacié amb la imatge, en sén totalment independents. Per tant, els resultats que
hem obtingut amb aquesta imatge poden ser directament extrapolats a qualsevol
imatge de la mateixa dimensié. El temps de comput per a una imatge de 256 x 256
pixels amb l'algorisme utilitzat és d’aproximadament 700 segons. Si prenem la
imatge de 512 x 512 aquest temps s’incrementa fins als 6500 segons.

En color

Que passa amb les imatges en color? Com és ben sabut, una imatge en color
és la superposicié de tres capes —vermella, verda i blava— que es poden pensar
com si estassin en tons de grisos, ja que cada una es representa per una matriu
bidimensional amb valors dins la mateixa escala que les imatges en blanc i negre.
Aquestes tres capes es representen com una matriu tridimensional, superposant
cada pixel. D’aquesta manera, 'ordinador representa el color —com a llum, no
com a pigment— com a una mescla de vermell, verd i blau tot mirant el valor de
cada una de les capes a cada punt.

Figura 7.12: Imatge de mostra en color. Fotografia de na Lenna.
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Per tant, és logic pensar que podem aplicar el procediment anterior a imatges en
color aplicant-lo a cada capa en particular. Per provar l'eficiencia de les rutines
anteriors hem triat una imatge que correspon a una fotografia de na Lenna. La
imatge de 256 x 256 la podeu trobar a la figura 7.12. Hem triat aquesta imatge per
la seva riquesa en textures i degradats, molt distinta al fantasma de Shepp-Logan,
que tenia gradients molt accentuats entre diferents blocs de colors solids.

(a) A partir de 6000 punts (9.2%). (b) Amb 10000 punts (15.3%).

(c) Amb 14000 punts (21.4%). (d) Amb 30000 punts (45.8%).

Figura 7.13: Resultats de la recuperacié amb la mascara uniforme.

Tornarem a emprar el mateix algorisme de programacié lineal amb la funcié TV (z).
La primera prova correspondra a emprar la mascara uniforme. Emprarem la rutina
recCLR.m, la qual per a cada capa de color i cada valor de mostres K crida a la
rutina recMinTV.m. Aixi com programarem aquesta darrera, crea una mascara
uniforme de manera aleatoria, aixi que el mostreig canviara per a cada valor de K
pero també per a cada capa de color.
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A la figura 7.13 podem veure la recuperacié per a diferents valors de K. Hi ha
dos problemes: el primer el colors, que semblen mesclats, i el segon, que sén
necessaries moltes mostres i tanmateix, per moltes que n’agafem, no s’obtenim
bones recuperacions.

(a) A partir de 6000 punts (9.2%). (b) Amb 10000 punts (15.3%).

(¢c) Amb 14000 punts (21.4%). (d) Amb 30000 punts (45.8%).

Figura 7.14: Resultats de la recuperacié amb la mascara uniforme fixada.

La primera hipotesi sobre el problema del color és que prenem les mostres per a
cada color de manera independent. Per tant, com que la mascara de mostreig no
és iguala, les aproximacions que s’obtenen per a cada capa no coincideixen del tot,
i en resulten colors que no es troben en les tonalitats de la imatge original. Aixo ho
podem resoldre fixant la mascara per a cara recuperacio. Aixi, cream una mascara
amb K punts presos amb una distribucié uniforme i 'emprarem per dur a terme
el mostreig per a totes les capes de colors. El resultat obtingut és el que podem
veure a la figura 7.14.
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En aquestes imatges, podem veure com la imatge va millorant aixi com anam
afegint punts a la mascara de mostreig, i que els colors estan dins la mateixa
paleta que els originals. Tot i aixi, la recuperacié és molt dolenta inclis si agafem
el 45.8% dels punts.

(a) A partir de 20 linies (7.6%). (b) Amb 40 linies (14.9%).

(¢) Amb 60 linies (21.9%). (d) Amb 100 linies (35%).

Figura 7.15: Resultats de la recuperacié amb la mascara lineal.

Si ens fixem amb la imatge 7.14d, es veuen unes bandes verticals separades per
un canvi de color bastant notori. Comparant-ho amb la imatge original, la de la
figura 7.12, aquestes bandes coincideixen amb el canvis d’il-luminacié en els quals
existeix un degradat. Recordem que la mascara uniforme pren informacié de punts
repartits per tota la imatge per condensar-ho en un punt de I'espai de freqiiencies.
Per tant, la funcié TV (x), que és una especie de gradient, no detecta bé els canvis
de tonalitat.
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Figura 7.16: Error en funcié del percentatge de mostres i de la capa per a la
mascara lineal.

Per altra banda, la mascara lineal, per condensar la informacié en un punt de
I’espai de freqiiencies, la pren de manera radial en un entorn del punt, i per tant
hi és més patent els canvis que la imatge sofreix en aquell entorn. D’aquesta
manera, com podem observar en la figura 7.15, la recuperacié que aconseguim és
molt acurada amb aproximadament un 20% dels punts, i quasi exacta amb el 35%.

Observem un fet singular. La millora entre la imatge de la figura 7.15a i la de
la figura 7.15b, amb una diferéencia d’'un 7% de valors, és molt més gran que la
la diferencia entre les figures 7.15¢ i 7.15d, amb una diferencia del 13% de valors.
Per tant, la millora més gran es déona amb pocs valors, i després en son necessaris
bastants per a anar refinant la imatge. Aquest efecte prové del fet que amb la base
de Fourier la informacié s’emmagatzema en pocs punts i que, un cop agafada, la
resta d’informacié —menys rellevant— esta molt repartida en molts punts.

El fet previament esmentat es pot veure a la figura 7.16, on podem observar com
disminueix ’error de cada capa depenent del percentatge de punts que prenem de
mostra per recuperar la imatge. Notem que no s’ha d’entendre ’error de la imatge
en color com a la suma de l'error de les diferents capes, siné com a una mitja.

Per altra banda, com hem observat en les figures 7.13 i 7.14, la recuperacié no és
bona per a cap valor de K bastant menor de N, ja sigui per les tonalitats de color
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com pels canvis de gradient que provoquen. Els grafics corresponents a l’error els
trobem a les figures 7.17a i 7.17b.

Capa blava
Capa verda
Capa vermella

~_
.

.

Error

25 30
% de valors presos

(a) Amb la mascara aleatoria per capes.

L Capa blava
80 Capa verda
Capa vermella

Error

25 30
9% de valors presos

(b) Fixant la mascara per capes.

Figura 7.17: Error en funcié del percentatge de mostres i de la capa per a la
mascara uniforme.

Per tant, podem concloure que si volem minimitzar la funcié TV (x) necessitam
prendre la informacié en l'espai de Fourier condensant la informacié en I'entorn
del punt, per tal de poder detectar els canvis de gradient.

De totes maneres, comparant els resultats obtinguts per imatges de amb blocs
de color com és el fantasma de Shepp-Logan i imatges amb degradats com és la
fotografia de na Lenna, aquest programa és molt millor per les primeres, ja que
aconsegueix una reconstruccié més acurada. Per les primeres era amb un 7.6% de
mostres i un error menor a 1. En canvi, per la fotografia aconseguiem una recons-
truccié acceptable prenent el 21.9% dels coeficients 1 amb un error notable, d’unes
7 unitats. Segons la imatge a reconstruir, convendria utilitzar aquest metode o
desenvolupar altres funcions que detectin millor els degradats.
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Conclusions

La teoria que hi ha sota el mostreig de compressié, tot i ser de total actuali-
tat, es fonamenta en resultats sobre teoria de la informacié que es remunten als
anys seixanta. La suma de les parts d’'una manera senzilla, tot i que no trivial, i
harmonica, aixi com la seva utilitat en qualsevol camp on hi intervingui I’adquisi-
ci6 o transmissio de senyals, aporta a I'estudi una gran importancia. Els motius
que m’han duit a triar aquest tema per a desenvolupar el treball han estat aquests,
aixi com el meu interes en treballar en ’area de I’analisi harmonic relacionada amb
el tractament d’imatges.

Per sobre del Teorema fonamental de l’algebra i del Teorema de mostreig de
Nyquist-Shannon, amb la teoria desenvolupada s’aconsegueix, sota unes certes
condicions, reconstruir una senyal a partir d’'un percentatge molt petit de mostres.

Una de les preguntes que ens formulavem abans de comencar era quin nombre
minim de mostres hem de prendre per tal de reconstruir la senyal prou bé. Aquesta
pregunta passa per definir primer com hem de prendre les mostres per tal de
minimitzar aquest nombre.

Recordem que empravem una certa base ®, de deteccid, per a prendre les mos-
tres i una altra W, de representacid, per a treballar amb el conjunt de mostres,
tot accentuant la dispersi6 de la imatge. D’aquesta manera, definiem el coeficient
(P, ¥) de correlacié que, recordem, intervé directament en el nombre de mostres
pres i que, com més petit sigui, millor. D’altra banda, les senyals d’interes normal-
ment sén S-disperses en ’espai on les prenem, és a dir, que tenen S components
distintes a zero. Aquest valor és un altre factor que intervé, conjuntament amb el

95
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nombre total d’elements de la senyal en la férmula donada pel Teorema 5.1.5,
m > Cy - pi2(W,®) - S - logn, (8.1)

i que ens assegura que si hem pres m mesuraments de forma uniformement ale-
atoria tal que compleix (8.1) podrem recuperar la senyal de dimensié n amb una
probabilitat de 1 — O(n=™). El factor Cj; depen de la probabilitat que vulguem.
Notem, que per petit que sigui M, la probabilitat es dispara rapidament cap a 1.
Com ha quedat demostrat en la seccié 5.2, hi ha un limit fonamental, és a dir,
que el nombre de mostres m esta fitat inferiorment, i que aquesta fita depen de
les bases que estem utilitzant. En la figura 7.5 es pot observar la comparacié del
resultat teoric amb 'empiric.

Reconstruccié en probabilitat versus determinista

El resultats que primer hem desenvolupat sén probabilistics. Es basen en l'e-
xistencia d’un polinomi dual,

P .= f;lfT_}Q(.F;"HQFT_}Q)_IL* sgn f,

amb unes certes propietats,

1. Invertibilitat. L’operador Fr_,q és injectiu. Per tant, el terme F7_ o Fro
de (4.1) és invertible.

2. Magnitud en T°. La funcié P en (4.1) satisfa |P(t)| < 1 per a tot t € T*.

les quals compleix amb una probabilitat de 1 —O(n~™). Demostrat aixo, el Teore-
ma 5.1.5, amb ajuda del Lema 5.1.1, ens asseguren el resultat amb la probabilitat
esmentada.

Gracies als resultats probabilistics podem fitar el nombre de mostres depenent de
certs factors com les bases en les que treballem, el tipus de senyal a tractar, la mida
d’aquesta i la probabilitat d’error que ens puguem permetre. Pero els resultats que
s’han demostrat aqui van molt més lluny, s’han estudiat sota quines condicions es
pot obtenir la recuperacié amb resultats deterministes, sense que hi intervinguin
probabilitats.

A partir de les constants d’isometria restringida i d’ortogonalitat, resultats com el
Lema 3.3.5 ens asseguren la reconstruccié de la senyal, perdo d’una forma teorica.
En el cas probabilistic sabiem que la podiem reconstruir i com. Pero hem anat
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més enlla i, utilitzant la propietat de reconstruccié exacta, s’ha demostrat en el
Teorema 6.3.1 que la reconstruccié és possible, i com trobar-la, quan existeix la
seglient relacié entre les constants d’isometria i d’ortogonalitat restringida,

0g +0g + 95’25 < 1.

A més, hem vist les matrius aleatories de Gauss tenen aquestes bones propietats i
que, per tant, son susceptibles de ser emprades per a la reconstruccié d’imatges.

En ambdés casos, el mostreig de senyals es fa de manera totalment independent
a la senyal i, per tant, es pressuposa un coneixement nul sobre aquesta i sobre els
valors on es condensa la majoria d’informacié.

Empiricament

En la seccié 7 hem comprovat com la teoria realment es pot dur a la practica i que
els resultats son certs dins els marges que ens donen les hipotesis establertes.

Per a les senyals unidimensionals, hem vist en el grafic de la figura 7.5, com el
Teorema 5.1.5 es compleix. En aquest grafic es pot comprovar el resultat per a
distints valors de S, que recordem que és el nombre de valors distints a zero de la
senyal.

Per a les senyals bidimensionals amb blocs de grisos i gradients molt marcats acon-
seguim la recuperacié prenent sols un 7.6% de mostres, amb un error menor a la
unitat. En canvi, per a imatges amb gradients suaus, aconseguim una reconstruc-
ci6 acceptable prenent el 21.9% dels coeficients i amb un error notable, d’unes 7
unitats. Les imatges en color es recuperen recuperant cada capa de color —vermella,
verda i blava— separadament tractant-les com si fossin en blanc i negre.

Millores en resultats teorics

Tal com afirmen Candes i Tao en [Can08], sén molts els resultats teorics que s’han
vist afectats per la teoria que ells, juntament amb altra gent, desenvoluparen.

Per exemple, respecte la geometria d’alta dimensié que hi ha implicita en el mos-
treig de compressié, hi ha unes quants punts a tenir en compte. Primer, que el
mostreig de compressié ve amb un algorisme —minimitzaci6 ¢,— de tal manera que
els resultats de la teoria sobre espais de Banach no és sols existencial sin6 practica,
ja que hom pot recuperar els objectes d’estudi mitjancant la programacié lineal.
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Cal remarcar aqui el fet que el mateix algorisme resulta ser quasi optim sobre
moltes classes de senyals d’interes, concretament les molt emprades bolles en ¢,
per a p < 1. Per altra banda, ens atorga una altra manera de veure la geometria
dels espais de Banach. El Teorema de Kashin [Kas77], el qual es considerava extre-
madament profund i amb un argument dificilment penetrable passa de tenir una
prova d’entre 100 i 200 pagines a no més de 2 pagines que un estudiant amb conei-
xements basics d’algebra lineal i de probabilitats podria entendre. Finalment, les
noves tecniques i eines permeten abordar altres preguntes sobre algorismia i teoria
de la informacié com la robustesa de la reconstruccié juntament amb el sorolls i la
quantitzacié d’errors.

Millores en els algorismes

El mostreig de compressio ha d’anar de la ma dels algorismes de programacié
lineal per a resoldre de manera eficient problemes ¢; a gran escala. De fet, a partir
del desenvolupament d’aquesta teoria s’han anat optimitzant les rutines existents
i cercant-ne altres d’alternatives des d’altres punts de vista, prenent idees de la
matematica discreta o de la teoria de grafs.

Aplicacions

Actualment, el treball de Candes i Tao esta motivat pel problema de reconstruir
imatges biomediques a partir d’un mostreig pobre en 1’espai de Fourier. Problemes
d’interes son el de la ressonancia magnetica per angiografies, pero pot ser estes a
qualsevol altre tipus de ressonancia magnetica, o d’adquisicié d’imatges, com les
tomografies.

També canviara la manera de pensar sobre les optiques digitals, ara tenim cameres
d’un sol pixel, i sembla que el mostreig de compressié ajudara a implementar noves
arquitectures de compressié d’imatges en CMOS.

Una altra aplicaci6 seria entendre aquest procés de mostreig/reconstruccié com un
tipus de codificador/descodificador. En aquest cas, el mostreig jugaria el paper de
codificador i el programa lineal d’optimitzacié de descodificador.
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Apendix A

Codi font: exemple 7.1

A.1 Valors de recuperacié minima en /;(z)

function [vars ,F,GMU=recMin(nk, nK, nt,nT, N, M, enMitja)

%
%
%

%
%
%
%
%
%
%
%

%
%
%
%
%

%
%
%

Si nt=nT retorna el grafic de [’ error depenent K.
Si son diferents, retorna per a quin valor de K es
té "sempre” la recuperacio exacta per a cada valor de T.

INPUT':

[nk,nK] — interval de presa de mostres

[nt ,nT) — nombre de puntes

N — Mida de la imatge

M — Parametre d’error

enMitja — 0 (grafic teoric amb cada MU independent ).

1 (grafic teoric amb la mitja de les MU).
S’obvia si nt=nT.

OUTPUT: (si nt=nT)
vars — valors de K presos (si nt=nT) o de T (si nt/=nT).

F — wvalor de K es té "sempre” la recuperacio.
G — [] (retorna un vector buid)

MU  — walor "real” de MU.

OUTPUT: (si nt =nT)

vars — wvalors de T presos.
F (T) — m minim de recuperacié segura.
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% G (T) — primers valors de m amb recuperacid erxacta.

% MU (T) — wvalors “real” de MU per a cada T.

% EXEMPLES:
% [vars ,f,g,MU=recMin (2, 150, 1 ,35, 512, 1.3, 1);
% [vars ,f,g,MU=recMin (2, 150, 10 ,10, 512, 1.3, 0);

GCONDICIO (1.5 —0.87x(My 1))xlog (N)<—38.10
if ((1.5 —0.87+(Mt 1))*log(N)>=-3.10),
disp( 'A_necessary._condition_is_not_fulfilled!’);
disp ([ 'n=_" ;num2str(N), ’'; M.=_’ num2str(M)]);
end

%Inicialitzam les wvariables 1 certs wvalors
n=nK-nk;

n2=nT—nt; if n2==0, n2=1; end;
corba=zeros(1,n);

K_rec_exacta = zeros(1,n2);
K_primera_rec=zeros(1,n2);

FITES = zeros (1,n2);

C = 23x(M+1);

MU = ones(1,n2);

logN=log (N);

for j=1:n2;
exit =0;
for i=n:—-1:1,

[xp, ERROR, mu] = lleq_example (nt+j—1,nk+i —1,N,M);

corba (i)=sqrt (sum(ERROR.*ERROR) ) ;

if (corba(i)<0.5),
K_primera_rec (j)=nk+i —1;

end

if (exit==0) && (corba(i)>0.5),
MU( j )=mu;
K_rec_exacta(j) = nk+i;
FITES(j) = C«MU(j)«MU(j )*(nt+j —1)*logN;
exit=1;

end

end
end
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A.1. VALORS DE RECUPERACIO MINIMA EN ¢,(X)

if nt=nT,
MU=1;
varsK=nk: (nK—-1);
figure ,
plot (varsK , corba);

disp (sprintf( 'M.=_%2.1f’ M));
prob = 1-N"(-M);
disp (sprintf( 'Prob.=_%1.4f’ jprob));
disp(’-7);
C = 23x(M+1);
disp (sprintf('C.=.23%(M+1) . =.%5.5f" ,C));
disp (sprintf( 'MU.=_.%5.1f* MU));
disp (sprintf(’S.=-%51’ ,nT));
disp (sprintf(’'n.=.%51 " ,N))
FITA = C«MU"2xnTxlog (N);
disp(’.7);
disp (sprintf(’'C.- MU 2_-.S.-_.log(n).=.%5.2f" [FITA));
vars=varsK;
F=corba;
G=(];
else
varsT=nt:(nT—1);
if enMitja==1,
Mu=MU; Mu=sum(MU) / (length (MU) ) ;
FITES=Mu. «Mu. * varsT*log (N) «C;

I

end

figure |
plot (varsT, K_rec_exacta, varsT, K_primera_rec,
varsT , FITES);
vars=varsT ;
F=K_rec_exacta;
G=K_primera_rec;
end
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A.2 Recuperacié minima en /;(x)

% lleq_example.m

%

% Test out lleq code:

% (11 minimization with equality constraints).

% Written by: Justin Romberg, Caltech

% Email: jrom@acm. caltech .edu

% Created: October 2005

% Modified: Sebastia Pons Burguera, may 20183

function [xp, ERROR, MU] = lleq_example (T,K,N,M)
% INPUT:

% (without inputs, then interactive routine)

% (with ALL inputs, to use as a subroutine)

% T — Nombre de mostres

% K — Nombre de pics (Coeficient de dispersid)
% N — Mida de la senyal

% M — Parametre d’error

% OUTPUT:
% xp — Senyal reconstruida .
% ERROR — Matriu diferéncia entre original i reconstruida.

% MU — Valor "real” de MU.

% EXEMPLES :
% lleq_example ;
% [xzp, ERROR, MU] = lleq_example (20,120,512,1);

if (nargin = 0),
% signal length

N = 512;

% number of spikes in the signal
T = 20;

T = input('To=.");disp(’-");

end ;

% random +/— 1 signal
x = zeros(N,1);




40

45

20

25

60

65

70

75

A.2. RECUPERACIO MINIMA EN /,(X)

q = randperm(N);
x(q(1:T)) = sign(randn(T,1));

% values to display later
if (nargin > 0),

prob = 1-N"(-M);

C = 23x(M+1);

103

FITA = C«Txlog(N);
end
if (nargin =— 0),

% Displaying parameters

M= 1.0;

disp (sprintf( 'M.=_%2.1f> M));

prob = 1-N"(-M);

disp (sprintf(’Prob_.=_%1.4f" prob));

disp(’-");

C = 23x(M+1);

disp (sprintf( ’'C.=.23x(M+1) =.%5.5f",C));

% Creating MU approximation taking K 20% of N.
A=random( 'unif’,—ones(ceil (N/5) ,N), ,ones(ceil (N/5) ,N));
A = orth(A’) ’;

for i=1:ceil(N/5), B(i)=sum(A(i,:))/sqrt(N); end;
MU = max(B);

%

disp (sprintf(’ MU.=_%5.1f" MU));

disp (sprintf(’'S.=.%51".,T));

disp (sprintf(’'n.=.%51",N));

FITA = C«MU"2xTxlog (N);

disp(’-");

% Displaying an approzimate infimum for K

disp (sprintf(’C.- MU 2.-.S_.-_log(n) . =.%5.2f" ,FITA));
disp(’-7);

% number of observations to make

K= 120;

K = input('m.=_");disp(’'-");

end;
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% Creating measurement matrix

if (nargin 0),

disp (’.7);

disp ( 'Creating .measurment.matrix ... ’);
end

% We take wuniform random matrix

A = random( 'unif’ —ones(K,N) , ones(K,N));
%If we want to take it as N(0,1) uncomment:
%A = randn (K,N);

% orthogonalitzation of the matriz

A = orth(A") 7;

% Computing real MU & the real value for the infimum
for i=1:K, B(i)=sum(A(i,:))/sqrt(N); end;
MU = max(abs(B));

%Display values
if (nargin = 0),
disp ( 'Done. 7 );
disp(’-");
disp (sprintf(’Real MU=_%5.1f> MU));
FITA = C«MU 2+Txlog (N);
disp (sprintf(’Fita.real =_%5.2f " [FITA));
end

% Observations

y = Axx;
% Initial value = min energy
x0 = A'xy;

% Solving LP
if (nargin = 0),

tic
end
xp = lleq_pd(x0, A, [], vy, le—=3);
if (nargin = 0),

toc

end
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% large scale

120 |% Afun = @(z) Axz;

% Atfun = @Q(z) A'xz;

% tic

% xzp = lleq_pd(z0, Afun, Atfun, y, le—3, 30, le—8, 200);
% toc

125
% Error computation
ERROR=abs (xp—x ) ;

% Plot of the results
130 | if (nargin = 0),

figure |
subplot (2,2 ,1);plot(x);axis([0 N =1 +1]);
subplot (2,2 ,2);plot(x0);axis ([0 N —1 +1]);
subplot (2,2 ,3);plot(xp);axis ([0 N —1 +1]);
135 subplot (2,2 ,4); plot (ERROR); axis ([0 N 0 max(ERROR)=*2]);

end

A.3 Solucionador de programacié lineal (primal-
dual)

lleq_pd.m

Solve
min_z ||z||-1 s.t. Az =1b

Recast as linear program
min_{z,u} sum(u) s.t. —u<=x<=u, Az=b
and use primal—dual interior point method

Usage :
zp = lleq_pd(z0, A, At, b, pdtol, pdmaziter, cgtol,
cgmaxiter)

10

x0 — Nzl wvector, initial point.

ESES S SRS RSN RSN RSSO GRS RSN RSN
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A — FEither a handle to a function that takes a N wvector
and returns a K wector , or a KN matriz. If A is a
function handle, the algorithm operates in
"largescale” mode, solving the Newton systems
via the Conjugate Gradients algorithm .

At — Handle to a function that takes a K vector and
returns an N wvector. If A is a KxN matriz,
At 1s ignored.

b — Kzl wvector of observations.

pdtol — Tolerance for primal—dual algorithm (algorithm
terminates if the duality gap is less than pdtol).
Default = le—3.

pdmaxiter — Maximum number of primal—dual iterations.
Default = 50.

cgtol — Tolerance for Conjugate Gradients; ignored if A
is a matriz. Default = 1e—38.

cgmaxiter — Maximum number of iterations for Conjugate
Gradients; ignored if A is a matriz.
Default = 200.

Written by: Justin Romberg, Caltech
Email: jrom@acm. caltech . edu

% Created: October 2005

%

S0 RSN RSN RSN RS RSSO SRS GRS GRS SRS SRS SRS GRS RSN SRS RS SRS SRS SRS R

function xp = lleq_pd(x0, A, At, b, pdtol, pdmaxiter,
cgtol , cgmaxiter)

largescale = isa (A, "function_handle’);
if (nargin < 5), pdtol = le—3; end
if (nargin < 6), pdmaxiter = 50; end
if (nargin < 7), cgtol = 1le—8; end
if (nargin < 8), cgmaxiter = 200; end
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N = length(x0);
alpha = 0.01;
beta = 0.5;
mu = 10;
gradf0 = [zeros(N,1); ones(N,1)];
% starting point —— make sure that it is feasible
if (largescale)
if (norm(A(x0)—b)/norm(b) > cgtol)
%disp (’Starting point infeasible;
using x0 = Atxinv (AAt)xy. " );
AAt = Q(z) A(At(z));
[w,cgres ,cgiter] = cgsolve (AAt,b,cgtol ,cgmaxiter ,0);
if (cgres > 1/2)
disp ( 'AxAt_is._ill —conditioned:
uuuuuu cannot._find._.starting _point ’);
xp = x0;
return;
end
x0 = At(w);
end
else
if (norm(Axx0—b)/norm(b) > cgtol)
%disp (’Starting point infeasible;
using x0 = Atxinv (AAt)xy. " );
opts .POSDEF = true; opts.SYM = true;
[w, hcond] = linsolve(AxA’, b, opts);
if (hcond < le—14)
disp ( ’AxAt_is_ill —conditioned:
______ cannot._find _starting .point ’);
xp = x0;
return;
end
x0 = A’xw;
end
end

x = x0;
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u = (0.95)xabs(x0) + (0.10)*max(abs(x0));

% set up for the first iteration

ful = x — u;
fu2 = —x — u;
lamul = —1./ful;
lamu2 = —1./fu2;
if (largescale)
v = —A(lamul—lamu2);
Atv = At(v);
rpri = A(x) — b;
else
v = —Ax(lamul—-lamu2);
Atv = A'xv;
rpri = Axx — b;
end
sdg = —(ful "«lamul 4+ fu2’xlamu2);
tau = mux2xN/sdg;
rcent = [—lamul.xful; —lamu2.xfu2] — (1/tau);
rdual = gradf0 + [lamul-lamu2; —lamul—lamu?2 |
+ [Atv; zeros(N,1)];
resnorm = norm([rdual; rcent; rpri]);
pditer = 0;

done = (sdg < pdtol) | (pditer >= pdmaxiter );
while (" done)

pditer = pditer + 1;
wl = —1/tau*(—1./ful + 1./fu2) — Atv;
w2 = —1 — 1/taux(1l./ful + 1./fu2);

w3 = —rpri;

sigl = —lamul./ful — lamu2./fu2;
sig2 = lamul./ful — lamu2./fu2;
sigx = sigl — sig2.72./sigl;

if (largescale)
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wlp = w3 — A(wl./sigx — w2.xsig2./(sigx.xsigl));
hllpfun = @Q(z) —A(1l./sigx.xAt(z));
[dv, cgres, cgiter] =
cgsolve (hllpfun, wlp, cgtol, cgmaxiter, 0);
if (cgres > 1/2)
disp ( 'Cannot._solve_system.
______ Returning._previous_iterate.’);
Xp = X;
return
end
dx = (wl — w2.xsig2./sigl — At(dv))./sigx;
Adx = A(dx);
Atdv = At(dv);
else
wlp = —(w3 — Ax(wl./sigx — w2.xsig2./(sigx.*sigl)));
Hllp = Ax(sparse(diag(1./sigx))*A’);
opts .POSDEF = true; opts.SYM = true;
[dv,hcond] = linsolve (Hllp, wlp, opts);
if (hcond < le—14)
disp ( 'Matrix.ill —conditioned .
uuuuuu Returning._previous_iterate.’);
Xp = X;
return
end
dx = (wl — w2.xsig2./sigl — A’xdv)./sigx;
Adx = Axdx;
Atdv = A’xdv;
end

du = (w2 — sig2.xdx)./sigl;

dlamul = (lamul./ful).x(—dx+du) — lamul — (1/tau)=*1./ful;
dlamu2 = (lamu2./fu2).*x(dx+du) — lamu2 — 1/taux1l./fu2;

% make sure that the step is feasible:
%keeps lamul ,lamu2 > 0, ful,fu2 < 0
indp = find (dlamul < 0); indn = find(dlamu2 < 0);
s = min([1; —lamul (indp)./dlamul (indp );
—lamu2 (indn)./dlamu2(indn)]);
indp = find ((dx—du) > 0); indn = find((—dx—du) > 0);
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s = (0.99)«min([s; —ful(indp)./(dx(indp)—du(indp));
—fu2 (indn)./(—dx(indn)—du(indn))]);

% backtracking line search
suffdec = 0;
backiter = 0;
while (" suffdec)
Xp = X + sxdx; up = u + sxdu;
vp = v + sxdv; Atvp = Atv + sxAtdv;
lamulp = lamul + sxdlamul; lamu2p = lamu2 + sxdlamu?2;
fulp = xp — up; fu2p = —xp — up;
rdp = gradf0 + [lamulp—lamu2p; —lamulp—lamu2p |
+ [Atvp; zeros(N,1)];
rcp = [—lamulp.*fulp; —lamu2p.xfu2p] — (1/tau);
rpp = rpri + sxAdx;
suffdec = (norm([rdp; rcp; rpp])<=(l—alphaxs)*resnorm );
s = betaxs;
backiter = backiter + 1;
if (backiter > 32)
disp ( 'Stuck_backtracking , .returning._last._iterate.’)

Xp = X;
return
end
end

% next iteration

X = Xp; U = up;
v = vp; Atv = Atvp;
lamul = lamulp; lamu2 = lamu2p;

ful = fulp; fu2 = fu2p;

% surrogate duality gap

sdg = —(ful "xlamul + fu2’xlamu2);

tau = mux2xN/sdg;

rpri = rpp;

rcent = [—lamul.xful; —lamu2.xfu2] — (1/tau);
rdual = gradf0 + [lamul—lamu2; —lamul—lamu2 ]

+ [Atv; zeros(N,1)];
resnorm = norm ([rdual; rcent; rpri]);
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done = (sdg < pdtol) | (pditer >= pdmaxiter );

Y%disp (sprintf(’ Iteration = %d, tau = %8.3e,
%Primal = %8.3¢, PDGap = %8.3¢e, ...
%Dual res = %8.3e, Primal res = %8.8¢’,

% pditer, tau, sum(u), sdg, norm(rdual), norm(rpri)));

if (largescale)

%disp (sprintf (...

WG Res = %8.3e, CG Iter = %d’, cgres, cgiter));
else

J%disp (sprintf (...

%H11p condition number = %8.8¢’, hcond));
end

end

111

A.4 Gradients conjugats

% cgsolve.m

%

% Solve a symmetric positive definite system Az = b via
% conjugate gradients.

%

% Usage :

% [z, res, iter] = cgsolve(A, b, tol, maziter, verbose)
%

% A — FEither an NN matriz, or a function handle.

%
% b — N vector

%

% tol — Desired precision. Algorithm terminates when
% norm (Az—b)/norm(b) < tol

%

% maziter — Maximum number of iterations.

%

% verbose — If 0, do mot print out progress messages.
% If and integer greater than 0, print out progress

)

% every ’‘wverbose ’ iters.
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%

% Written by: Justin Romberg, Caltech
% Email: jrom@acm. caltech . edu

% Created: October 2005

%

function [x,res,iter] = cgsolve(A,b,tol ,maxiter ,verbose)
if (nargin < 5), verbose = 1; end
implicit = isa (A, function_handle’);

x = zeros(length(b) ,1);
r = b;

d =r;

delta = r'x*r;

delta0 = b’xb;

numiter = 0;

bestx = x;
bestres = sqrt(delta/delta0);

while ((numiter < maxiter) && (delta > tol "2xdelta0))

% q = Axd
if (implicit), q = A(d); else q = Axd; end

alpha = delta/(d’*xq);
X = X + alphaxd;

if (mod(numiter+1,50) = 0)

% r =10b— Auzrxz

if (implicit), r = b — A(x); else r =Db — Axx; end
else

r = r — alphaxq;
end

deltaold = delta;
delta = r'x*r;

beta = delta/deltaold;
d = r + betaxd;
numiter = numiter 4+ 1;
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if (sqrt(delta/delta0) < bestres)
bestx = x;
bestres = sqrt(delta/delta0);
end

if ((verbose) && (mod(numiter,verbose)==0))

113

disp (sprintf(’cg: _Iter .= %d, _Best_residual = .%8.3e,...

uuuuuu Current.residual =.%8.3¢e’,

numiter , bestres, sqrt(delta/delta0)));
end

end

if (verbose)

disp (sprintf(’cg:_Iterations . =%d ...
__best_residual .=_.%14.8e’, numiter, bestres));
end
x = bestx;
res = bestres;
iter = numiter;
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Apendix B

Codi font: exemple 7.2

B.1 Valors de recuperacié en TV (x) (color)

function [v, Fs, rec, ERROR| = recCLR(PoL, m, M, skip, fix)

JINPUT
% PoL — 0 si wvolem wutilitzar la mascara uniforme (punts),
% 1 si wvolem wutilitzar la mascara lineal (linies)

% m — nombre minim de punts o de linies (depenent de PoL)
% M — nombre mazim de punts o de linies (depenent de PoL)

% skip — diferéncia entre punts/linies a cada recuperacid.
% fix — (masc. unif) 1 si fizam la mascara per a recuperar
% tots els colors de cada recuperacio; 0 altrament.
Z0UTPUT

%v — wvalors de punts del mostreig

% Fs — Error per a cada valor de v.

% rec — (matriu 4D) Imatges en color ecuperades

% ERROR — (matriu 4D) Error en cada wvalor de rec.

im=im2double (imread ( 'lenna.jpg’));
[T, n]=size(im(:,:,1));
clr = {’_vermell’ ’_verd’ ’_blau’};

quant = M — m;
Q = ceil ((quant+1)/skip);
rec = zeros(n,n,3,Q);

ERROR = zeros(n,n,3,Q);

115
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Fs = zeros(3,Q);
I

v = zeros (1,
counter = 1;
if PoL = 0,
for j=0:skip:quant,
if fix==
[M, Mh, mh, mhi]=UniformRandomMask (m+j ,n);
for i=1:3,
dlsp(strcat (7% *IT -’ ,num2str(j/skip+1),
" numZStr( ), =(Color_’, clr (i), 7)7));
actual = im(:,:,1);
[T, Xs, ~, ., 7, 7, 7, ERROR3D| =
tveq_phantom_example(actual , 7, n, 111,...
M, Mh, mh, mhi,0);
rec (:,:,i,counter)=Xs;
ERROR(: ,:,i,counter)=ERROR3D;
Fs(i,counter)=max(sum(ERROR3D) );
parcial=Fs(i,counter)
end
v(counter)=mtj ;
else
for i=1:3,
dlsp(strcat (7xxxIT:. " num2str(j/skip+1),
A num2str(Q), (Coloru ,ocelr (i), 7)7));
actual = im(:,:,1);
[vars , F, Xs ERRORBD] =
recMinTV(mkj , m+j, n, 1, actual);
rec(:,:,i,counter)=Xs;
ERROR(: ,:,i, counter)=ERROR3D;
Fs(i,counter)=F;
parcial=Fs(i,counter)
end
v(counter)=vars;
end
figure , imshow(rec (:,:,:,counter));

else

counter=counter—+1;
end

for j=m:skip:M,
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for i=1:3,
disp(strcat ( "#xxIT:_ " num2str(counter),’/’ ,...

num?2str(Q), "o (Color.’, clr (i), ")’));
actual=im (:,:,1);
[vars, F, Xs, ERROR3D]|=...
recMinTV _lines(j, j, n, actual);
rec (:,:,1i,counter)=Xs;
ERROR(: ,:,i,counter)=ERROR3D;
Fs(i,counter)=F;
parcial=Fs(i,counter)
end
figure , imshow(rec (:,:,:,counter));
v(counter)=vars;
counter=counter+1;
end
end
B.2 Valors de recuperacié en TV (z) (uniforme)
function [vars,F,Xs,ERROR3D|=recMinTV (nk, nK, n, skip, im)

% Retorna el grafic de |’ error segons el parametre K.

% INPUT:

% [nk,nK] — interval de presa de mostres

% n — Mida de la imatge (N=n-n)

% skip — Distancia entre mostres

% im — Si esta buid s’ agafa el fantasma de Sheep—Logan.
% OUTPUT :

% vars — nombre de mostres preses a cada iteracid

% F — error en la recuperacio segons el valor de K

% Xs — matriu tridim., a cada nivell hi ha la recuperacid
% ERRORS3D  — Matriu tridimensional , a cada mnivell

% de profunditat hi ha la matriu error (X-Xp).

% EXEMPLES :
% [vars , f,Xs, E3D]=recMinTV (2000, 8000, 256, 200);
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%Inicialitzam les wvariables 1 certs wvalors
N = nxn;

KS = nK—nk:;

corba = zeros(1,ceil ((KS+1)/skip));
ERROR3D = zeros(n,n, ceil ((KS+1)/skip));
Xs=zeros(n,n, ceil ((KS+1)/skip));

if nargin>3,
phant=im;
else
phant=0;
end ;

count = 1;

for i=0:skip:KS,
disp ([ >>_CURRENT_ITERATION >>_" num2str(i/skip+1),’ /",
num2str ( ceil ((KS+1)/skip))]);
%Creacio de la mdscara amb nk+i punts.
[M, Mh, mh, mhi] = UniformRandomMask (nk+i ,n);
%Recuperam la imatge
[X, Xtv, Xbp, M, Mh, mh, mhi, ERROR|=
tveq_phantom_example (phant, 7, n, 33, M, Mh, mh, mhi,0);
%Guardam els resultats
ERROR3D(: ,:, count) = ERROR;
Xs(:,:,count) = Xtv;
corba(count) = sqrt (sum(sum(ERROR.*ERROR) ) );
count = count + 1;

end

%Cream les wariables i ho representam
varsK=nk: skip :nK;

figure ,
plot (varsK , corba );

vars=varsK;
F=corba ;
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B.3 Valors de recuperacié en TV (x) (lineal)

function [vars,F,Xs ERROR3D|=recMinTV _lines(l, L, n, im)
% Retorna el grafic de [’ error segons el parametre K.

% INPUT:

% [l,L] — interval de presa de linies de mostres

% n — Mida de la imatge (N=n-n)

% im — Si esta buid s’ agafa el fantasma de Sheep—Logan.
% OUTPUT :

% vars — nombre de mostres preses a cada iteracid

% F — error en la recuperacio segons el valor de K

% Xs — matriu tridim., a cada nivell hi ha la recuperacid
% ERRORS3D  — Matriu tridimensional , a cada nivell

% de profunditat hi ha la matriu error (X-Xp).

% EXEMPLES :
% [vars, f, Xs, E3D]=recMinTV_lines(2,25,256);

%Inicialitzam les wariables i certs wvalors
N=n:n;
corba = zeros(1,L-1+1);
varsL = zeros(1,L—-1+1);
ERROR3D = zeros(n,n,L—1+1);
Xs = zeros(n,n,[—1+1);
if nargin>3,

phant=im;
else

phant=0;
end;

for i=1-1:(L-1),
disp ([ >>_CURRENT_ITERATION >>_" num2str(i),’/’,
num2str(L—-1+1)]);
%Cream la mascara
[M, Mh, mh, mhi]=LineMask(i+1,n);
%Recuperam la imatge
[X, Xtv, Xbp, M, Mh, mh, mhi, ERROR]=
tveq_phantom_example (phant, 7, n, 33, M, Mh, mh, mhi,0);
%Guardam els resultats
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ERROR3D(: ,:,i+1) = ERROR;
Xs(:,:,i41) = Xtv;
corba (i+1)=sqrt (sum(sum(ERROR. *ERROR) ) ) ;
varsL (i+1) = nnz(M);
parcial=corba (i+1)
end

%Ho representam
figure |
plot (varsL ,corba);

vars=varsL ;
F=corba ;

B.4 Recuperaci6 en TV (z)

% tveq_phantom_example.m

%

% Phantom reconstruction from wuniform samples
% in the Fourier plane.

%

% Written by: Justin Romberg, Caltech

% Email: jrom@acm. caltech .edu

% Created: October 2005

% Modified by: Sebastia Pons, 2013

function [X, Xtv, Xbp, M, Mh, mh, mhi, ERROR]=
tveq_phantom_example (phantType, nEllipse , n, PorL,
M, Mh, mh, mhi)

% INPUT:

% phantType — 1 (random phantom) / 0 (Sheep—Logan phantom)
% Other (this “other” MUST be a given phantom)
% nEllipse — Number of ellipses on the random phantom.

% If phantomType==1, must be a positive integer.
% n — dimension of the image (it will be a nxn square).

% PorL — 1 if we want a uniform mask with points.

% 0 if we want a line mask

% [M,Mh, mh, mhi] — Mask to wuse.Not used if PorL is 0 or 1.
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%

FOUTPUT :

% X — Phantom wused .

% [M, Mh, mh, mhi] — Used mask

% Ezample :

% [X, M, Mh, mh, mhi/]=tveq_phantom_example (1,10,

% [1,00500,11);

% Phantom
N = nx*n;
if phantType==0,
X = phantom (n);

S

else
if phantType==1,
X=randomPhantom (n, nEllipse );
else
X=phantType;
end
end;

figure ,
subplot (2,2 ,1);imshow (X);
x = X(:);

L=-1;
if PorL==1,
% number of points in the Fourier domain
P = 9200;
P=input ( 'm.=_");
% Fourier samples we are given
[M,Mh, mh, mhi] = UniformRandomMask (P ,n);
else
if PorL==0,
% number of lines in the Fourier
L = 22;
L=input ('L.=.");
% Fourier samples we are given
[M,Mh,mh, mhi] = LineMask(L,n);
end
%else: we use the given one

256,1,

domain
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end

subplot (2,2 ,2);imshow( circshift (M,[ ceil(n/2) ceil(n/2)]));
OMEGA = mbhi;

A =@Q(z) A_thp(z, OMEGA);

At = @Q(z) At_fhp(z, OMEGA, n);

% measurements
y = A(x);
if L>0, disp(sprintf( 'm=%5i", length(y))); end; disp(’'.");

% min 12 reconstruction (backprojection)
xbp = At(y);

Xbp = reshape(xbp,n,n);

subplot (2,2 ,3);imshow (Xbp ) ;

% recovery

tic

tvl = sum(sum(sqrt ([diff(X,1,2) zeros(n,1)]."2 +...
[diff(X,1,1); zeros(l,n)]."2 )));

disp (sprintf(’'Original . TV.=_%8.3f", tvl));

xp = tveq_logbarrier (xbp, A, At, y, le—1, 2, 1le—8, 600);

Xtv = reshape(xp, n, n);

subplot (2,2 ,4);imshow (Xtv );

toc

ERROR= abs (Xtv—X);

B.5 Creacio de la mascara uniforme

% UniformRandomMask.m

%

% Returns the indicator of the domain in 2D fourier space
% for a wuniform random P points.

% Usage :  [M,Mh, mi, mhi] = UniformRandomMask(P,N)

%

% Written by : Sebastia pons Burguera

% Created : 15/05/2018




10

15

20

25

30

B.6. CREACIO DE LA MASCARA LINEAL

function [M,Mh, mi,mhi]
M=zeros (N);

x=randint (1,1 ,[1,N]);
y=randint (1,1 ,[1 ,N])

for i=1:P,
while (M(x,y)==1),
x=randint (1,1 ,[
y=randint (1,1
end
M(x,y)=1;
end

= UniformRandomMask (P,N)

% upper half plane mask (not including origin)

Mh = zeros(N);

Mh = M;

Mh(N/242:N,:) = 0;
Mh(N/2+1,N/2+1:N) = 0;

M = ifftshift (M);
= find (M);

Mh = ifftshift (Mh);

mhi = find (Mh);

123

B.6 Creacio de la mascara lineal

% LineMask.m
%

% Returns the indicator of the domain in 2D fourier space

% for the specified line geometry.

= LineMask(L,N)

% Usage [M, Mh, mi, mhi ]

%

% Written by Justin Romberg
% Created : 1/26/200/

% Revised : 12/2/200/
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function [M,Mh, mi,mhi] = LineMask (L ,N)

the = linspace (0, pi—pi/L, L);

Y%thc = linspace (pi/(2«L), pi—pi/(2xL), L);
M = zeros(N);

% full mask
for 11 = 1:L
if ((the(ll) <= pi/4) | (the(1ll) > 3xpi/4))
yr = round (tan(thc(11))*x(—N/2+1:N/2—1))+N/2+1;
for nn = 1:N-1
M(yr(nn),nn+1) = 1;
end
else
xc¢ = round(cot (the(11))x(—=N/24+1:N/2—1))4+N/2+1;
for nn = 1:N-1
M(nn+1,xc(nn)) = 1;
end
end
end

% upper half plane mask
% (not including origin)

Mh = zeros(N);

Mh = M;

Mh(N/242:N,:) = 0;
Mh(N/2+1,N/2+1:N) = 0;

% Invers of the Fourier and other stuff

M = ifftshift (M);
mi = find (M);

Mh = ifftshift (Mh);
mhi = find (Mh);
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B.7 Constructor de la matriu de mesura

% A_fhp.m

%

% Takes measurements in the upper half—plane of the 2D
% Fourier transform.

%

% Usage : = A_fhp (z, OMEGA)
%

% x — N wvector

%

% b — K vector = [mean; real part(OMEGA); imag part(OMEGA)]
%

% OMEGA — K/2—1 wector denoting which Fourier coefficients
% to use (the real and imag parts of each freq are kept).
%

% Written by: Justin Romberg, Caltech

% Created: October 2005

% Email: jrom@acm. caltech . edu

%

function y = A_fhp(x, OMEGA)
n = round(sqrt(length(x)));

yc = 1/nxfft2 (reshape(x,n,n));

y = [yc(1,1); sqrt(2)*xreal(yc(OMEGA));
sqrt (2 )*1mag(yc(OMEGA))];

B.8 Constructor de matriu de mesura adjunta

% Adjoint of At_fhp (2D Fourier half plane measurements).
% Usage: x = At_fhp (b, OMEGA, n)

%

% b — K vector = [mean; real part(OMEGA); imag part (OMEGA)]
%

% OMEGA — K/2—1 wvector denoting which Fourier coefficients
% to wuse (the real and imag parts of each freq are kept).
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%

% n — Image is naxn pixels
%

% x — N vector

%

% Written by: Justin Romberg, Caltech
% Created: October 2005
% Email: jrom@acm. caltech .edu

function x = At_fhp(y, OMEGA, n)

K = length(y);
fx = zeros(n,n);
fx(1,1) = y(1);
fx (OMEGA) = sqrt (2)*(y(2:(K+1)/2) + i*xy((K+3)/2:K));
x = reshape(real (nxifft2 (fx)), nxn, 1);

B.9 Solucionador de programacio lineal (log-barrera)

% tveq_logbarrier.m

%

% Solve equality constrained TV minimization

% min TV(z) s.t. Az=b.

%

% Recast as the SOCP

% min sum(t) s.t. ||DA{dijlz|] - 2<=¢t, i,j=1,...,n
% Az=b

% and use a log barrier algorithm.

%

% Usage: zp = tveq_logbarrier (z0, A, At, b, lbtol,
% mu, slqtol , slgmaxiter)
%

% 0 — Nzl vector, initial point.

A — FEither a handle to a function that takes a N wvector
and returns a K vector , or a KzN matriz. If A is a
function handle, the algorithm operates in
"largescale” mode, solving the Newton systems via

R N N X K
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SN RS SRS RSN GRSS RS JRS GRS SR SRS SRS RS RS SR SO RS SRS SRS SRS RS S SRS

%
%

function xp = ..

the

Conjugate Gradients algorithm.

At — Handle to a function that takes a K vector and
returns an N vector. If A is a KxN matriz, At is

tgnored .
b — Kzl wvector of observations.
[btol — The log barrier algorithm terminates when the

duality gap <= lbtol. Also, the number of log
barrier iterations is completely determined by
I[btol. Default = 1e—3.

mu — Factor by which to increase the barrier constant at
each

iteration. Default = 10.

slqtol — Tolerance for SYMMLQ; ignored if A is a matrix.
Default = 1e—8.

slgmaxiter — Mazximum number of iterations for SYMMLQ);
ignored if A 1s a matriz.

Written by:

Default

= 200.

Justin Romberg, Caltech

Email: jrom@acm. caltech . edu
October 2005

Created :

tveq_logbarrier (x0,A; At,b,lbtol ,mu, slqtol ,slqmaxiter)

largescale

isa (A, function_handle ’);

if (nargin < 5), lbtol = le—3; end

if (nargin < 6), mu = 10; end

if (nargin < 7), slqtol = le—8; end

if (nargin < 8), slqmaxiter = 200; end
newtontol = 1btol;

newtonmaxiter = 50;
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N = length(x0);
n = round(sqrt(N));

% create (sparse) differencing matrices for TV
Dv = spdiags ([reshape([—ones(n—1,n); zeros( n)|,N,1)

reshape ([zeros(1,n); ones(n—1,n)] N, 1)], [0 1], N, N);
Dh = spdiags ([reshape(|—ones(n,n—1) zeros( 1)],N,1) ...
reshape ([zeros(n,1) ones(n,n—1)],N,1)], [O n], N, N);
% starting point —— make sure that it is feasible
if (largescale)

if (norm(A(x0)—b)/norm(b) > slqtol)
disp(’'Starting._point_infeasible;....
using .x0_=_Atxinv (AAt)*y. " );
AAt = Q(z) A(At(z));

[w,cgres| = cgsolve (AAt, b, slqtol, slqmaxiter , 0);
if (cgres > 1/2)
disp ( 'AxAt_is._ill —conditioned: ...
cannot._find._.starting_point’);
xp = x0;
return;
end
x0 = At(w);
end

else
if (norm(Axx0—b)/norm(b) > slqtol)
disp(’Starting._point_infeasible;....
using ox0.=_Atxinv (AAt)xy. " );
opts .POSDEF = true; opts.SYM = true;

[w, hcond] = linsolve (AxA’, b, opts);
if (hcond < le—14)
disp ('AxAt_is_ill —conditioned: . ...
cannot._find_starting .point’);
xp = x0;
return;
end
x0 = AVxw;
end

end
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B.10. NEWTON PER A TV (X)

x = x0;

Dhx = Dhxx; Dvx = Dvxx;

t = (0.95)xsqrt(Dhx."2 + Dvx."2) + ...
(0.1)*max(sqrt (Dhx. 2 + Dvx."2));

% choose initial value of tau so that the duality gap
% after the first step will be about the origial TV
tau = N/sum(sqrt (Dhx."2+Dvx."2));

Ibiter = ceil ((log(N)—log(lbtol)—log(tau))/log(mu));
disp (sprintf( ’Number_of_log_barrier_iterations _=%d\n’
Ibiter));

totaliter = 0;

for ii = 1:1lbiter

[xp, tp, ntiter] =
tveq-newton (x, t, A, At, b, tau, newtontol ,...
newtonmaxiter , slqtol , slqmaxiter);

totaliter = totaliter 4+ ntiter;

tvxp = sum(sqrt ((Dhxxp). 2 + (Dvxxp)." 2));
disp (sprintf(’\nLog_barrier_.iter =%, TV.=.%.3f,
functional .=_%8.3f, _tau_.=_%8.3e, _total _newton_iter —_ ...

%d\n’, ii, tvxp, sum(tp), tau, totaliter));

X = XpP;
t = tp;

tau = muxtau;

end

129

B.10 Newton per a TV (z)

% tveq_newton .m

%

% Newton algorithm for log—barrier subproblems for TV
% minimization with equality constraints.
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%

% Usage :

% [xp,tp,niter] = tveq_newton(xz0, t0, A, At, b, tau,
% mnewtontol, mewtonmazxiter, slqtol, slgmaziter)

0,10 — starting points

A — FEither a handle to a function that takes a N wvector
and returns a K vector , or a KxN matriz. If A is a
function handle, the algorithm operates in
"largescale” mode, solving the Newton systems
via the Conjugate Gradients algorithm.

At — Handle to a function that takes a K vector and
returns an N vector. If A is a KxN matriz, At is ignored.

b — Kzl wvector of observations.
tauw — Log barrier parameter.

newtontol — Terminate when the Newton decrement
18 <= newtontol.

newtonmaziter — Mazimum number of iterations.

slqtol — Tolerance for SYMMLQ; ignored if A is a matriz.

slgmaxiter — Mazximum number of iterations for SYMMLQ);
ignored if A is a matriz.

Written by: Justin Romberg, Caltech
Email: jrom@acm. caltech . edu
Created: October 2005

SRS RSN RSN GRS RSSO SRS SRS SRS (RSSO SRS SRS SRS GRS RS SO SRS SRS SRS RS SR

A

function [xp, tp, niter]| = tveq_newton(x0, t0, A, At, b,...
tau, newtontol, newtonmaxiter, slqtol, slqmaxiter)

largescale = isa (A, function_handle’);

alpha = 0.01;
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beta = 0.5;

N = length(x0);

n = round(sqrt(N));

K = length(b);

% create (sparse) differencing matrices for TV

Dv = spdiags ([reshape([—ones(n—1,n); zeros( n)],N,1) ...
reshape ([zeros(1,n); ones(n—1,n)] ,N,1)], [0 1], N, N);

Dh = spdiags (|[reshape([—ones(n,n—1) zeros(n 1)],N,1) ...
reshape ([zeros(n,1) ones(n,n—1)],N,1)], [0 n], N, N);

% auzxillary matrices for preconditioning

Mdv = spdiags ([reshape ([ones(n—1,n); zeros(l,n)] ,N,1) ..
reshape ([zeros(1,n); ones(n—1,n)] ,N,1)], [0 1], N, N);

Mdh = spdiags (|[reshape ([ones(n,n—1) zeros(n,1)] ,N,1) ...
reshape ([zeros(n,1) ones(n,n—1)],N,1)], [0 n], N, N);

Mmd=reshape ([ones(n—1,n—1) zeros(n—1,1); zeros(1l,n)|,N,1);

% initial point

x = x0;

t = t0;

Dhx = Dhxx; Dvx = Dvxx;

ft = 1/2+%(Dhx."2 + Dvx."2 — t.72);
ft

f =sum(t) — (1/tau)x(sum(log(— 3))
niter = 0;
done = 0;

while (~done)

ntgx = Dh’x((1./ft).*Dhx) + Dv’x((1./ft).*Dvx);
ntgt = —tau — t./ft;
gradf = —(1/tau)*[ntgx; ntgt];

sig22 = 1./ft + (t.72)./(ft."2);
sigl2 = —t./ft."
sigh = 1./ft.72 — (sigl2.72)./sig22;

wlp = ntgx — Dh’x(Dhx.x*(sigl2./sig22).xntgt)
— Dv’%(Dvx.x(sigl2./sig22).xntgt);
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wp = [wlp; zeros(K,1)];
if (largescale)
% diagonal of Hllp
dgllp = Mdh’«(—1./ft + sigb.xDhx."2)
+ Mdv’'s(—1./ft + sigh.xDvx."2)
+ 2xMmd. x sigb .+ Dhx.*Dvx;
afac = max(dgllp);
hpfun = @Q(z) Hpeval(z, A, At, Dh, Dv, Dhx, Dvx,
sighb, ft, afac);
[dxv, slqflag ,slqres ,slqiter | = symmlq(hpfun, wp,...
slqtol , slgmaxiter);
if (slqres > 1/2)
disp ( ’Cannot.solve._system.Returning._previous.iter.’);

Xp = X
return
end
else

H1llp = Dh’xsparse(diag(—1./ft + sigh.*Dhx."2))xDh + ...
Dv’ssparse (diag(—1./ft + sigb.xDvx."2))xDv +
Dh’xsparse (diag(sigh .*Dhx.*Dvx))*Dv +
Dv’xsparse (diag(sigb .xDhx.xDvx))*Dh;

afac = max(diag(Hllp));

Hp = full ([Hllp afacxA’; afac*A zeros(K)]);

Zkeyboard

opts.SYM = true;

[dxv, hcond] = linsolve (Hp, wp, opts);

if (hcond < le—14)
disp ( "Matrix_ill —cond._Returning._prev.._iter.’);
Xp = x; tp = t;
return

end

end

dx = dxv(1:N);
Dhdx = Dhxdx; Dvdx = Dvxdx;
dt = (1./sig22).x(ntgt — sigl2.%(Dhx.xDhdx + Dvx.*Dvdx));

% minimum step size that stays in the interior
aqt = Dhdx." 2 + Dvdx. 2 — dt." 2;
bqt = 2%(Dhdx.*Dhx + Dvdx.*Dvx — t.xdt);
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cqt = Dhx."2 + Dvx."2 — t.72;

125
tsols = [(—bqt+sqrt(bqt."2—4xaqt.xcqt))./(2*xaqt);
(—=bqt—sqrt (bqt."2—4xaqt.xcqt))./(2*xaqt) |;
indt = find ([(bgt. 2 > 4xaqt.xcqt);
(bqt. 2 > 4xaqt.xcqt)] & (tsols > 0));
130

smax = min(1l, min(tsols (indt)));
s = (0.99)xsmax;

% line search
135 suffdec = 0;

backiter = 0;

while (“suffdec)
Xp = X + sxdx; tp =t + sxdt;
140 Dhxp = Dhx + s*Dhdx; Dvxp = Dvx + sxDvdx;
ftp = 1/2%(Dhxp."2 + Dvxp." 2 — tp."2);
fp = sum(tp) — (1/tau)*(sum(log(—ftp)));
flin = f + alphaxsx(gradf ' «[dx; dt]);
suffdec = (fp <= flin);
145 s = betaxs;
backiter = backiter 4+ 1;
if (backiter > 32)
disp ( 'Stuck._.backtracking , .returning._last_iterate.’);
Xp = x; tp = t;
150 return
end
end

% set up for mext iteration
155 X = xXp; t = tp;

Dvx = Dvxp; Dhx = Dhxp;

ft = ftp; f = fp;

lambda2 = —(gradf’«[dx; dt]);
160 stepsize = ssnorm ([dx; dt]);

niter = niter + 1;

done=(lambda2/2 < newtontol) | (niter >= newtonmaxiter);
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disp (sprintf( ’Newton_iter .=%d, _.Functional .=_.%8.3f ,_ ...
-.Newton._decrement .=_%8.3f , _Stepsize _=_%8.3¢e’,
niter , f, lambda2/2, stepsize));
if (largescale)

disp (sprintf(’.oocoooooooooood SYMMILQ._Res —=_%8.3e , ...
MMMMM SYMMIQ.Tter .=%d’, slqres, slqiter));
else
disp (sprintf(’coccooooooaannaoon Hllp_.condition. ...
wooonumber =.%8.3e¢’, hcond));
end

end

% Implicit application of Hessian
function y = Hpeval(z,A,At,Dh,Dv,Dhx,Dvx, sigh , ft 6 afac)

N = length(ft);
K = length(z)—N;
w = z(1:N);
v = z(N+1:NHK);
Dhw = Dhxw;

Dvw = Dvxw;

vyl = D'+ ((—1./ft + sigh.+Dhx."2).+Dhw +...

sigh .#*Dhx.*Dvx.xDvw) + Dv’x((—1./ft +
sigh.*xDvx."2).xDvwt+sigh .xDhx.*xDvx.*Dhw)+afac*xAt(v);
y2 = afac*xA(w);

y = [yl; y2];

B.11 Imatge aleatoria. Imitacié “phantom”.

function img = randomPhantom (dim,n)

img=zeros (dim ) ;
Jimshow (img ) ;

for i=1:n,
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%yO0=randint (1,1,[2,dim—1]);

y0 = floor (normrnd (dim/2,dim /2 ,[1]));

f (y0<0)||(y0>dim), y0 = floor(dim/2);end;

%rO0=randint (1,1,[2,dim—1]);

x0 = floor (normrnd (dim/2,dim /2 ,[1]));

if (x0<0)||(x0>dim), x0 = floor (dim/2);end;

nm=min (min (y0,x0) ,min(dim—y0 ,dim—x0) );

b=randint (1,1 ,[ceil (m*2/3) m]|);

%b = floor (normrnd(dim/2,dim /2 ,[1]));

%if (b<0)||(b>dim), b = floor(dim/3);end;

a=randint (1,1 ,[ceil(b/2),b]);

teta=rand (1,1)*360;

color=rand (1,1);

img=ellipseMatrix (y0, x0, a, b, teta, img, color);
end

135

B.12 Representar el-lipse a base de pixels

function ret = ...

ellipseMatrix (y0, x0, a, b, teta, Image, color)

% Set the elements of the Matriz Image which are in the
% interior of the ellipse E with the wvalue ’color ’. The
% ellipse E has center (y0, z0), the major azxe = a, the

% minor are = b, and teta is the angle macked by the
% major axe with the orizontal aze.
%

% Function: ellipseMatrix

% Version: 1.1

% Author : Nicolae Cindea

% Modified : Sebastia Pons, 2013
im = Image;

colored = OxImage;

[ny, nx| = size(im);

imtemp = zeros(ny, nx);

list = zeros(ny * nx, 2);

toplist = 1;

c =sqrt(a x a — b % b);
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x0 =
y0 =
list
list
im (y
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round (x0);
round (y0);
(toplist , 1) yO0;
(toplist , 2) = x0;
0, x0) = im(y0, x0)+ color;

colored (y0, x0)=1;
if im(y0, x0)>1,

end ;

whil

im(y0, x0)=im(y0, x0)—1;

e (toplist > 0)

y = list (toplist, 1);
x = list (toplist, 2);
toplist = toplist — 1;

if local_isValid(y, x + 1, y0, x0, a, c, teta,
imtemp, ny, nx, colored)
toplist = toplist + 1;
list (toplist , 1) = y;
list (toplist , 2) = x + 1;
m(list (toplist , 1), list(toplist, 2)) =...
m(list (toplist, 1), list(toplist, 2))+color;
imtemp (list (toplist , 1), list(toplist, 2)) =
m(list (toplist, 1), list(toplist, 2))+color;
if im(list (toplist, 1), list(toplist, 2))>1,
m(list (toplist , 1), list (toplist, 2))=
m(list (toplist, 1), list(toplist, 2))—1;
end ;
if imtemp(list (toplist, 1)
imtemp (list (toplist , 1
imtemp (list (toplist ,

, list (toplist , 2))>
), list(toplist , 2))
1), list (toplist, 2))— 1

end;

colored (list (toplist, 1), list(toplist, 2))=1;
end
if local_isValid(y — 1, x, y0, x0, a, ¢, teta,

imtemp, ny, nx, colored)

toplist = toplist + 1;

list (toplist, 1) =y — 1;

list (toplist , 2) = x;
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B.12. REPRESENTAR EL-LIPSE A BASE DE PIXELS

im(list (toplist, 1), list(toplist, 2)) =...
im(list (toplist, 1), list(toplist, 2))+color;

imtemp (list (toplist , 1), list(toplist, 2)) =...

im(list (toplist, 1), list(toplist, 2))+color;
if im(list (toplist, 1), list(toplist, 2))>1,

im(list (toplist , 1), list(toplist, 2))=...

im(list (toplist , 1), list (toplist, 2))—1;

end ;
if imtemp(list (toplist, 1

list (toplist , 2))>1,

137

),
imtemp (list (toplist , 1), list(toplist, 2))=...
1)

imtemp (list (toplist ,
end;

colored (list (toplist , 1), list(toplist, 2))=1;

end
if local_isValid(y, x — 1, y0, x0, a, c, teta,
imtemp, ny, nx, colored)
toplist = toplist + 1;
list (toplist , 1) = y;
list (toplist , 2) = x — 1;
im(list (toplist, 1), list(toplist, 2)) =...

im(list (toplist, 1), list(toplist, 2))+color;

, list (toplist , 2))—1;

Y

imtemp (list (toplist , 1), list(toplist, 2)) =...

im(list (toplist, 1), list(toplist, 2))+color;

if im(list (toplist, 1), list(toplist, 2))>1,

im(list (toplist, 1), list(toplist, 2))=...

im(list (toplist, 1), list (toplist, 2))—1;

end;
if imtemp(list (toplist , 1

list (toplist, 2))>1,

I
imtemp (list (toplist , 1), list(toplist, 2))=...
1)

imtemp (list (toplist ,
end;
colored (list (toplist , 1), list(toplist, 2))=

end
if local_isValid(y + 1, x, y0, x0, a, c, teta,
imtemp, ny, nx, colored) =1
toplist = toplist + 1;
list (toplist , 1) =y + 1;
list (toplist , 2) X
im(list (toplist, 1), list(toplist, 2)) =...

im(list (toplist, 1), list(toplist, 2))+color;

, list (toplist , 2))—1;

1
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imtemp (list (toplist , 1), list(toplist, 2)) =...
im(list (toplist, 1), list (toplist, 2))+color;
if im(list (toplist, 1), list(toplist, 2))>1,
im(list (toplist, 1), list(toplist, 2))=..
im(list (toplist , 1), list (toplist, 2))—1;
end;
if imtemp(list (toplist, 1), list(toplist, 2))>1,
imtemp (list (toplist , 1), list(toplist, 2))=...
imtemp ( list (toplist , 1), list (toplist, 2))—1;
end ;
colored (list (toplist , 1), list(toplist, 2))=1;
end
end
ret = im;

B.13 Subprograma de “ellipseMatrix”

function is_val = local_isValid(y, x, y0, x0, a, c,
teta, im, ny, nx, colored)
[n m|=size (im);
dl=(x — x0 — ¢ * cos(teta))"2 + (y — y0 — ¢ * sin(teta))"2;
dl=sqrt (dl);
d2=(x — x0 + ¢ * cos(teta))"2 + (y — y0 + ¢ * sin(teta)) " 2;
d2=sqrt (d2);
if (x>0) & (y>0) & (x <= nx) & (y <= ny)&&...
(dl + d2 <= 2xa)&& (colored(y, x) "= 1)

is_val = 1;
else

is_val = 0;
end




Apendix C
Figures de 'exemple 7.2

A la figura C.1 podem trobar les imatges que prendrem de mostra per als exemples
de recuperaci6 de senyals bidimensionals.

‘}r

(a) Imatge de mostra. (b) Imatge de mostra. Fo-
Fantasma de Shepp-Logan tografia de na Lenna.

Figura C.1: Imatges de mostra.

Tot seguit, de la figura C.2 a la C.8 hi ha les imatges de la mascara lineal presa,
la imatge recuperada i l’error comes per a recuperacions per diferents quantitats
de linies. Després, de la figura C.9 a la figura C.16 hi ha el mateix, referent a la
mascara uniforme, per a diferents quantitats de punts presos pel mostreig.

Després, en les figures C.17, C.18 i C.19, hi ha els resultats de les recuperacions
de les senyals en color utilitzant la mascara uniforme, la mascara uniforme fixant-
la per a totes les capes de cada recuperacio i la mascara lineal. En cada figura
trobareu, per columnes, la imatge a color, la capa roja, la capa verda i la capa
blava; i, per files, la recuperacié per a certs valors de punts o linies presos.



(a) Mascara, 2 linies. (b) Imatge recuperada. (c) Error.

Figura C.2: Resultat de la recuperacié amb la mascara lineal consistent en 2 linies
(509 punts, un 0.7% del total).

(a) Mascara, 5 linies. (b) Imatge recuperada. (c) Error.

Figura C.3: Resultat de la recuperacié amb la mascara lineal consistent en 5 linies
(1269 punts, un 1.9% del total).

(a) Mascara, 8 linies. (b) Imatge recuperada. (c) Error.

Figura C.4: Resultat de la recuperacié amb la mascara lineal consistent en 8 linies
(2025 punts, un 3% del total).
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(a) Mascara, 11 linies. (b) Imatge recuperada. (c) Error.

Figura C.5: Resultat de la recuperacié amb la mascara lineal consistent en 11
linies (2773 punts, un 4.3% del total).

(a) Mascara, 14 linies. (b) Imatge recuperada. (c) Error.

Figura C.6: Resultat de la recuperacié amb la mascara lineal consistent en 14
linies (3517 punts, un 5.4% del total).

(a) Mascara, 17 linies. b) Imatge recuperada. ) Error.

Figura C.7: Resultat de la recuperacié amb la mascara lineal consistent en 17
linies (4257 punts, un 6.5% del total).
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(a) Mascara, 20 linies. (b) Imatge recuperada. (c) Error.

Figura C.8: Resultat de la recuperacié amb la mascara lineal consistent en 20
linies (5001 punts, un 7.6% del total).

(a) Mascara, 2000 punts. (b) Imatge recuperada. (c) Error.

Figura C.9: Resultat de la recuperacié amb la mascara uniforme consistent en
2000 punts, un 3.1% del total.

(a) Mascara, 2400 punts. (b) Imatge recuperada. (c) Error.

Figura C.10: Resultat de la recuperacié amb la mascara uniforme consistent en
2400 punts, un 3.7% del total.
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(a) Mascara, 3000 punts. (b) Imatge recuperada. (c) Error.

Figura C.11: Resultat de la recuperacié amb la mascara uniforme consistent en
3000 punts, un 4.6% del total.

(a) Mascara, 3600 punts. (b) Imatge recuperada. (c) Error.

Figura C.12: Resultat de la recuperacié amb la mascara uniforme consistent en
3600 punts, un 5.5% del total.

(a) Mascara, 4200 punts. (b) Imatge recuperada. (c) Error.

Figura C.13: Resultat de la recuperaci6 amb la mascara uniforme consistent en
4200 punts, un 6.4% del total.
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(a) Mascara, 4800 punts. b) Imatge recuperada. ) Error.

Figura C.14: Resultat de la recuperacié amb la mascara uniforme consistent en
4800 punts, un 7.3% del total.

(a) Mascara, 5400 punts. b) Imatge recuperada. ) Error.

Figura C.15: Resultat de la recuperacié amb la mascara uniforme consistent en
5400 punts, un 8.2% del total.

(a) Mascara, 6000 punts. b) Imatge recuperada. ) Error.

Figura C.16: Resultat de la recuperacié amb la mascara uniforme consistent en
6000 punts, un 9.2% del total.
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J

i )
(r) (t)
Figura C.17: Recuperacié amb la mascara uniforme variant la mascara. Per files
correspon a prendre 6000, 10000, 14000, 22000 i 30000 punts, un 9.2%, 15.3%,

21.4%, 33.6% 1 45.8% del total de punts. Per columnes, correspon a la imatge en
color, a la capa vermella, verda i blava.
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Figura C.18: Recuperacié amb la mascara uniforme fixant la mascara per a cada
fila. Per files correspon a prendre 6000, 10000, 14000, 22000 i 30000 punts, un
9.2%, 15.3%, 21.4%, 33.6% i 45.8% del total de punts. Per columnes, correspon a
la imatge en color, a la capa vermella, verda i blava.



147

Figura C.19: Recuperacié amb la mascara lineal. Per files correspon a prendre 20,
40, 60, 80 1 100 linies, un 7.6%, 14.9%, 21.9%, 28.6% 1 35% del total de punts. Per
columnes, correspon a la imatge en color, a la capa vermella, verda i blava.
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