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Prefaci

Aquestes8n unes notes d’Aalisi Complexa que van servir com a base de un curs quadrimestral

a la Facultat de Mateatiques i Estaidtica de la UPC I'any 1996. & una transcripéi més o

menys fidel del que van ser les llicons al llarg del curs. No poden substituir, per tant, a cap dels
llibres recomanats en la bibliografia, on es podran ampliar degudament els continguts. No hi ha
en aquestes notes cap demostraciginal ni presentabinovedosa.

En la presentabitriada de la asignatura es fa amfasi en la representécintegral de les
funcions holomorfes com una eina fonamental en I'estudi de les seves propietats. Aqigst mat
reflecteix les noves terdcies en I'estudi de la teoria de funcions de variable complexa, pero
sobretot els interessos i gustos de l'autor.

Finalment nords em resta agitaa I'Albert Compta i als estudiants del curs la detéatier-
rades que em van assenyalar. Totes les que re@temisviament, imputables a mi.

Barcelona, Marc de 1997.
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Capitol 1

Funcions holomorfes

En aquest capitol veurem la defincio de funcié holomorfa i algunes de les possibles
interpretacions geométriques de la definici6. També veirm la relacio que hi ha amb les
equacions de Cauchy-Riemann i amb les séries de potencies.

1.1 Definicions. Equacions de Cauchy-Riemann

Sigui 2 un obert deC. Volem estudiar les propietats de les funcions definides de forma natural
en(). Una primera classe de funcions que podem consié@srta de les funcions diferenciables
en(). Aixo té la pega de que no utilitzem l'estructura de cosddesns limitem a considerar

() com a obert déR?. Una altra possibilitaés intentar redefinir la condizide diferenciabilitat
d’una funcbd tenint en compte que estentaAix0 és el que fem a continudi

Definici6. Diem que una funé f : 2 — C ésC-diferenciableen un puntz de € si el limit
seglent existeix

1O~ fa)
(wa  (—a

En aquest cas, dinit el denotem pey’(a).

Amb aquesta nobija estem en condicions de definir les funcions holomorfes,&anbme-
nades andiques.

Definici6. Diem que una funé f : Q@ — C esholomorfaen un obert)? c C si f ésC-
diferenciable en tot punt € 2. En aquest cas diem qfec H(2).

Nota. Si K C C és compacte f : K — C diem quef és holomorfa e (f € H(K)) si
existeix un oberf? que coné K tal quef exten a una funéi holomorfa er).

Notem que sif ésC-diferenciable en un punt, llavors la funco &s continua en i existei-
xen derivades parcials. De fet aquesta coldsimolt nés estricta que I'exiénhcia de derivades

1



2 CAPTOL 1. FUNCIONS HOLOMORFES

parcials; el imit es pren quag s’atansa cap a en totes les direccions possibles i @sren la
definicio hi ha implcita una certa reladientre les derivades parcials de la part real i la part ima-
ginaria que estudiarem amkesdetall. De fet, com veureméas endavant, |&-diferenciabilitat

en un obert implicar en particular qug eésC>! A partir de la definicd €s immediat comprovar
gue la suma i el producte de funcions holomoéssolomorf.

Exemple.Les funcions holomorfes ‘per exdéehcia’ $n els polinomisp(z) = >, ,, ax2".
Veiem com la condi@ deC-diferenciabilitat lliga les derivades direccionals.

Proposicid 1.1. Sigui f : © — C holomorfa i siguiu = Re f(z + iy), v(z,y) = Im f(z + iy),
ambz + iy € Q. Aleshores se satisfan leguacions de Cauchy-Riemann

u_dv
oxr Oy oy Oz
Demostraadd. Avaluem el Imit

h—0 h
de dues formes diferents. Primer, fent due> 0 per valors reals dg. En aquest cas tenim

flz+h) = f(z)  flz+h+iy) - f(z+iy)

h h
U(.T—l-h,y)—U(l',y) v(x—i—h,y)—v(x,y)
= +1 .
h h
Si ara femh — 0, ens dona
ou ov
/ _ S

Ara, fem el mateix, pe&r prenent eliimit al llarg de I'eix imaginari pur. Es a dir pérreal,
f(z+ih) — f(z)  flx+ih+iy) — f(x +iy)

th ih
U(il’,y+h)—U(l',y) U(ZE,y—I—h)—?}(l’,y)
= — —|- .
h h
De forma que
ou ov

"(2) = —im —(z,9). 1.2
f'(2) Zay(x,y)+-8y(x,y) (1.2)

Siigualem la part real i la part imagina de (1.1) i (1.2), tenim les equacions de C-R. &

Nota. Sifem el canvi de coordenades- = + iy i Z = x — iy, aleshores

0f_1<af .af) 8f_1<8f+.8f>

9. 2\ox ‘oy) 0z 2\az oy
Per tant, les equacions de Cauchy-Riemann es tradueixen en
_of of

flla)y=7>(a) 1 F=(a) =0.
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De fet, les se@ents equacions dos a dos equivalents:

Exercici 1. Sigui f : Q@ — C, i escrivimf = u + iv, onu,v :  — R. Veieu que les equacions
sedlents &n equivalents (a qualsevol d’'aquestes se les anomena equacions de Cauchy-Riemann).

of of
o~ =~
ox dy
of
° Frie 0

Ju  Ov ov  Ou
*or oy or oy
JOf _0f
or 0z
Suposem ara qu¢ és holomorfa ef2 i a més f € C*(Q) (aquesta darrera hipesiés
superflua doncs veurem que tota fuadiolomorfaésC).

Corolari 1.2. Si diem com sempre(z,y) = Re f(z) i v(x,y) = Im f(z), aleshores. i v sbn
funcions harmniques, es a diAu = Av = 0.

Demostradd. En efecte, si calculem

0%u 0 Ov 0 Ov 0*u

Pr O0xdy Oyor Oy
Analogament es fa amh s

Les equacions de Cauchy-Riemai@m $mportants, perqude fet caracteritzen les funcions ho-
lomorfes, com indica la ségnt proposid:

Proposicio 1.3. Sigui f € C'(2) una funco a valors complexos. Suposem que es satisfan les
equacions de Cauchy-Riemannsen.e.:

of of

= —7—

oz dy
aleshoresf és holomorfa ef.

Demostradd. Sigui¢ —a = £ + in, amb&,n € R, llavors pel teorema de Taylor, com qué&s
Ch:

B ou ou

Q) —ula) = 5. (@) £+ 5 (@) -+ o(|C — al).

Per una altra part, podem fer el mateataul ambw i obtenim

00) = v(@) = Gola) - €+ 5 (@) +oflC )
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Multipliguem la segona peri sumem les dues i resulta

7 (4. s+§<>-n+o<|<—a|>.

Apliquem ara la hiptesi i resulta

F(Q) ~ £la) = 2L () - (€ +im) +o(lC — al).
Per tant,
SO~ ) _0f
%132 (—a ﬁx( @).

L]

Veiem ara una interpretacigeongtrica de la condié d’holomorfia. Sif és una aplicadi
holomorfa de&? aC, anem a veure com distorsiona les figures que tingu@mSi prenem un arc
v amb equad z = z(t), ambt € [0, 1] contingut erf2. L'equacb w = w(t) = f(z(t)) defineix
un arcy’ contingut enf(2) queés la imatge de per f.

Si2/(t) existeix aleshores’(t) tamke existeix i est donat petv’(t) = f/'(w(t))z'(t). Fixem-
nos en que vol dir aix en un punt, en quez’(ty) # 0i f'(2(ty)) # 0. Diemz, = z(to)

i wg = f(z0). En el puntw,, l'arc +' té tangent, doncs’(¢,) # 0 i a més la direcd esa
determinada per

argw'(to) = arg f'(z0) + arg 2'(to).

Es a dir I'angle de la tangent s’incrementazep f’(z,), independentment de la corbariginal.

Per tant si tenim dues corbes que es tallenygammb un angle donat, les seves imatges es tallen
amb en el punty, amb el mateix angle (i preservant I'orientalci A les aplicacions aixse les
anomenaplicacions conformesAnem a veure que a l'inr&s tamig s veritat.

Proposicio 1.4. Sigui f € C'(Q2) una aplicacé conforme, aleshoreg és holomorfa.

Demostradd. La derivada dev(t) = f(z(t)) es pot escriure com

e
wlte) = G (ol (1) + 5 Ga)y (o).

En termes de’(t,), tenim

/() = 5 (G2 = 150 ) #1004 5 (L )+ 457 (o)) 7T =




1.1. DEFINICIONS. EQUACIONS DE CAUCHY-RIEMANN 5

Per una altra part, si els angles es preserven, llawgfs’(t9) /2 (to)) ha de ser independent de
arg 2’ (o), es a dir

ha de ser independent deg 2'(¢y). Aix0 homes passa qu%zi = 0 (les equacions de Cauchy-
Riemann) que com hem vist a la propo8iti3, $n equivalents a I’holomorfia. &

Veiem a continuad una altre interpretagigeongtrica que & I'avantatge de permetre gene-
ralitzacions a varietats diferenciables complexes. IdentifiqgGeambR? de la segent forma
w(z) = plxr +iy) = (x,y). Si f = u+ v definim l'aplicacd R-lineal d(u,v) : R? — R?
sedient:

)6 = (Ge(a) €+ 5 n 5@+ Soa) )

Aquesta aplicad és I'aplicacd diferencial tangent en el puntde I'aplicacd (u,v). Podem
definir I'aplicacb df, R-lineal deC — C de la forma segent:df = p~' o d(u,v) o u. Es a dir,
la definim de forma que el ségnt diagrama commuta:

c %, c
R? d(u,v) R?
Llavors tenim la se@gent proposi@,

Proposicid 1.5. L'aplicacio df : C — C ésC-lineal (es a dirdf (\) = \df(¢) per atota)i ¢
complexes) si i noés si(0f/0z)(a) = 0. En aquest cas, tenim

#0=Yw¢ wec

Demostradd. L'aplicacio diferenciald(u, v)(a) ve donada per una matrux 2:
A B
(e )

Veiem que cal perqeiaquesta aplicagil sigui C-complexa. De fet nomes cal comprovar que
L(iz) = iL(z). Es a dir per a tot&(, ), cal

(@ ) ()= ()
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Per tant la condiéi és equivalent a
A=D B=-C

que en el cas de I'aplicatlineal L = d(u, v) sSon exactament les equacions de Cauchy-Riemann.
A més en aquest cas l'aplicadgs de la forma

L(¢ +in) = (A+iB)(C +in).
Si les equacions de C-R es satisfah+ i B) correspon exactamentfa(a). )
Aquesta caracteritzatria mes permet veure que la composide funcions holomorfess holo-

morfa, doncs I'aplicad@ diferencial de la composities la composiéi de les aplicacions dife-
rencials i la composiéid’aplicacionsC-linealsés trivialmentC-lineal. A més se satisfla regla

de la cadenaf(g(2)))" = f'(9(2))g' ().

1.2 Series de poéncies

Anem a estudiar la relazique hi ha entregsies de patncies i funcions holomorfes. Les funcions
holomorfes nes elementalstm els polinomis. Veiem a continu@cgue les &ries de patncies
(que podem pensar com el camit dels polinomis quan augmentem el grau) témb

Teorema 1.6 (1 d’Abel). Sigui f(z) = Yo% a,(z — a)™ amb radi de convegnciaR > 0.
Aleshores,

e Peracadak > 1 la serie

i nn—1)-(n—k+1ay(z —a)" " (1.3)

n=~k
convergeix a la bol&3(a, R).
e Lafuncb f és infinites vegades-diferenciable emB(a, R) i amésf*)(z) és la rie (1.3)
per a totak > 1.
e Pern >0,a, = f™(a)/n.

Demostradd. En primer lloc fem notar que el teorema nesrcal provar-ho en el cas= 1. Els
casosk = 2,3,... es poden obtenir aplicant el teorema per 1 repetides vegades. Tamb
podem suposar sense perdre generalitat que elpgri.

Per demostrar el primer apartat, si tenim g@e' = limsup,, {/|a,| &s el radi de con-
vergencia de la &rie cal demostrar quB—! = limsup,, "\/n|a,|. Com quel = lim,, "/n,

aleshores no#s hem de veure qué = R’ on R~ = limsup,, "+/|a,|. Considerem lad&vie
auxiliar

(e.0) o0
Z a,z" 1 = Z Api12".
n=1 n=0
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Aquesta &rie € radi de convergncialz’. Al mateix temps resulta que

aop + 2 Z Api12" = Z anz”. (1.4)
n=0 n=0

Aquestadltima t radi de convergncia R. Peb de la igualtat (1.4) es veu que els radis de
convergncia $n iguals, es a diR = R'.

Demostrem a continuatiel segient apartat. Com hem comentat reascal demostrar que si
g(2) = 2, na,z""1, aleshoreg’(z) existeix i valg(z). Diems,(z) = X7, ar2* i R,(2) =
S0 i1 axz®. Fixem un punte € B(0, R) i fixem unr amb|w| < r < R. Siguié molt petita
(ja precisarem quant@s endavant) pérde forma que3(w, ) C B(0,r). Agafemz € B(w, J).
Volem veure que’(w) = g(w),

Uy (C) N lsn(@ —s(w)

En primer lloc,

Ry(2) — Rp(w) _ 1 i ar(2F — wh) = f; a (Zk‘wk>.

Z—Ww Z —

A mes,

zk——uﬁ

Z—Ww

Per tant,

|Rn(z) — R, (w) ‘

[e.e]
< krh—t,
Z—w o Z lax |

k=n+1

Com quer < R, larie>"3° | |ax|kr*~! convergeix i per tant pet prou gran

’Rn(z) - Rn(w)

<
z—w

g

3

A més, com que], (w) — g(w), prenem um encara ras gran de forma que;,(w) — g(w)| <
¢/3. Finalment un cop fixat, llavors com ques,, €s un polinomiés holomorf i per tant si
agafem urd prou petit

sn(2) = sn(w)

<eg/3.
z—w ¢/

— sp(w)

Sumant els tres termes ja tenim el segon apartat. Finalrfignt= ao, senzillament avaluant la
serie al 0. A nés com que ja tenim qué® be donada per (1.3), llavos®) (0) = klay. &
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Figura 1.1: La red d’'Stolz

Hem vist com es comporten leérges de paincies a l'interior del disc de conveéngcia. A
I'exterior la ®rie no convergeix. Veiem com es comporta en els punts de la frontera. Suposem
que en un punt de la frontera del disc de congamiare? la strie convergeix. La pregunés
aleshores que passa amb la fingia I'interior. Convergeix la fundé cap al valor frontera quan
z S'atansa cap ac?? El segient resultat d’Abel respon a aquesta pregunta. Suposarem sense
que aix resulti en cap casapdua de generalitat, que el radi de coneeigjaés1 i el punt on la
serie convergeies el 1. El cas generak aileg.

Teorema 1.7 (2 d’Abel). Si}">° , a,, convergeix, aleshores

f:)= Y o
n=0

tendeix cap g (1) si z s'atansa cap d dins d’una regb de Stolz (es a dir de forma qule— z| <
M (1 — |z|) (veieu la figura 1.1).

Demostradd. Podem suposar qugl) = >>°,a, = 0, en cas contrari consideregiz) =
f(z) — f(1). Sidiems, = ag + - - - + a, llavors

th(2) =ap+ar1z+ - +ay2" =50+ (51— 50)z+ -+ (8 — 5p-1)2" =
=50(1—2)+81(2 =22+ + 8, 1 (2" = 2") + 5,2" =
=(1—2)(so+ 812+ +5,12") + 5,2

Com ques,, — 0 quann — oo, aleshores
fz)=(1=2)> sp2"
n=0

Volem veure quef(z) — 0 quanz — 1dins de lared |1 — z| < M(1 — |z|). Podem escollir
unm molt gran de forma qugs,, | < € sin > m. Les cues de laggie " s,2" pern > m estan
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dominades per la de l&Be geongtrica segent:

2™ €

o0
> 5,2
n=m

[o@]
<eg |z|" =€ .
P R

Per tant podem acotdi(z) en la regd

1— 2| < M(1 - |2)), aix

()] < (1= 2| + Me.

m—1
Z s
n=0

Si e es molt petit el terme de la dreés petit. A nés siz — 1 el terme de I'esquerra taralva
cap a0. Per tantf(z) — 0siz — 1 dins laregd d’'Stolz. &

Aquest resultaés optim en el sentit de que hi h&es de patncies que no convergeixen de
forma tangencial als seus valors frontera. Aquest resultat es pot intuir si observem & funci
f(2) = Y=V, Es veu acilment quef(z) — 0siz — 1~ i 2 € R. PeD si ens atansem per la
rectaRe z = 1, ja noés tan clar. De fet la seva@mse de padncies no convergeix tangencialment
cap a0 quanz — 1 lliurement.

1.3 Exemples

Amb I'ajut de les gries de patncies, anem a introduir les funcions transcendents elementals, es
a dir, 'exponencial i les funcions trigonatriques.
Considerem la funéisolucd de la segent equad diferencial erC:

fley=fk 1 fO=L
Si resolem aquesta equachitjancant sries de pancies, diem a la solutie* = ag + a1z +
<o+ +a,z"™ + --- ide I'equacé resulta quena,_, = a, i ay = 1. De tot a0 es conclou que
R 22 2"
E=1+z+5+ - +=+--
2! n!

Aquesta &rie & radi de converncia totC, doncs</n! — oco. Les funcions holomorfes a
tot C se les anomenfuncions enteres\nem a veure alguna de les propietats elementals que
satist la funcb exponencial. Per atotab € C es compleix®*’ = e®c® doncs(e? - %) =
e*e’ % 4 e*(—e %) = 0. Pertank®e* = ct. Si avaluem a = 0, veiem que*e“ % = e, per a
totaz, c € C. En particular siprenem= ai ¢ = a+b, llavors tenim la propietat que desitiem.
En el decurs de la prova hem utilitzat que si una fart@lomorfa & derivada 0, aleshores la
funcio és constant. Aid és degut a qué¢’(z) = df/0x i per tantdu/Jdz = dv/dx = 0. Amés
per les equacions de C-By /0y = dv/0y = 0, i en consegencia tant, comw sdn constants.

Per una altra part, com quée—* = 1, resulta que* mai noés0. A més, com que la&sie
de poencies & coeficients reals, llavoks = ¢* i per tant|e”|* = ¢¥e™% = 1 pery € R. De
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resultes d’aiw |e*| = eR°=. A partir de la fundd exponencial podem definir el sinus i el cosinus
com

1, . . 1 .
cos z = 5(6” +e7 %), sin z = 2—(6” —e ).

1

Amb aquesta definibi les funcionssin i cos tenen el desenvolupament egrie de podncies
esperat. A ras per atota € C, cos® z + sin? z = 1 ia mése”® = cos z + isin z. En particular
sidiemr = |z| i § a'argument de;, llavorsz = re®.

Una funcd f es diuperiodicadepefiodec si f(z 4+ ¢) = f(z) per atotaz € C. Sic é€sun
peiiode dec?, llavorse* = e*7¢ = e?ec. Per tant® = 1. Com quel = |e¢¢| = eRe¢, aleshores
¢ = iz per algunr € R. Amésl = cosx + isinz, per tantc €s un niltiple enter deri. Es a
dir la funcio exponenciaés perddica de papde2ri.

Volem considerar la fun6iinversa de I'aplicaé exponencial, pé& com hem vist* €s una
funcio perbdica i per tant n@s injectiva. Aix €s una font de problemes i fa que la defiaidel
logaritme sigui delicada.

En qualsevol cas volem definisg w de forma quev = e si z = logw. Com quee® # 0
per a totaz, llavors no es pot definibg 0. Si suposem doncs que+# 0, mirem el conjunt de les
solucions de* = w. Sidiemz = z + iy, aleshores totes les solucionsede= w son:

log |w| + i(arg w 4 27k), k qualsevol enter
onlog |w| &s el logaritme real dev|. Ara ja podem introduir una definiti

Definicid. Si 2 és un domini (un obert connex d® i f : @ — C és una fun® coninua de
forma quez = exp f(z) per a tota: € 2 aleshoreg &s unabranca del logaritme

Observem que, degut a la periodicitat de I'apliGaekponencial, sif €s una branca del
logaritmeg = f + 27ki ambk enterés una altra branca del logaritme. De formdpeaca Si
tenim dues branques del logaritnfié g, aleshores en cada puntg(z) = f(z) + 2nki. En
principi I'enterk podria canviar en cada punte(?, peo la segient proposi@ ens assegura que
aixo no passa.

Proposicio 1.8. Si f i g sbn dos branques del logaritme en un donfinialeshores existeix un
enterk de forma que

f(z) = g(2) + 2nki per atotaz € Q

Demostradd. La demostrad €s elemental. Diem

1
hz) = — —
(2) = 5=(f(2) — 9(2)),
aleshores) és una fund coninua que pren valors en els enters. @&iforca a queh sigui
constant en cada component connexa del domini de définiCom queS2 era connexj &s
constant. &
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Fins ara noras hem vist que en un domif¥ si hi ha una branca del logaritme, totes les altre
s’obtenen afegint constants del tipk&ri:. Peb encara no hem vist cap branca del logaritme.
Constrim una. Siguil = C\ {z € R : z < 0}, es a dir, el pla complex menys la semirecta
dels reals negatius. Claramentés connex i a s tot punt: € 2 es pot escriure de la forma
z = |z]e? amb@ € (—m, x). Definim la branca del logaritme en aquest olsétomlog 2 =
log |z| + 6 (onlog |z| és el logaritme real). Aguesta branca del logaritme en aquest obert es
coneix habitualment comlaranca principal del logaritme

A més pel fet de ser l'inversa de la fubcexponencial qualsevol branca del logaritése
holomorfa, com evidencia la ségnt proposi®.

Proposicio 1.9. SiguiG i € oberts deC. Suposem qué : G — Ci g : 2 — C sbn contnues
i f(G) C Qambg(f(z)) = z pertotz € G. Sig &s holomorfa iy’ (f(z)) # 0, aleshoresf és
holomorfaif'(z) =1/¢'(f(z)).

Demostradd. Fixata € G, prenemh € C ambh # 0 prou petit de forma que + h € G. Per
hipotesia = g(f(a))ia+h = g(f(a+h)). En particular, ai® diu quef(a) # f(a+h). Amés

= 9flath) —g(f(@) _ g(flath)) —g(f(a)) fla+h)— fla) (1.5)
h fla+h) — f(a) h ' '

Com quef és conitnua, f(a + h) — f(a) — 0 quanh — 0 i per tant prenentinits quan — 0
en laigualtat (1.5) tenim el resultat desitjat. [

Com a cordari d’aquest resultat tenim que una branca del logaritme en un dé@sinolo-
morfa i t& derivadal /.

Un cop vist com es pot definir un logaritme holomorf, es pot definir de forma natural la
funcié poencia. Es a dir, si. € C, i tenim un domini2 amb una branca del logaritme definit
en () es defineixz* en 2 com exp alog z. Aquesta fund és holomorfa doncés composid
d’holomorfes.
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Capitol 2

Teoria local de Cauchy

En aquest capitol estudiarem les propietats locals de les funcions holomorfes, en parti-
cular la seva regularitat. Per a fer-ho, necessitem introduir una eina que ens sera molt
atil, la integral de linia. Amb I'ajut d’aquest concepte veurem la equivaléncia de totes les
possibles definicions de holomorfia. Veurem la formula de representacié de Cauchy i
l'utilitzarem per demostrar el principi de continuaci6 analitica, el principi les desigualtats
de Cauchy, el principi del maxim i el teorema de I'aplicaci6é oberta.

2.1 Integrals de inia

Comencarem per la defin@ide integral deihia. Cal fer atené perqu aquesta definiéino
correspon a la integral d’'una furdcal llarg d’un arc parametritzat amb el paretre arc.

Definici6. Si tenim una fund f : Q@ — C confnua i un arcy en{) amb una parametritzazi
z(t) ambz : [a,b] — Q que siguiC! a trossos, definim lmtegral de Inia
b

L f(Z)dZZ/abf(z(t))Z(t)dt:/bu(t)dt+i/ o(t)dt,

onwu i v sbn la part real i imagiaria def (z(t))z(t).

Aquesta definid és invariant per canvis de @anetre de l'arc. En efecte, si canviem la
parametritzadi, es a dir, donem un nou interval< = < /i una funcb canvi de pametret(7)
de forma que () sigui una funadd C! a trossos i creixent de forma qugy) = a i t(3) = b,
llavors

b B
| feo@ dt = [ feam) ) drn,
senzillament fent el canvi= ¢(7) en la primera integral. Ara be,

(U (7) = 2(1(7)

13
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i de resultes d’ai®, la segona integradds justament la integral sobteaquesta vegada parame-
tritzat amb paametrer.

Si ens donen un argamb una parametritzack(¢) ambz : [a,b] — C, es defineix I'arc—
com l'arc parametritzat pen(t) = z(—t) ambw : [-b, —a] — C. Aquest & la mateixa imatge
que l'arc~ perd recorregut en sentit invers. Es verifica que per tota funoninua f sobre la
imatge de l'arc,

En efecte,

/_Wf(z) dz = /%f(w(t))w(t) dt = —/:af(z(—t))z‘(—t) dt —

—b

:/baf(z(t))z(t) dt = —Lf(z)dz.

La integral deflnia & bones propietats respecte les funcions holomorfes. Anem a estudiar la seva
relacb. Comencem amb la ségnt proposi@.

Proposicio 2.1. Si F' és una fund holomorfa en un entorn de la imatge d’un grparametritzat
perz : [a,b] — Cidiemf(z) = F'(z), aleshores

| 1) dz = PG0) ~ F((@)

En particular [, f dz = 0 si+ és un arc tancat.

Demostradd. Com quef(z) = F’(z), llavors

/Wf(z) dz = /ab F'(2(8))(t) dt = abjtF(z(t))dt — F(2(b)) — F(2(a)).

Nota. Cal anar amb compte doncs no tota funooninua & primitiva. Per exemple sigyi(z) =
|z|? = 2% + y%. Si F fos una primitiva def, llavors F' seria holomorfa. Per tant 8l = U + iV
aleshores? + y* = F'(x + iy). Ara, degut a les equacions de C-R,

U OV . UV
or Oy Y oy  Oxr

Peid %—Z = 0 implica queU (z,y) = u(z) i per tantz? +y* = 9% = /(z). Aix0 és contradictori.
De fet, el que passes que noras les funcions holomorfes tenen localment primitiva, com veurem
més endavant (teorema de Morera).
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a+di b+di
<7
y3
7 K
Y,
a+ci b+ci

Figura 2.1: El rectangl&

La relacb més important que satisfan les funcions holomorfes i les integraléndeés,
potser, que la integral dénia al llarg d’'un carmtancatés zero si dins el canla funcid és
holomorfa. EIl cas res senzilles quan el camés la frontera de un rectangle i la fuacés
holomorfa en un entorn del rectangle. D’aquest teorema donarem dues proves. Una de molt
simple per la que necessitarem unadtgsi extra: que la funoisiguiC!. Aquesta hiptesi no
és satisfactria doncs en la definioide funcd holomorfa no ho hem suposat, péa donem per
que les ideest les que expliquen el fenomen que hi ha darrera.

Proposicio 2.2. Sigui©2 un oberterCi f € Cl(Q). Sigui R un rectangleR C (). Aleshores,

//R 9700 = 3; aRf(Z)dz'

Demostradd. Essencialment, aguesta demostié&s el teorema d’Stokes, meanem a fer-ho
d’'una altre forma. Considerem un rectangle com a la figura 2.1

//Rgidxdy:/abdx/cdg;dy:
:/ab(f(x,d)—f(x,c))dx:—Lgfdz—Alfdz.

De la mateixa forma

Per tant,

//R of 1 L (gi —|—zaf> dady = —;Z/7 fdz = 21Z [ e

Corollari 2.3. Sif € C'(Q)i f és holomorfa en un rectangle C , llavors

f=o.
OR
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-« <
v RO Aly R® 4
—» —>»>
< <
RO R®
" . '
> >

Figura 2.2: Bisecd del rectangle

A continuaco veiem el mateix corddri pero sense la hiptesi de regularitat

Teorema 2.4 (Cauchy-Goursat).Sigui2 un conjunt obert d€ i sigui f una funcd holomorfa
en(). Llavors, per a tot rectangl& C 2, tenim

fdz = 0.
OR

Demostradd. Per demostrar aquest resultat trencarem el rectaR@e rectangles és petits.
Ens es convenient, doncs, introduir laigegt notad per determinar en quin rectangle integrem.

0w = [ fz)d-

Sibisequem cada costat del rectangle origidabtenim una descomposiocén quatre rectangles
com en la figura 2.2 Si diem als quatre rectangles resulfiits R?, R®) R®, obtenim

n(R) = n(RY) + n(R®) + n(R®) + n(RW), (2.1)

doncs la integral al llarg dels costats comuns a dos d’ells es ¢ampezhe estan recorregudes
en sentit oposat. Nosaltres volem demostrar gue) és0. Pen la hipdtesi que tenines de
caire local (sabem qu¢ és holomorfa). Hem de passar de la integral al llarg del rectangle
gran a la d’un de petit. Per a fer-ho, considerem el rectangle Rétitque aporta la quantitat
més gran de massa en la suma (2.1). Es a dir, hizhanrdels rectangles peti3® tal que
In(R™)| > 1n(R)|. En aquest rectangletén “pesat” li diemR;. Si n’hi ha nés d’'un, escollim

un qualsevol. Ara trenquem el rectandte en quatre i repetim el prés. D’aquesta forma
obtenim una successide rectangles encaixaf$ > R, D --- D R, D --- de forma que
n(R.)| = 3In(Ra-1)]; per tantin(R,)| > 47"|n(R)].

Els rectangles?,, collapsen tots en un punt € R, doncs cada cop tenen la meitat de mida.
Fixem ara ure > 0 molt petit, volem veure que)(R)| < . Com quef és holomorfa e,
podem escollir u > 0 prou petit, de forma qug sigui holomorfa en el dis®(z*, ) i a més
per a totaz amb|z — 2*| < § se satish

flz) = f(z")

z — z2*
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ond és el dametre (o diagonal) d& i L el seu peimetre. Dit d'una altra forma
* * * 6 *
[f(2) = f(z7) = [0z = 20)| < 7 lz =27,

Ara, un cop fixaty escollim unn prou gran de forma quA&,, estigui contingut dins dé&(z*, ).
Aix 0 es pot fer donc&,, — z*. Hi ha dos casos on el teorer@sa cert trivialment:

/ dz =0, / zdz = 0.
ORy, ORn

Aquests casosos una consdigncia del cordari 2.3. Gacies a ai® podem restar aquestes
integrals ay(R,,) i no res s'altera, es a dir,

nR) = [ JE) = 1E) — (= ) () d
Per tant

6 *
) < — [ e =2 ldzl,

on|dz| és el paametre arc. Com, z* € R, aleshore$z — 2*| &€s nés petit que el @dimetre de
R, que val2~"d. La integral del paametre arc al llarg d8 R dona el peimetre del rectanglet
R, que val2~"L. Finalment tenim doncB)(R,)| < 47 "¢ i per tant|n(R)| < ¢ com voiem
demostrar. )

Per les aplicacions necessitem una \eligugerament i@s general d’aquest resultat.

Teorema 2.5. Sigui2 un obert deC i R un rectangle contingut dinQ. Aleshores sf € C(Q2) i
feH\ {a}), amba € Q llavors

6Rf(Z) dz = 0.

Demostradd. Sia ¢ R és el cas que ja hem vist. Suposem ara que JR. En aquest cas
prenem una succesdile rectangles,, continguts a I'interior d&? de forma quek,, — R quan
n — oo. Per a cadascun dels rectanglgstenim

z)dz = 0.

L,

Com quef és una fun@ coninua en el rectangle tancat llavors pel teorema de la convéria
dominada.

/8Rn f(z)dz— | f(2)dz.

OR

Per tant el teorema tarales cert quam € JR.
Només queda per tractar, doncs, el cas enqpertany a l'interior deR. Si ens trobem en
aquesta situadisempre podem trencar el rectangle en dos com en la figura 2.3. Llavors

/aRf(Z) dz = /aRl f(2) dz—i—/aRQf(Z) ds.

Cadascuna de les dos integrals resultants es troba en laGi&meguer € OR; 0 a € OR, 1 per
tant totes dues valden &
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R, a R

Figura2.3: Casque € R

Figura 2.4: Elcanry, i I,

Ara, mitjancant aquest teorema, demostrarem que totadfamalitica en un disc admet furti
primitiva. SiguiD un disc de centre i radir.

Teorema 2.6.Si f € H(D), aleshores com hem vigt,e C(D) i per a tot rectangleR C 2,

/aRf(z)dz:O.

D’aquestes dues propietats se’n dedueix guedmet una fund primitiva F' tal que F'(z) =
f(z) peratotaz € D.

Demostradd. Donadaf € C(D) definim F' com

on~, és el carhque va del centre del discfins az segons indica la figura 2.4. Com que

/ f(w) dw =0,
OR
aleshores
F(z) = / flw)dw= [ f(w)dw.
z FZ
Calculem ar%(z). Siguiz = z+ 1y, prenenm, real i molt petit de forma que+h € D, llavors

Fzh) = F(z)  Jooy, Fw)dw = o f(w)dw 1
- = ; = /L f(w) dw.
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Ve % - -
on L és el segment(z + h). Si parametritzeni perz(t) = = + t + iy, ambt € [0, ], llavors
dientf = u + iv:
F(z+h) = F(z
h

on&;, & € L. Sifem tendirh — 0, resulta donc% = f(z). Ara fem el mateix alcul peo per
%—5. En aquest cas si prenem de rioteal i molt petit de forma que + ik € D, llavors

) _ 2/Ohf(x 4+ dy) dt = u(6) + iv(&),

F(z+ih) = F(z) [y, fw)dw— [ f(w)dw 1

h h “hlu

f(w) dw.

’ —_— . .
on L' és el segment(z + ¢h). Si parametritzenl’ perz(t) = x + i(t + y), ambt € [0, A,
aleshores

F(z+1ih) — F(z
h

oné;, & € L/. Sifemtendirh — 0, resulta donc% =if(z). En particular, com qué¢ € C(D),

hem vist que tant la derivada parcial respecte de:lesm de lesy sbn contnues. Per tant, la
funcio F és de classé' (D). A més les derivades satisfan les equacions de Cauchy-Riemman,
doncsiF,(z) = F,(z). AleshresF’ és holomorfa segons la propo$idi.3 i a nés com que és
holomorfal’(z) = F.(z) = f(2). &

) = }ll/oh fle+i(t+y))idt =i(u(&) +iv(&e)),

Un corolari immediat d’aquest teoren&s el segent:

Corollari 2.7. Siguif € H(D), aleshores per a tot arg tancat i contingut erD, es satisi

[yf(z) dz = 0.

Demostradd. En efecte, si tenim qualsevol camtancat enD de forma que eatparametritzat
perz(t), t € [a, b], aleshores si la primitiva dg ésF, tenim

/ﬁ (2)dz = F(2(b)) — F(2(a)) = 0.

2.2 Formula de Cauchy en un disc

Anem a provar unadrmula de representdride les funcions holomorfes en un disc que ens
permeta recuperar els valors de la fuaa@n I'interior del disc a partir dels valors en la frontera
del disc. Per a fer aixnecessitem pviament el sagent lema:

Lema 2.8. Sigui D un disc de centré i radi r i sigui a un punt de I'interior del disc. Aleshores

d
/ c _om
oD Z — Q
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Figura 2.5: El disd i el cami ~,

Demostradd. Parametritzem el cainte la forma se@entz(t) = a + p(t)e’* ambt € [0, 27,
onp(t) € (0,2r) de forma que:(t) € dD. Esh clar quep(t) € C([0,2x]). En aquest cas la
integral resulta

/8z),z—a_/27r tl)e”dt (t)e") dt =
_/%p((t dt+/2ﬂzdt log <pp((2(;;)>+2m.’

on el logaritmees el logaritme real d’'un nombre positiu. Donat gue) = p(2x), el logaritme
val 0 i el lema esh provat. [ )

Amb l'ajut d’aquest lema ja estem disposats per demostrar éles¢deorema qués un dels
fonamentals en la teoria de variable complexa. Diem un disc obert eft.

Teorema 2.9 (Frmula de Cauchy en un disc).Siguif € C(D), f € H(D), llavors per a tota
a € D la sedient brmula de representagiés certa.

fla) = ! Md,z. (2.2)

2wt Jop z — a

Demostradd. Considerem la ségent funco auxiliar

fE)=f(a)  gj
o) = {f 119 size D\ {a}

'(a) Siz = a.

Com quef és holomorfa e i confinua enD, se segueix queés coninua enD i holomorfa en
D\ {a}. Ja hem vist que en aquest cas la integralmia Heg al llarg de la frontera de qualsevol
rectangle contingut e és 0. Per tant com en el teorema 2.6, es veuggégrimitivaG en D.
Pel corolari 2.7 la integral dey al llarg de qualsevol cantancat sex zero. Prenem com a cam
tancat un cercle de radilleugerament ras petit al del disc i de forma quepertanyi a I'interior
del disc vorejat pel camy, com a la figura 2.5. Tenim doncs que

Oerg(z)dz:Lerz: f()dz—me()

zZ—a W Z—a
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En aquest cas si fem tendir— R on R és el radi del dis®, llavors com quef € C(D), tenim

1 1
- (2) dz = lim — (2)
2mi JoD z — a r—R 2T Jy. 2 — a

dz = f(a).

L3

Nota. Aquest teorema I'aplicarem habitualment a funcions holomorfes en unolbert discos
D tals queD C Q. En aquest cas com qué € H(f2) la continuitat enD est garantida
autonaticament.

Aquest teorematmoltes consa@ncies. En primer lloc observem que una farteblomorfa est
completament determinada pels seus valors frontera en un discéTanitn una representaci
explicita de la fundd en termes dels seus valors frontera. D’aquesta manera podem comprovar
que f és regular en l'interior doncs es pot derivar sota signe integrab, gerfet el segent
teorema diu molt rés, una fun@ holomorfa admet desenvolupament eriesde pogncies:

Teorema 2.10.Sigui2 un obert deC i f € H(f2), aleshores en tot disP contingut din2 la
funcio f admet una representatien ®rie de pogncies.

Demostradd. Sigui D = D(a,r) un disc de centre i radi r contingut dins dé&). Llavors per a
totaw € D tenim la Hrmula de representacde Cauchy en el disc:

flw) = = (2) dz.

©2miJop 2 —w
Siw € D(a,r), aleshores

e (I B SR

z—w  z—a z—a o

A més fixatw la convergncia d’aquestaésie és uniforme en{z, |z — a| = r}, donat que
|lw — a| < r. Pertant laérie i la integral commuten i tenim

Fw) =3 ealw —a)",

n=0

on

1 f(2)
=5 /w G e (2.3)

L]

Aquest teoremas el que tanca el cercle doncs jaieav vist que totaérie de podnciesés
holomorfa en el seu domini de convergia. De fet el primer teorema d’Abel (teorema 1.6) i el
gue acabem de provar ens donen eliseq corolari:
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Corolari 2.11. Si f € H(2) aleshoresf € C>(2) i de fet totes les derivade®$rs tamte
holomorfes. Per a tot disP(a,r) C §2 la funcio f admet la representai

Z f”) )z —a)".

Si ara fem un recull global de tot el que hem vist fins ara, ens adonem que hi ha moltes
possibles definicions de les funcions holomorfes i que algunes de les propietats que tenen de fet
les caracteritzen. En resum, fins ara hem demostrat |é&stpequivancies

Proposicid 2.12. Siguif2 un obertdeC i f € C(2), aleshores&n equivalents:
o fEH(N).
e f admet una representarien ®rie de poéncies en tot dis® C 2
e f té primitiva F)p en tot discD C ).
o f€C(Q)i f satish les equacions de Cauchy-Riemman.
e Per a tot rectangle tancak C (2 se satisd [, f(z) dz = 0.
o f€CYQ)idf(a)esC-lineal en tot puntz de .
o f€CY(Q)i fesunaaplicad conforme.
e Per atot discD en() tenim la segent brmula de representagi

1 Sz

2wt Jop z —w

f(w) =

Ara ja estem provigs de molts punts de vista per a abordar I'estudi de les funcions holomor-
fes. Triarem lliurement una o altre defirdca I’hora de provar les seves propietats.

2.3 Propietats elementals

Comencarem pel que habitualment es coneix com principi de contthaaeitica. Aquest
principi ve a dir que una funciholomorfa queda determinada pels valors que pren en un obert per
petit que aquest siguEs, en certa forma, un resultat de “rigidesa” de les funcions holomorfes.
Un cop prefixats els seus valors en un conjunt petit ja no es pot triar lliurement els valors en
d’altres punts, perquja es troben determinats. El primer teorema en aquest 8smitsefjent:

Teorema 2.13. Sigui {2 un domini deC (un obert connex) i siguf € H(2). SiU C 2 és un
obertU # () tal que f(z) = 0, per a totaz € U, aleshoresf = 0 en(Q.
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Demostradd. Com quef és una fun@ C>((2), llavors els conjunts
E,={z€Q; f"(z) =0},

son tancats ef i per tantE = N,,>¢F,, tamke &s un conjunt tancat. Per les bipsis sabem que
U C EipertantE # (). Només cal veure qué& és obert i aleshores per la connectivitat g
sabrem qug = 0 en tot(). Peb sia € (), aleshores existeix un petit dig¢ = D(a, r) tal que
D c Q. En aquest disc, com quec H(S2), f té representadien ®rie de padncies:

f(z) = Z f(")(a)(z —a)", Vze D.

n>0

Sia € E, aleshoreg™ (a) = 0 peratotan > 0i f(z) = 0 peratotaz € D. PertantD C E'i
aixo vol dir queL és obert. s

Aguest teorema encara el podem millorar; si prenem una sugcgssi C 2 amb un punt
d’acumulacd a l'interior def2 de forma quef(a,) = 0, aleshoreg = 0 en tot(2, com prova el
sedlent teorema.

Teorema 2.14.SiQ2 ésundominid€ i f € H(Q2), ambf # 0 en(?, aleshores el conjunt
E={z€Q f(z) =0},
es un conjunt discret en (i.e. cada pungés dllat en(?).

Demostradd. Com quef és una fun@ coninua, aleshores el conjunt de zerosfde/(f) = £

és un conjunt tancat dir3. Siguia € Z(f). Aleshores, en un entotii de a contingut dins
Q, f admet una expressien ®rie de poencies: f(z) = 3,50 (2 — a)”. Com quef no és
identicamen® en U (si ho fos, llavors pel teorema anterifr= 0 en(?), existeix unc, # 0.

Sigui ¢, el primer coeficient que no sigQi Aleshores

o0

f(2)=(z—a)" 3 culz —a)"™ = (z —a)"g(2),

n=~k

ambg(a) = ¢, # 0. Aleshores existeix un altre entovhC U dea de forma quey(z) # 0 per a
totaz € V. Enaquestcag; NV = {a} i per tanta &s un zero #at. L

Un corolari d’aquest resultaés el segent:

Corollari 2.15. Si 2 &s un domini d&C i f, g son dues funcions holomorfes éntals que el
conjunt{z € Q; f(z) = g(z)} té un punt d’'acumulaéiens?, aleshoresf = g en{2.

Demostradd. La prova d’aquest resultat es immediata. N@ncal aplicar el teorema anterior a
la funcidb h = f — g. Aquesta fund té conjunt de zero&(h) no dllat i per tantés icenticament
0 en(l. &
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2.4 Desigualtats de Cauchy

Estudiem ara la relagique tenen les funcions holomorfes i les seves derivades. En gebreral s
d’esperar resultats del tipus que una finest controlada per les seves derivades. El que es
més sorprenerés que en el cas de funcions holomordsscert un resultat en sentit oposat. Si
una funco és acotada, les seves derivades estan acotades en termes de la cota de IMé&sci
concretament tenim les s@gnts desigualtats:

Teorema 2.16 (Desigualtats de Cauchy)Sigui f € H(D(a,r)). Sigui0 < p < r. Si diem
M(p) = sup,_,—, | f(2)|, aleshores

[f™(a)] < nIM(p)p™, sineN.

Demostradd. Per demostrar aquest resultat, utilitzaremdanrfula de representdcie Cauchy
de les funcions holomorfes en un disc. Per a tot purt D(a, p) es satish

flw) = ! /| /(z) dz.

211 z—al=p Z — W

Com quew es troba en l'interior del discz en la frontera, el denominador no s’alaulaleshores
podem derivar sota el signe integral i resulta

n 1 f(2)
fM(w) = 9 /|z—a:p n! (e w) T dz.

Avaluem enw = a i acotem i resulta

o) O < A g -

= 27 Jjz—al=p |z — a|**! 21 prtl "

L]

D’aquest teorema obtenim com a cornigauria el teorema de Liouville que diu que l@sques
funcions enteres acotadegmdes constants.

Teorema 2.17 (Liouville). Sigui f € H(C). Si f és acotada, aleshoreisés constant.

Demostradd. Com quef és holomorfa ei), en un entorn de I'origen es pot representar com a
serie de paencies (de fet lagyie sea convergent taf):

f(z) = i 2",
n=0

Com abans diem/(p) = sup,_, |f(2)|. Per hiptesiM(p) < M. Si ara apliquem les desi-
gualtats de Cauchy:

f(”)(O)‘ < Mp)

M
< —,
n! - pn

" p
Comp el podem agafar arbariament gran, veiem que per ateta 1, |c,| < ¢, per atota > 0.

Es a dir en un entorn de l'origef(z) = ¢, = f(0). La funcid constant, i f coincideixen en un
entorn de) i per tant pel principi de continuazi&naltica coincideixen en tat. &

ol :\
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Un corolari del teorema de Liouvillés el teorema fonamental dalyebra.

Corollari 2.18 (Teorema fonamental de IAIgebra). Sigui
P(z)=ap+a1z+ -+ a,z"

un polinomi de graw > 1. AleshoresP té un zero.

Demostradd. Raonarem per redudca I'absurd. Suposem quéno t zeros. Podem definir la
funcié holomorfaf(z) = 1/P(z). Com que suposem que no % zeros, aleshoret € H(C).

A més com queP(z) — oo Si z — oo, aleshores(z) — 0 si z — oo. Aix0 implica quef és
acotada. Pel teorema de Liouvillg gs constant. Aia és contradictori, doncB no és constant.
En aquesta demostrédi Gnic punt delicat es veure qu&z) — oo Si z — oo, peld aixo és clar
doncs quan — oo:

P(z) ap ay

= —+ _l—i-..._i_an_)an'

Al FAM "

Per tantP(z) i 2™ &s comporten igual quanés molt gran. [ 3

Aquest cordiri diu que tot polinomiP pren qualsevol valodé, doncs el podem aplicar al poli-
nomi @ = P — a. El mateix resultat n@s veritat per funcions enteres en lloc de polinomis. Per
exemple la fund e* és entera i no pren el valomai. Es cert, ped no ho demostrarem, que tota
funcid entera pren tots els valors excepte potser un (teorema de Picard).

2.5 Principi del maxim

A continuacb estudiarem un fenomen que presenten les funcions holomorfes @edatara
més general, les funcions habmiques tamé ho presenten i fins i tot les subhamiques). Es
tracta d’estimar el valor de la fur&ien I'interior d’'un obert en termes del que val la fumein

la frontera. Ja es veu que el teorema de represéntieciCauchy pot ajudar a resoldre aquest
problema doncs expressa la fum@n l'interior en termes del que val a la frontera. En aquest
moment ens interessem per un problen@sriight”. Només ens interessa comparar la mida de
la funcio a I'interior i a la frontera.

Teorema 2.19 (Principi del maxim). Sigui€2 un dominideCi f € H(2). Siguia € Q un punt
on f pren el ndxim, es a dir| f (a)| = supq, | f|. Aleshoresf &és constant.

Demostradd. En primer lloc, demostrarem una igualtat géeritees de per si. Es tracta de la
propietat de la mitjana per a funcions holomorfes. Sigdai H(2) i D(a,r) D . Llavors

1

" or

f(a) /027r fla+re™)dt.
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En efecte ain €s una conségncia de ladrmula de Cauchy per discos, doncs si parametritzem
la vora del discD(a, r) perw(t) = a + re', ambt € [0, 27], aleshores:

fla) = 1/@( O /()27rf(a+re”) dt.

N 271 ar) W —Qa N %
Si ara en la igualtat de la mitjana prenemduls, resulta

1

F@I < 5 [ U@ ret)de < suplfl = |f(a)l

Per tant totes les desigualtatsisgualtats. La darrera desigualés una igualtat si, i noés si,
|f(2)] = supgq | f], per atotae € dD(a,r). Pertant sif(a)| = sup, | f| aleshoresf| = | f(a)|
en tot un entorn de. Per tant el conjuntl = {z € Q/ |f| = sup |f|} &s tancat i obert ef.
Com queA # (), llavors A = Q. Per tant f| = ct. i aleshores = ct. ' 3

Corollari 2.20. Sif € C(2) N H(2) i 2 és compacte, llavors
sup | f| = sup | f].
Q o0

Demostradd. Com que| f| € C(Q2) aleshoresf| assoleix el seu axim enS) i a méssupy, | f| >
supyq | f|. Per una altra part, pel teorema 2.19, el suprem no es pot assolir en l'interior, es a dir,
s’assoleix en la frontera. Aleshores,

sup | f| < sup |f[ = sup|[f].
Q Q o0

L3

De la mateixa manera que ebwxim del nodul d’'una funcd holomorfa s’assoleix en la frontera,
el seu ninim tamke, a menys que la funicivalguio en algun punt de I'interior, com diu el Siégnt
teorema.

Teorema 2.21 (Principi del ninim). Sigui€2 un domini deC itenim f € H(Q2) tal que f(z) #
0 per atotaz € 2. Siguia € 2 un punt onf pren el ninim, es a dir| f(a)| = infq | f|. Aleshores
f és constant.

Demostradd. La demostrad és immediata. Noés cal consideray(z) = 1/f(z). Com quef
noés ma, llavorsg € H(2). Sia &s un ninim def, llavorsa és un naxim deg i per tant podem
aplicar el principi del raxim i concloure que és constant. En aquest caAgs constant &

Aquest principi del imim té taml& el seu corresponent colarii que es demostra com I'anterior.

Corollari 2.22. Sif € C(2) N H(Q) ambf(z) # 0 per atotaz € Qi 2 és compacte, llavors

inf|f] = inf |1
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2.6 Teorema de 'aplicacd oberta

L'objectiu que tenim aras provar el sdignt fet: una aplicadi holomorfa no constarés una
aplicacb obertagés a dir, envia oberts a oberts. Observem que aquest fet implica en particular el
principi del maxim doncs no permet que el suprem deéldul d’'una funcd holomorfa s’assoleixi

en un punt de linterior. Si en un punatec 2 es pren el raxim de|f| aleshores un petit disc
D(a,r) est contingut ding2. Si és aix, pel teorema de I'aplicagioberta, que encara no hem
demostrat,f(D(a,r)) &s un obert que coatf(a) i per tant hi ha tot un petit dis®(f(a), o)

entorn def(a) que esk contingut dins de la imatg&?). Es a dir,|f(a)| no és el suprem de

£ ()]

Per demostrar aquest resultat, necessitem un parell de lemes que tenereaiindegendent.

Lema 2.23 (Exisencia local del logaritme). SiguiD C Cundiscif € H(D)ambf(z) # 0
peratotz € D. Aleshores existeix una fuiech € H(D) (no Unica) tal queexph = f i
h' = f'/f. Es natural dir-lih = log f.

Demostradd. La no unicitatées clara doncs si tenim una fuadi amb aquestes propietats, ales-
hores per qualsevdl € Z, h + 2kni &s una altre solueéi Per demostrar I'exigéhcia, prenem
la funcid f'(z)/f(z). Aquesta fund és holomorfa en el disc, pergy no t& zeros. Per tant
existeix una primitivay € H(D) ambg’ = f'/f. Per tant si calculem

d _ ol _f, o
e exp(—g) = f'exp(—g) + fexp(—g) 7 0.

Llavors, f = Cexp g. Prenemh(z) = g(z) + a, ona I'escollim de forma que® = C. En aquest
cash satist les propietats desitjades. s

Sota les mateixes hipesis, per a totv € C existeix una fund@ g tal queg® = f. Senzilla-
ment, preneny = exp(h/a).
La sedjlent proposi@ és la variant holomorfa del teorema de la funiciversa.

Proposicid 2.24. Suposem qué¢ € H(Q2) i f'(a) # 0 per a algunaa € 2. Aleshores existeixen
entorns obertd” i W dea i f(a) respectivament, i una € H(W), de forma quef (V') = W, f
és injectivaer i g(f(z)) = z peratotaz € V.

Demostradd. Sigui f = u + iv. Ara, com que

Uy Uy
Uy Uy

0 #[f' ()] =uz(a) +vi(a) =

)

pel teorema de la fungiinversa real, existeixen conjunts obeWsV i g € C'(W) tal que
g(f(2)) = z peratotae € V. Per la proposid@ 1.9 sabem queés holomorfaiarasg'(f(z)) =

1/f(2). &

Ja estem pcticament en condicions de demostrar el teorema de 'apdicdsrta. Cal, abans,
definir quinés I'ordre d’'un zero d’'una funaiholomorfa.
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Definici6. Sigui f € H(2), ambf # 0. Sia € Q tal que f(a) = 0, llavors f admet un
desenvolupament eege de patncies entorn de de la forma

f(z) = i cn(z —a)® ambeg # 0.
n=k

En aquest cas es diu giigé ena unzero d’ordrek.

Fixem-nos que en aquest cCA®s pot escriure en un entorn dele la formaf(z) = (z —
a)*g(z), ambg(a) # 0, senzillament prenent comga= 3",,~; cn(z — a)" .

Considerem inicialment el cas particular en que l'aplié&s r,,(z) = 2™, ambm > 0.
Volem veure que per a tot obéit 7, (€2) és obert. Sb € ,,(2), aleshore$ &s un punt interior
der,,(Q2). En efecte, en aquest caise Qi tenim {|w| < ™} C m,({|z| < r}) C 7 () per
algunr > 0. Per qualsevol altre € 7,,(Q2) tal quew # 0, w és interior pel teorema holomorf
de la funco inversa. Per unf qualsevol, el teorema de I'aplicécbberta es segueix del semt:

Teorema 2.25. Suposem qu@ C C és un domini if € H(2) no és constant. Siguh I'ordre
del zero d€ f(z) — f(z0)) enz = zy € Q. Aleshores existeix un entobnde z, unag € H(V)
iunr > 0tal que

o f(2) = f(z0) + (¢(2))™, peratotaz € V.
e ¢(z) A0entotpuntz € Vig:V — {|z| < r} &s una bijecd.

Demostradd. Prenem un dis® C €2 de centrey, i de radi prou petit de forma quiz) # f(zo)
siz € D\ {z} (aquest disc sempre existeix, doncs els zeros de funcions holomanfaliats).
Podem escriurg(z) — f(z0) = (2 — 20)™g(2) per atotaz € D i ambg(z) # 0 en cap punt
del disc. Gacies a I'exigncia local del logaritme (lema 2.23), sabem que hi ha unadunci
h € H(D)ambh™ = g.

Prenemy(z) = (z — z0)h(2) i ja hem demostrat la primera assérdel teorema. La segona
és tamk certa, donce’(zy) # 01 ¢(z9) = 0i podem aplicar el teorema de la fubdnversa. &

Veiem finalment el teorema que ¥@in demostrar

Teorema 2.26.Sigui{2 C C un dominiif € H(€2) una funcd no constant, aleshore§(2) és
obert.

Demostradd. Segons el teorema que acabem de provar per ajdatal?, podem escriurg —
f(z0) = mm(¢) enz € V. Pertantf és una aplicabim al deV\{z } a{0 < |w—f(z0)| < r™}.
En particular,f(z) &s un punt interior d¢(€2). &



Capitol 3

Propietats Globals

En aquest capitol veurem propietats globals de les funcions holomorfes. Estudiarem
el vincle entre les funcions holomorfes i la topologia del domini on estan definides. La
variant global del teorema de Cauchy és el que fa de lligam entre aquests dos elements.
Veiem que per estendre el teorema de Cauchy al maxim hem de estudiar els camins
homologes que és un concepte topolbgic. Veurem també diverses aplicacions del teo-
rema de Cauchy, com el teorema dels residus que permet calcular amb facilitat moltes
integrals o el principi de I'argument i el teorema de Rouche que controlen els zeros
de les funcions holomorfes. També veurem com son les singularitats aillades de les
funcions holomorfes i estudiarem els desenvolupaments en série entorn d’una singula-
ritat. Per acabar el capitol tornem a lligar la teoria de funcions i la topologia mitjancant
diverses caracteritzacions dels dominis simplement connexos.

3.1 Indexihomologia

Hem vist que per a tota furciholomorfa en un dis®, la integral al llarg de tot camtancat

val 0. Volem estendre aquest resultat &xim i donat un oberf identificar els camins al llarg

dels quals la integral de tota fuddnolomorfa er) val 0. Per a fer ai& necessitem introduir el
concepte dhdex d’'una corba tancada respecte d’un punt. Comencem per un cas molt simple. Ja
hem vist que sI' = 9D orientat positivament,

1/ d¢ )1 size D, (formula de Cauchy)
2miJr(—z |0 siz¢ D, (teorema de Cauchy)

D’aquesta forma si integrem la funﬂx:im(lfz) al llarg de la frontera del disc el resultes el
numero de voltes que dona la corba entorn del puodem intentar estendre aquest concepte
a corbes tancades arbitraries i fins i tot a una “suma de corbes” que iimradtontinuad.

Definicio. Si vi,7s, ... ,7, son corbesC! a trossos orientades €y definim la suma formal
I'=miyi+...+m,v,., onm; € Z, ili diem unacadena

29
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Dues cadeneb; i I'; es poden sumar i el resultas un altre cadena qué tom a suma
formal de corbes la suma de les anteriors. De la mateixa forma que es pot definir la integral
de linia d’'una funod al llarg d’'una corba, podem definir la integral d’'una funal llarg d’'una
cadend’ = myvy; + - - - + m,, de la segent manera

/Ff(z)dz = gmi/%f(z)dz

En el cas particular que una cadena sigui una suma formal de corbes tancades, aleshores es diu
uncicle.
Considerem un cicl€ i un puntz ¢ T.

Definicid. Es diuindexdel cicleI" respecte del punt (0 numero de rotadidel respecte:) a
la quantitat:

1 od
n(F,z)—Qm,/FC_Z.

Ja hem vist que en el cas glle= 0D, aleshores(I', z) valial 0 0 segons sl’ envoltava: o
no. Anem a veure mitjancant uns lemes que aquesta idatvatdel comportament deitidex
s’esén a cicles ras complicats.

Lema 3.1. Siguiv : [0,1] — C una corba tancada, ampC' i a € C un punt que no pertany a
la imatge dey. Aleshores

1 d ,
n(y,a) = —/ °_ ésenter
2t Jy z —a

Demostradd. Considerem la ségent funcd auxiliar,

g(t) = /ty’(s)d&

0o v(s)—a

Aquesta funad@ satishg(0) = 01 g(1) = n(v, a)2mi. Si calculem la derivada, resulta

/
t
gt) = »y(vt)(—) oo per atota) <t < 1.
Amb aquest alcul veiem doncs que
d _ _ _
e O((t) = a) = Oy (1) — g (eI (1) — a) =

/

:fﬁﬁ—wiaw—aDZO

Per tante 9™ (vy(t) — a) = c. Siavaluemen = 0ient = 1, resultac 9 (y(0) — a) =
e 9W(y(1) — a). Com quey és tancada, llavorg(0) = ~(1) i per tante 9() = 1, es a dir
g(1) = 2rki per algun entek com voiem veure. &
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Nota. Es un petit exercici comprovar que la demostiags pot estendre al cas de corifésa
trossos. Encara @s interessaréis observar que enlloc de corbes tancades podem prendre cicles
i el resultat es mastcert, doncs S = myy; + - - - + my, Yy, llavors

n(l,a) =min(y,a) + -+ + mpn(yn, a).

Si tots elsindexs sobre corbe$s enters, com que:; tamke Dn enteres, llavorsihdex d’'un
cicle tamle és enter.

Un altre lema que explica coss I'index d’un cicle respecte d’un puas el segent:

Lema 3.2. SiT" és un cicle, aleshores(I", z) &s constant en les components@eg I' i a més
n(I', z) = 0 en la component no acotada.

Demostradd. Siguif2 una de les components @8 I, prenenm: € (). Com que: ¢ I, aleshores
n(l, z) € H(). Comprovarem que’(I", z) = 0. Si escrivim el que val,

/ 1 dg
n(F,z)—zm,/%(C_z)z.

Ara be, lafunad f(¢) = 1/(¢ — z)? és una fund holomorfa en la variablé en un entorn obert
U(T") del cicleT" i té primitiva holomorfa—1/({ — z). Per tant la integral al llarg de tot cam
tancat dind/(I") de f val zero. En particulan’(T", z) = 0.

Tamle es pot demostraa€ilment veient que (T, z) és una fund coninua quan: € Qi
que pren valors enters pel lema previ, per &stonstant.

Veiem finalment que:(T', z) = 0 en la component no acotada. Com dueés acotada,
I' € B(0, R). Per tant si prenem — oo,

1 |d¢| _larg(y) 1
iy S a_ S 07
Iy, 2)l 27 Jy; |C — 2| 2r |z| - R -
on ~; és qualsevol de les corbes que forinaCom que lindexn(~;, z) tendeix cap & i és
constant, vol dir qués0 en tota la component. ' 3

A continuacd donem una interpretazintuitiva del quees I'index. Cal recalcar que en aquest
punt no serem rigorosos. Sigyiuna corbaC! tancada parametritzada per. [0,1] — C. En
aquest cas si ¢ v, calculem lindexn(v, z).

Lot Y@
n(vy,z) = %/0 ey _Zdt.

Aquestadltima integral estem temptats de calcular-la mitjancantoehgut d’una primitiva i
resultaria

n(7,2) = 5 (Tog(r(1) — 2) ~ log(r(0) ~ 2)) =

_ ;m(]og 17(1) — z| — log |(0) — 2|) +
+ zlﬂ(arg(v(l) —2) —arg((0) - 2)).
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Com quey(1) = 7(0), aleshore$og |y(1) — z| = log|y(0) — z| pemw 'argument en un extrem i
en l'altre noés el mateix doncs si el carfa una volta entorn del punt, 'argument s’incrementa
en2r, es a dir, que Ihdex de fet compta el nombre de voltes que elicdoma entorn del punt
tenint en compte el sentit de gir.

El nostre objectiu es estendre ahrim possible el teorema de Cauchy. Ho farem en la
seglent direcad. Considerem un obeft del pla. Ens preguntem per quins ciclesontinguts
dins( es satish que la integral al llarg dE de qualsevol fun& holomorfa erf2 €s0. La nocb
correcta que respon a aquesteestd és la segent.

Definicio. Diem que un cicld" C €2 éshondlega0 dins(2, si per a tot punt € C\ ) es satish
n(I', z) = 0. En aquest cas direin ~ 0. De la mateixa forma es diu que dos ciclgsi I'; son
homolegs(I'; ~ I';) enQ sily — I'; €s honoleg a 0.

Aquesta defini@ s’ha de comparar amb la defircile camins howtops. Recordem que
dos caminsy; i 2 en {2 sbn hondtops 1 =~ ) si existeix una fund@ coninua F(t,z) :
[0,1] x [0,1] — 2 de forma queF'(0,z) = v (x) | F(1,z) = v2(z). Nosaltres per convesmcia
demanarem que per a to¢ls caming’' (¢, x) siguin derivables en la variablec [0, 1] i F. (¢, z)
sigui contnua en0, 1] x [0, 1]. Podem enunciar el ségnt:

Proposicio 3.3. Siguif2 un obert deC. Siv, i 7; son dos camins tancats éhi v, ~ v, en{,
aleshoresy, ~ ~; en.

Demostradd. Hem de veure que, — v ~ 0 Siy =~ ;. Només cal veure que(yy, z) =
n(y1, z) per atotaz ¢ Q. Peb com quey, ~ 7, aleshores existeix una fuldct’ coninua en
[0,1] x [0,1] de forma queyy(z) = F(0,z) i y1(x) = F(1,z). Definim la fanilia de caminsy,
com~y(x) = F(t,z). Tots els camins; estan dins d€., de forma que si fixem un ¢ 2, podem
definir I'index

1 /v Fu(t,x)
[y
n(%:2) 270 /0 F(t,z) — = ’

Com que aquesta furicés una fun@ coninua ent € [0, 1] i al mateix temps pren valors enters,
aleshoregs constant. En particulag~, z) = n(v1, 2). &

Nota. Observem que a l'inr@s aidd noés cert. Existeixen caminshomolegs a) que no én
homotops a0. Considerem el domirf = C \ {A U B} i v com en la figura 3.1. El camy

és trivialment hordleg a0 i intuitivamentés clar que no es pot deformar difisfins al can
constant.

3.2 Teorema de Cauchy

Amb aquesta definidija podem establir el teorema de Cauchy global.
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Figura 3.1: Carlry honpleg a 0

Teorema 3.4 (Cauchy).Sigui2 un obertdeC i f € H(2). Siguil" un cicle en2 hondleg a0.

Aleshores
dz =
[ #)dz

Abans de passar a la demostéadiaquest teorema enunciem un lema cqaiéntees per si
mateix i que utilitzarem en diverses ocasions.

Lema 3.5 (Cauchy-Pompeiu).Si f € C*(D) i z € D aleshores si diendm a la mesura de
Lebesgue en el disp,

1 SO of . dm(C)
f(z)_Qm'/aDC—de /D(%«)C 2.

Demostradd. Fixem unz € D i prenem ure > 0 prou petit de forma qué(z,e) C D. Si
apliquem el teorema de Stokes a la forg@)d¢ = f(¢)/(¢—z)d¢ eneldomini). = D\ D(z,¢)
(un domini ong és de classé!(C)) resulta

[ o ndc= [ o

Com qued( A d¢ = 2idady i % <> a%(C)g%’ llavors tenim

/BDCf(—ozdc /|z =’ _2/

En aquesta darrera igualtat fem tendir> 0. Veiem quinés el Imlt de cada terme.
2m et
/ f(C d¢ = / LE)EZ@” dt — 2mif(z).
(2= ( — 2 cett

Per una altra part, com qué¢ (¢ — z) és integrable respecte a la mesura de Lebesgue en el disc
¢ € D(z,¢), llavors:

roOf . dm(Q) of . dm(C)
2z/958§<<><_z — 2 m(o—C -
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Per tant en elinit la igualtat es converteix en

/8 SO ge Zomif() = 2i

D(— =z

of
p OC

dm(¢)
(=2’

com volem veure. &

(€)

Nota. Observem gque si la funtif &s holomorfa, aleshores larmula de Cauchy-Pompeiu es
redueix a ladrmula de Cauchy en el disc, don%s(g) =0.

Aquest lemaé un corolari queés el que utilitzarem en la demosti@ciel teorema de Cauchy
global.

Corolari 3.6. Si f és una fund de class€!(C) a suport compacte, aleshores
dm(¢)
(-2

Demostradd. En efecte, nors cal aplicar laGrmula de Cauchy-Pompeiu en un diB¢0, R)
gue contingui el suport dé& El primer terme de ladrmula no apareix doncs&ie 0D, aleshores

f(¢) =0. &

Passem ara a la demostfadel teorema de Cauchy global.

1 Of
7 Jeoc

f(z) = ()

Demostradd. Sigui H la unid del i del suport de la fun@in(I, z). Com quen(I',z) = 0enla
component no acotada @&\ I" es despen queH és un compacte. A &s en cada component de
C\ I' que interseca el complement @d’ index val0 pergwe suposem quE ~ 0 enf2. Aixo vol
dir que H és un compacte dins d& Sigui¢ una funcd C*> a suport compacte dins dei que

a mes valguil en un entorn obert del compadte Aleshores per a totac H podem aplicar el
corollari anterior a la fun® ¢(z) f(z). Tenim

—L[99
7 Jc OC

f(©)
(—=z

VzeH,  f(z) =¢(2)f(2) = () dm(¢).

En particular, com que tot punte I' pertany aH, tenim

le/rf(z)dz :21m/F <_7T1 Ciff(é)g(_cldm(é“)> dz =
- [ 25050 (5 [ ) amio) -

10¢
- /. 3¢ QI On(T. ) dm(©).

En aquesta darrera integral(sie H, aleshoreﬁ%(g) = 0 doncs¢ és constant en un entorn

obertdeH i si ¢ ¢ H, aleshoresi(I',() = 0 doncs el suport de(I', () esh enH. Per tant la
integralés0 com voiem demostrar. &
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Aquest teoremagtun parell de corddris que veiem a continuaci

Corollari 3.7. Si©2ésunobertd€ i I'; i1, son dos cicles howlegs en?, aleshores per a tota
funcido holomorfaf € H(2) se satish

/Fl fe)dz= [ f(z)dz.

Demostradd. La demostrad es fa prenent el ciclE = I'y — I'y i aplicant en ell el teorema de
Cauchy que acabem de demostrar. ')

Corollari 3.8. Si{2 &s un obert deC i I' és un cicle erf2, ambI" ~ 0, aleshores per a tota
f € H(Q) iperatotaz € Q) se satish la formula de Cauchy

f©)
(—z

Demostradd. La demostrad@ d’aquest cordéri és la mateixa que la de larfmula de Cauchy
local. Donadaf € H(2) i z € Q definim la funcd auxiliar

H-IC) oy £,
glw) = {f’(z) siw =z

n(T, 2)f(2) = le/r dc.

Aguesta fund g és coninua en tot2 i holomorfa en2 \ {z}. En aquest cas la furicés de fet
holomorfa en tot el domiri2 com en la demostratidel teorema 2.9 i per tant podem aplicar el
teorema de Cauchgs a dir,

/Ff(QU)_f(z)dw:/rg(w)dwzo

w—z

Per tant

3.3 Singularitats dllades d’'una funcié holomorfa

A continuaco estudiarem com es pot comportar una fantgue sigui holomorfa en un domini
Q\ {ay,as,...}ona, s una successde punts que netpunts d’acumuladien2. Farem un
estudi local i suposem que les singularitdis sillades. Podem prendre per a cada singularitat
a un discD = D(a,¢) de radi prou petit de forma quB C Qi D no contingui cap ras
singularitat. Per tant restringiria aquest disc i estudiem corarsles funcions holomorfes en
un disc menys el centre. El comportament que pot preséridarel segent:
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e El limit lim,_, f(z) existeix i valL € C. En aquest cas es diu que la singularéat
evitable

e Ellimitlim,_, f(z) ésoo. En aquest cas es diu qyi¢é unpol ena.

e Ellimitlim, ., f(z) no existeix. En aquesitim cas diem qu¢ té una singularitatssen-
cial ena.

En el primer cas, ja hem vist en el teorema 2.9 que la tufi@s pot estendre a una fuadiolo-
morfa a tot el disd), senzillament donant el valdra f(a). Per tangs aquesta una singularitat
ficticia i que no ens farnosa.

En el segon cas, la furif no s’anula en un entorn de doncs elimit ésoco. Per tant existeix
und > 0 encara ras petit que de forma que em(a, d), f no & zeros. Reduirem 'estudi del
comportament d¢ a aquest disc encaraés petit que, abusant de la notadiornarem a diD.
Considerem la funéig definida enD\ {a} comg(z) = 1/ f(z). Aquesta fund és holomorfa en
tot el disc menys potser en l'origen. Béim, ., g(z) = 0. Per tanty presenta una singularitat
evitable eru. Si estenem la definigideg a tot el disc prenent(a) = 0, aleshoreg és holomorfa
en el disc i s’andh en el centréinicament. Com varem veure en la demosétraa la proposid
2.24, podem escriurgcomy(z) = (z — a)"h(z) per atotaz € D ambh(z) # 0 en tot punt de
D. A n se lideial'ordre del zero dgena. Per tant sidient (z) = 1/h(z), aleshores per a tota
ze D\ {a}tenimf(z) = H(z)/(z —a)",onH € H(D) i H(a) # 0. An selidiul'ordre del
pol de f ena. Fixem-nos que una funtiholomorfa queé limit co quanz — a només pot anar
cap aco com linvers d’una patncia entera de la distcia aa. No pot céixer com|z — a| =1/
per exemple.

En I'Gltim cas, el comportament d’'una fuddnolomorfa entorn del punt €s molt salvatge
com posa en eviehcia la se@ent proposid@:

Proposicio 3.9 (Weierstrass).Una funcb holomorfa esdéyvarbitrariament poxima a qualse-
vol valor complex en tot entorn d’una singularitat essencial

L'enunciat diu que la imatge pégrde tot entorn de per petit que aquest sigas dens eft.

Demostradd. En cas que no fos cert, existiria un numero comgbiekun 6 > 0 de forma que
|f(2) — B| > 0 per a totaz en un entorn de. En particular

Zz—Q
lim ——— = 0.
=4 f(:) - B
Es a dir, que la funéig(z) = fé;j‘B té una singularitat evitable en En un discD entorn del

punta podem doncs escriure
zZ—a .
fz)-B
on H és holomorfae i H(a) # 0. Per tant,
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Per tant, sn > 1 f té un pol emu i sin = 1 llavors la singularitat es evitable. En qualsevol cas
no pot ser essencial. [

Nota. Fixem-nos en que si una furbcés holomorfa en I'entorn d’'un pumti &€s acotada en un
entorn d’aquest punt, aleshores la singularitat no pot ser un pdl,taepoc pot ser essencial
perqgte si la funco és acotada, aleshores la imatge no pot ser densaEnAdt 0 ens indica que
en la definiod de singularitat evitable poeim rebaixar la condioi Si la funcb és acotada en un
entorn dexz automaticamenté limit ena i es pot estendre a una fubdiolomorfa.

Amb la nocb de singularitat@élada nes entesa, podem formular la &egt definicd:

Definicid. Una funcd f definida en un obet® C C a valors complexos (eventualmexi) es
diu queésmeromorfaen(2 si és holomorfa en tdR tret d'una succes8ide singularitatsilades
{a,} i totes les singularitatss de tipus pol.

Un exemple fpic de funcd meromorfaés el sefjent: prenem dues funcions holomorfes
f.g € H(Q) de forma quegy # 0. En aquest cas la furiif /g té pols en els zeros de
qgue no es candah amb els def. En particular én dllats com es demana en la defidide
funci6 meromorfa doncs com ja hem vist els zeros de les funcions holomorfes no s’acumulen en
l'interior de (2.

3.4 Teorema dels residus

Passem a estudiar ara la integral de funcions holomorfes al llarg de camins que envolten alguna
singularitat def. Sigui f una funcd holomorfa en un oberf® tret de singularitatsiades.

Sigui a una d’aquestes singularitats (no evitable) fdJeamb D = D(a,d) C Qi tal que D

no contingui cap altra singularitat. Si prenérhuna circumfeencia qualsevol centrada en
orientada positivament i continguda £n podem definir el péode P de f ena com

P = /Cf(z) dz.

Fixem-nos en que gcies al teorema de Cauchy el jpele esh ben definit, es a dir, no dep de
guina circumfeenciaC dins D triem. En efecte si prenem dos circunéfacies”; i C, centrades
ena dins D, aleshore®’; ~ C, enQ2\ {a} i per tant &n honvlegs i la integral d¢ al llarg de
qualsevol d’elle€s la mateixa. En particular la fuldci/(z — a) té pefode2ri en el punta. Per
tant si prenenk = P/(2xi) aleshores la fundif — R/(z — a) té pefode0. A la constant
que fa que la funé f — R/(z — a) tingui pefiode0 se li diu elresidude f ena. Una altre forma
d’expressar el mateig&s la segent:

Definici6. El residu def en una singularitatibadaa és I'inic nombre compleX que fa que
R

zZ—Q

f(z) =

tingui una funcd primitiva en I'obert0 < |z — a| < 0. Al residu def ena el denotem per
Res,—, f.
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Nota. Fixem-nos que gj(z) = f(z) — R/(z —a) té pefode0, aleshores la integral al llarg de tot
cami tancat en la corona valdo, i per tant podrem definir sense problemes la famimitiva
en la corona.

El calcul del residu, quan la funité un polés senzill. Per exemple gité un pol d’ordre
m en0, aleshores(z) = h(z)/z™, onh &s holomorfa a I'origen k(0) # 0. En aquest cas, si
desenvolupem en rie de Taylor entorn de I'origen resulta

1 oo o0
f(z)=— Z apz" = Z bp2".
2 n=0 n=—m
Podem comprovailment quef(z) — b_; /2 s una fund@ amb primitiva i per tant el residu de
f en0eésb_,. El cas de singularitats essenciassnes dificil. Ara ja podem enunciar el teorema
dels residus.

Teorema 3.10. Sigui f una funcd holomorfa en un oberf tret de singularitats dladesa;.
SiguiI’ un cicle tal quel’ ~ 0 en€2 i que no passa per cap de les singularitats Aleshores

1

5 /F f(z)dz = %:n(F, aj) Res.—q; f(2).
Demostradd. Sabem que(I', z) = 0 en la component no acotada@g I', per tant el suport de
n(I', z) unid I' és un compacte contingut €n Només hi ha una quantitat finita de singularitats
ay,...,a, dela funco f que pertanyin al compacte. Sigdi = Q \ {an41,0n42,...}. La
funcio f és holomorfa e’ menys en les singularitats, ... ,a, i a méesI' ~ 0 en¢) doncs
n(l',a;) = 0 si¢ > n. Per tant podem suposar d’entrada que el numero de singularitats inicial
és finit (canviant eventualmef per Q?’). En aquest cas considerem per a cada singularitat
un petit discD; centrat eru; contingut ding?’ i tal que no contingui cap altra singularitat. Ara
ens fixem en el cam” = n(I",a;)0D; + - -- + n(I', a,)0D,,, on les fronteres dels discoD);
estan orientades positivament. Bsif veure qud’ ~ I" en’ \ {a4, ... ,a,}, doncs per a tot
puntz ¢ ' es compleix que (T, z) = n(I”,z) = 0i per a tot punt, ... , a, €s compleix que
n(I",a;) = n(T,a;) degut a com hem definit’. Per tant com qu¢ € H(Y' \ {ai,... ,a,})
aleshores pel teorema de Cauchy

1 1
Tm/rf(Z)dZ— Tm/rlf(/?f)dz—
=n(l",a1)Res,—q, f+ - +n(l,a,) Res,—,, f.

&

Veiem que un cas particular del teorema dels resetuka brmula de Cauchy, doncs si tenim
una funcd holomorfah € H(2) i I un cicle en(?, aleshores aplicant el teorema dels residus a
f(z) = "2 amba € Q resulta quéRes.—, f = h(a) i per tant

zZ—a

1 /F h(z) =n(I',a)Res.—, f = n([,a)h(a).

2miJr 2z —a
Un parell de cordaris d’aquest resultat tenen molta imgortia en les aplicacions. Uss el
principi de 'argument.
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Teorema 3.11 (Principi de I'argument). Si f €s meromorfa ef2 amb zeros:; i pols b, ales-
hores donat un ciclé' contingut ert2, I' ~ 0, i que no passa per cap; 0 by,

g | = ) = )

Z) j k

La suma ernu; i en b, estan comptades amb multiplicitat. Es a dir cada zero apareix repetit
tantes vegades com ordre tingui el zero i de formalaga amb els pols.

Observem que el primer terme de la igualéatiba interpretadigeongtrica doncs

/
')
f(z)

Per tant, una possible interpretageongtrica del principi de I'argumerés que el nombre de

voltes entorn de I'origen que fa la imatge d’una corba tancada mesura el nombre de zeros menys
el nombre de pols que envolta la corba.

n(f(),0) = 5 [

Demostradd. Prenem un zera de f d’ordreh. Anem a calcular el residu dé€/f ena. Si f té

un zero d’ordreh, f es pot escriure en un entorn dele la formaf(z) = (z — a)"g(z) ong és
holomorfa en un entorn dei g(a) # 0. En aquest cag'(z) = h(z —a)" 1g(2) + (z —a)"qg'(2).
Pertant/’/f = h/(z—a)+¢'(2)/g(z). Sicalculem el residu em Res._, f'/f = h. Sien canvi

f té un pol d’ordréh ena, aleshoreg = (z—a)"g(z) ong &€s com abans holomorfa en un entorn
deaig(a) # 0. Pertant en aquest cas en un entorn,dé(z)/f(2) = —h/(z—a)+¢'(2)/g9(2).

Es a dirRes.—, f'/f = —h. Per tant si apliguem el teorema del residu a la farf¢i f i al cicle

" obtenim el resultat desitjat. ' )

Com a conseiggncia del principi de 'argument, es demostra elisad corolari que es coneix
com a teorema de Rouche i que com veugsmimolt pactic a I'hora de calcular el nombre de
zeros de funcions arisifjues.

Corolari 3.12 (Teorema de Rouche).SiT" ~ 0 en i el can és tal quen(I',z) = 00
n(l',z) = 1 peratotz € Qtal quez ¢ T, aleshores per a qualsevgl g € H(2) amb
|f(2) —g(2)| < |f(z)|enz € T', es compleix qu¢ i g tenen el mateix numero de zeros encer-
clats perT".

En 'enunciat del teorema de Rouche s&ngue la reg que encercl&' son els punts dé€
tals quen(T', z) = 1.

Demostradd. De la desigualtatf (z) — g(z)| < |f(z)| ja podem deduir que rfi ni g tenen zeros
enl’. Amés|g(z)/f(z) — 1| < 1 enl i per tant si considerem la furicmeromorfal’ = g/ f
resulta que la imatgé'(I") de I" per F' es troba continguda dins del disc de ceritrieradi 1.
Llavorsn(F(I'),0) = 0. Si apliguem el principi de I'argument &, tenim queF' té tants pols
com zeros encerclats per Ara be els pols dé’ venen dels zeros déi els zeros d&' dels zeros
deg ijatenim el que vdem veure. )
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3.5 Dominis simplement connexos

En el disc, I'aplicadd del teorema de Cauchy o del teorema dels regdymarticularment simple,
doncs tot cicle contingut el &s autoraticament horaleg a0. Veiem com én els dominis que
tenen aquesta propietat.

Definicio. Diem que un domini) éssimplement connegi C> \ 2 té unalnica component
connexa.

La sedlent proposi@ ens indica que aquests dominis tenen les mateixes propietats que tenen
els discos. De fet, s endavant, amb el teorema de Riemann entendrem elepdtaguesta
analogia.

Proposicio 3.13. Sigui2 ¢ C un domini. $n equivalents:
1. Q és simplement connex.
2. Peratotaf € H(f), existeix una primitivad” € H(2), ambF’ = f.
3. Per atot ciclel” contingut er(2, I' ~ 0.
4. Per atota fund holomorfaf € H(2) i per a tot ciclel’ C Q2 es satisd . f(z) dz = 0.
5

. Per atota fund f € H(Q2) tal que f(z) # 0 en tot puntz € (2, existeix una altra funéi
g € H(Q2) de forma que? = f.

Demostradd. Veure que les condicions 2,3,4 i brsequivalent®s senzill. En primer lloc si
es satisi 3, aleshores pel teorema de Cauclgs£ert, es a dir, la integral al llarg de tot dam
tancatés zero. En aquest cas podem definir la primitiva de tota dunclomorfaf € H(Q2)
de la segent manera: fixem ug, arbitrari en(2, aleshores per a totac 2, sigui~, un cam
contingut enQ2 que uneixz, i 2. Definim F'(z) = [ f(w)dw. Com que la integral al llarg
de camins tancats val aleshores” és independent del cartriat -, i satisk F'(z) = f(z).
Es a dir es compleix 2. Veiem ara que si tota fanieolomorfa &€ primitiva, llavors existeix el
logaritme de les funcions que no s’alaul. Siguif € H(2), ambf(z) # 0 per a totaz € ).
Definim la funcd h € H(2) comh = f'/f. Existira una funa g, tal queg, = h. En aquest
cas(fe ) = flem9% — fe~9%f'/f = 0. Esadirf = Ke%. Triemc, de forma que® = K |
aleshores prenep{z) = go(z) + c tenim quee? = f. Hem vist doncs que 2 implica 5. Veiem
finalment que 5 implica 3. Hem de comprovar que donat un cicle tahcaf i un puntz ¢ €,
aleshores(I', z) = 0. PeD, en efecte, si ¢ (2, aleshoreg(¢) = ( — z &s una fund holomorfa
en( que no & zeros en2. Per tant existeix una funiy € () tal queey©) = (¢ — 2). En
particularg’(() = 1/(¢ — 2). Llavors,

_ 1 a¢ -1 1, _
n(Rz)—M/FC_Z—QM/FMMC—O.

Hem vist que les darreres quatre condicions eren totes equivalents entre si. Resta per demos-
trar que 1és equivalent a qualsevol d’elles. Comencem per observar que trivialment 1 implica
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3 doncs per tot cicl& C Q, n(T', z) és constant en cada component connex&de\ Q2 i a
mésés0 en la no acotada. Com qu&\ €2 només & una component, aleshores la no aco-
tada in(I', z) = 0 per tot puntz ¢ ). L'altre implicacib és nés delicada, doncs d’una propietat
analtica volem extreure implicacions topaliques. Veiem que 2 implica 1. Suposem @ue\ (2

té dues components com amm i arribarem a contradicgi Podem posat> \ 2 = H U K, on

H éstancato € H i K és un compacte disjunt dé. En aquest cas si diellv = Q U K, tenim
quelW és obert iV = C> \ H)i K és un compacte contingut difg. Sigui¢ una funcd C*>
amb suport contingut ding’ i tal que¢ = 1 en un petit entorn obert d&. Prenem um € K,
apliquem la érmula de Cauchy-Pompeiu (el cdaui 3.6) i resulta

—1 99 dm(¢) =1 1 9¢(¢) dm(C)

L= ¢la) = e O (—a wJa O (—a’

Com1/(z — a) és una fun@ holomorfa er(2, per la hiptesi 2 existeix una funeiholomorfa
f e H(Q) tal quef'(¢) = 1/(¢ — a). Per tant resulta que

_ —1 a¢<€) /
1= o QTQ_“]C (€) dm(¢).

Si fem dos integracions per part tenim

99(¢) B ¢(¢) _
J, “ae 1 €rm(Q) = = [ TE Q) dm(Q) =
_ [ 99(0) 9f(¢) _
— /Q S5 g dm(© =0
Ja hem arribat doncs a una contradicci &

3.6 Series de Laurent

Hem vist que tota funéi holomorfa en un disc admet desenvolupamentégie sle poéncies
entorn del centre del disc. Resi la funcd é€s holomorfa en un domini com una corona aquest
resultat ja no esalid. Hem de considerar desenvolupamenés generals. Considerem urgie

de la forma

bo+bizt d bz b b

Si fem el canviz = 1/w observem que aquestari &s convergent efz| > R ia mésés
uniformement convergent en| > p per a totap > R i defineix una fund holomorfa en
|z| > R. Si prenem &ries de la forma

oo
Z a,z",

n=—oo
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aleshores la part amb > 0 és convergent en una régde la formalz| < R, i la part amb
n < 0 convergeix enz| > R;. Sies dona el cas que, < R,, llavors defineix una funéi
holomorfa en la corona. De forma ipooca volem veure que tota fudcholomorfaf en un
anellC = {w; R; < |w—a| < Ry} admet un desenvolupament émis amb potencies positives
i negatives de la forma

[e.9]

f2)= 3 (z-ar

n=—oo

Aquest desenvolupament es diu desenvolupamerdrende Laurent. Anem a veure com fer-ho.
Prenem una funéif € H(C). La descomposem en suma de diies f, on f; se@ holomorfa
en|z —al < Ryi fy hoseaen|z —a| > R;.

Com a funcd f; prenem

1 f(©)

onr és tal quez — a| < r < R,. Degut al teorema de Cauchy la integral que defirfgiro
depen de la tria que fem desempre que estigui sota la condi¢t — a| < r < R,. Ameés la
integral defineix una funéiholomorfa en tot el dis®(a, R>), no nonés en la corona.

Com a funcd f, prenem

1 f(©)

onR; <r < |z — a|. Com abans la integral no depde la- que triem en la definiéii a més la
integral defineix una funbi f, holomorfa en el complementari del diga, R, ).

Fixatz € C prenem un ciclé’ = 0D(a,r) — 0D(a,r2), ONRy <1 < |z —a| < ry < R.
Est clar quen(T', z) = 1iamésl’ ~ 0 enC. Per tant si apliquem el teorema dels residus

fe) = o [

2mJrw — 2

dw = f1(z) + fa(2).
Ara el que farem es trobar una expréssin £rie de pakncies per; i un altre perf,. Com quef;
és holomorfa eD(a, R,), admeta un desenvolupament eérie poéncies(z — a)* ambk > 0.

En canvi f, que és holomorfa erC \ D(a, R;) té un desenvolupament egrie de podéncies
(z — a)* ambk < 0. Comencem pef;:

A=Y Au(z—a)",
n=0

on4, = f"(a)/n!, es adir,

ok
=g L

nToori (C —a)rtt’
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Com veiem la singularitat en la integ@s en el punt, per tant podem triar comsaqualsevol
valor entreR; < r < Ry i no canvia el valor de la integral.

Per a desenvolupgs en ®rie de poéncies faremelcandi=a+ 1/('i z=a+1/2'. Sota
aquest canvi la circumféncia|( — a| = r es transforma eft’| = 1/r i per tant tenim

N 2 fla+1/¢)d
fQ(aH/Z)_Qm‘/c':l/rC’ ¢—z

Aixi expressadés una fun@ holomorfa er:’ en el disc|z’| < 1/r i amb desenvolupament en
serie de laformg_>° , B,z'", on

- fla+1/¢)de 1
/C’l/r

= o o am

B,

/Iﬁ—alr FO(C = a)™Hdc.

Finalment doncs, hem vist que

f)= 3 Au(z—a),

n=—oo

on elsA,, tenen tots I'expres8i

1 F(Q)dc
=),

"o % —al|=r (C — a)”+17

qgue com ja hem vist no dep de laR; < r < R,. Observem que en aquest desenvolupament,
A_, és exactament el residu, doncs si considefemA_;/(z — a), la resta& primitiva entorn
dea.
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Capitol 4

Aproximacio i convergencia de funcions
holomorfes

Volem estudiar propietats de les funcions holomorfes lligades al procés de pas al limit.
Es a dir, problemes com comprovar si el limit de funcions holomorfes es holomorf i
donar condicions de compacitat, que ens assegurin que tota successio de funcions té
una parcial convergent. També veurem com es preserven els zeros i la injectivitat de
les funcions per pas al limit i finalment estudiarem resultats de densitat de subspais de
funcions holomorfes.

4.1 Limit de funcions holomorfes

El resultat nes kasic de totes el que ens permet esbrinar sota quines condicionmilde
funcions holomorfegs holomorfEs 'anomenat teorema de Weierstrass.

Teorema 4.1 (Teorema de Weierstrass)Sigui f,, € H(2) una succeséide funcions holomor-
fes en() i suposem que per a tot compadteC (2, f,|x — f|x uniformement eri. Aleshores
f és holomorfa e i a més f*) — ) uniformement sobre cada compactestle

Aquest teorema ens diu que la convargia uniforme sobre tots els compactes (gsi@es
feble que la convekgncia uniforme efi perd més forta que la conveegcia puntuales suficient
per assegurar la convengcia cap a una funciholomorfa. A nés aib0 arrossega la convergcia
de les derivades. Una altre obsergaqueés Util és que la conveamncia uniforme sobre un
compacteX es pot substituir per I'aparentmenémfeble convergncia uniforme sobré K pel
principi del maxim.

Demostradd. Sigui R un rectangle contingut efl. Com quedR és compacte ef?, aleshores
fnlor — flor i per tant

O:/aan(z)dzﬁ/aRf(z)dz quann — oo.

45
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Aleshores la integral d¢ al llarg de la frontera de qualsevol rectangle contingufleval 0.
Aquesta era una de les condicions que varem provar per asseguraregadolomorfa (el te-
orema de Morera). Queda per veure, que en aquest{as- f*) uniformement sobre com-
pactes. Inicialment ho veurem per discos tan¢ats 2. En efecte siD = D(a,7) i D C €,

existeix unR > r de forma queD(a, R) C Q. En aquest cas apliquem lariula de Cauchy a
f%) — ¥ i obtenim que per atotac D(a,r),

) -0 =g [ DS,

T omi (w — z)k+l

Si és aix, aleshores per a totac D(a,r),

kM, R

F) () — ),
119 = 9 <

on M,, = sup{|f.(2) — f(2)|, |z — a| = R}. Per hiptesi M, — 0i per tantf¥) — f*
uniformement e (a, ). Finalment siX noés un disc &s un compacte arbitrari € existeixen
discos{D;}" , tals queD; C Qitals queK C D, U---U D,. Comf* — f*) uniformement
en cadaD;, aleshoreg*) — ) uniformement erk. &

Veiem que pel fet que les funciorfs son anaitiques el seuiimit f no nomrés hereta I'analiticitat
sind d’altres propietats menys iritives. En aquest sentit podem enunciar el teorema de Hurwitz:

Teorema 4.2 (Teorema de Hurwitz). Sigui {2 un obert deC i {f,} una succeséide funcions
holomorfes en}, tals quef, — f uniformement sobre compactes. fSi£ 0 i tenim un disc
D c Q de forma quef(z) # 0'siz € dD, aleshores existeix UN gran de forma que per a tota
n > N, f, 1 f tenen el mateix nombre de zerosien

Demostradd. Pel fet quef,, — f uniformement sobre compactes, sabem pel teorema de Weiers-
trass quef és holomorfa ef). Per a comparar el nombre de zerosfdéde f enD = D(a,r)
utilitzarem el teorema de Rouche. Anem a veure que es satisfan @edifp Per a comencar,
comquef(z) # 0siz € 9D, resulta qué = inf{|f(2)|; |z —a| =r} > 0. Amés comf,, — f
uniformement sobre compactes, llavors existeixwyrou gran de forma que per a tote 0D

es compleiX f(z) — f.(2)] < §/2. Enaquest casf(z) — f.(2)| < |f(z)| peratotz € 9D i pel
teorema de Rouchgi f, tenen el mateix nombre de zeros. s

Veiem un parell de cortdris del teorema de Hurwitz:

Corollari 4.3. Si Q2 és un domini if,, €s una successide funcions holomorfes &n que no
s’anullen mai, convergents uniformement sobre compactes cApca (), aleshores o be
f=0enQ 0 f no s’anula mai.

Aquest cordiari no requereix demostrdaxi Un altre resultat que utilitzaremés endavant i
gue tamk és una conségncia del teorema de Hurwiés el segent:

Corolari 4.4. Si) és un dominierC i f, € H(Q)) és una successide funcions holomorfes
gue convergeixen uniformement sobre compactes cap a una® faolomorfaf i suposem que
f» sbn injectives, aleshores o kfeés tamk injectiva oés constant.



4.2. DENSITAT DELS POLINOMIS 47

Demostradd. Agafem unz, € 2 qualsevol. Comprovarem que o lfe= f(z,) o be f(z) #
f(20) per a tota altre € ), z # z,. Com a0 sen cert per a tota, haurem demostrat el
corollari. En el dominif2 \ {2} les funcionsy,(z) = f.(z) — f.(20) NO tenen zeros. A &s
gn(2) — g(2) = f(2) — f(20). Sabem pel cortdri al teorema de Hurwitz que o ke= 0, i en
aquest cag = f(zy) obeg(z) # 0 entot punt de&2 \ {z} i per tant per atota € (2, z # 2z, es
satist f(z) # f(z0) com volem veure. &

4.2 Densitat dels polinomis

Un altre tipus de resultats que tenen reabeaninb la convergncia de funcions holomorfeés els
resultats de compacitat. Ja sabem que tota suécgsguncions reals equicontinues i equiaco-
tades en un compacte admet una parcial uniformement convergent en el compacte (teorema de
Azcoli). Veurem que per funcions holomorfes podem afeblir le®teigis i de la condibi de
equiacotad deduirem la equicontinuitat. Primer de tot donem una definici

Definicio. Un conjunt® C H(2) és una farilia normal si tota successy f,,} de ®, té una
parcial convergent uniformement sobre compacteQ.en

El resultat aaleg al teorema de Azcoli en variable complé&sezel segent

Teorema 4.5 (Teorema de Montel).Sigui €2 un obert deC i sigui & una fanilia de funcions
holomorfes ef2 (¢ C H(£2)) amb la segent propietat: Per a tot compacte C (2, existeix una
constantM > 0 de forma que per atotd € @, |f(z)| < My peratotaz € K. En aquest cas
® és una fartlia normal.

Demostradd. Prenem{ f,,} una succes6icontinguda enb. Hem de demostrar que existeix
una succes8iparcial que convergeix uniformement sobre compactes. Prenem una sudeessi
(o]

compacteds,, de formaque-- C K,, C K,41 C K,11 C --- ital que la und U K, = (.
Una possibilitat es prendre

K, ={z€Q; d(z,Q° >1/n} N B(0,n).

Ara comencem peK;. En primer lloc{ f,,} &s una successacotada erk’;. Com que tamé f,
és acotada ek, aleshores per les desigualtats de Cauchy tefj)iés acotada e(; i per tant
f» NO nomesés equiacotada rmue a nesés equiconhua. Veiem aiw amb nés detall. Fixem
une > 0iprenemund > 0, de forma queB(z,2) C K, per atotaz € K;. A continuaco
triem ¢’ de forma queD(z,0") C K3 siz € Ky. En aquest cas per les desigualtats de Cauchy
veiem que f,,(z)| < N = Mg, /¢ peratotz € Ks.

Si z i w sbn punts dek] tals que|z — w| < ¢, aleshores,,(z) — fo(w) = [ f1.(C) dC.
Com tot linterval [z,w] C K, sabem quef/ (¢)| < N i per tant|f,(z) — fo(w)| < NJ.
Agafant eld prou petit, tenim quef,(z) — f.(w)| < . El § que hem triat no dem den,
es a dir{f,} és equicorihua. Llavors, utilitzem el teorema d’Azcoli que assegura I'éxisia
d'una parcial{ f!} de f, tal que convergeix uniformement €&,. Prenem aquesta parcial i
repetim I'argument amb el compacte de sortidaenlloc deK;. En aquest cas hi hauuna
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parcial{f?} de{f!} convergent uniformement sobfé&,. Tornem a repetir el pré&s i obtenim
una succes8ide successiond f}, {2}, ...}, cadascunas una parcial de I'anterior{if’ } és
convergent eris;. Prenem la success{y;} = {f{, /3, /3, ... }. Aquesta successia partir de
la posicd j és una parcial d¢/ i per tant converga uniformement et’;. A més veient els seus
elements, comprovem q@s una successparcial de I'original f,,}. Ara si prenem qualsevol
compactell C €, existia unn prou gran de forma quE C K, i per tant{g, } se& convergent
uniformement en. Hem demostrat doncs el teorema. [ )

Aquest teoreméstil en la construc@ de funcions holomorfes com veurem en la demodiraci
del teorema de Riemannas endavant, peré I'inconvenient de que nes un resultat construc-
tiu. No diu quinaés la parcial convergent i molt menys @i el Imit.

Un altre tipus de resulta@s el de densitat de subspais de funcions holomorfes. Sabem que
tota funcd holomorfa en un disc es pot aproximar per polinomis (desenvolupament de Taylor) i
que tota fund holomorfa en una corona I'aproximem per funcions racionals amb un pol en el
centre de la corona (el desenvolupament de Laurent). Una pregunta natural eSfei-aguests
un resultat general, es a dir, si tota fumbhblomorfa en un obef? es pot aproximar per funcions
racionals amb pols fora del domini. El resultat que veiem a contibuats diu que aixées aix.

Teorema 4.6 (Teorema de Runge)Suposem qué’ és un compacte e i {a;} és una suc-
cessb de punts erC> de forma que en cada component@® \ K hi ha com a rimim un
punt de la successi Aleshores per a tota furicholomorfa eni” (aixo vol dir holomorfa en un
algun entorn obert del compacte), existeix una sucoedsifuncions racional$ R, } amb pols
nones algun delgq;} i de forma queR,, — f uniformement er. Dit d’'una altra forma, les
funcions racionals amb pols efu;} son denses dins de les funcions holomorfegieamb la
convergencia uniforme.

Nota. Un dels punts:; de I'enunciat pot ser el punt de l'infinit. Una fudciacional amb pols
només el punt de l'infinit s’erén queés un polinomi.

Com a cordlari immediat s’obé

Corollari4.7. SiC> \ K és connex (recordem que aitamle s’expressa dient qu& és sim-
plement connex), aleshores tota fumbblomorfaf € H(K') pot ser aproximada uniformement
en K per polinomis.

Demostradd. La demostrad del corolari resulta d’aplicar el teorema, prenent com a sucéessi
nomeés el punt de linfinit, i.e{a;} = {oo}. &

Abans de passar a la demostéadel teorema fem un parell d'observacions. En primer lloc,
veiem que el teorema no es pot millorar en el sentit que si hi ha cap compor@fit d&” que
no coné cap punt de la succe@sialeshores podem construir una funbiblomorfa enk que
no es pot aproximar per funcions racionals amb pol$eh. En efecte, suposem qieés una
component acotada d&* \ K que no coré cap punt; (el cas d’'una component no acotada es
fa de forma similar). Preneme V i diemd = sup,. |z — a|. Lafuncd f(z) = 1/(z —a) és
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holomorfa enk’. Veiem que no es pot aproximar per funcions racionals amb pola gnSi es
pogtes existiria una fundiracionalR amb pols e a, } de forma que

1

zZ—a

— R(2)

<1/d sizeK.

Esadir|(z—a)R(z)— 1] < 1 enK, en particular e@V. Com lafuncd g(z) = (z—a)R(z) —1
és holomorfa efV (R només te pols en les altres components), llavors ¢0@s acotat podem
aplicar el principi del mxim i veiem quég(z)| < 1 per atotaz € V. Aix0 &s una contradicoi
doncsg(a) = 1.

Una segona observaciés que el numero de components possibles que pot tenir el comple-
ment d’'un compactés numerable, doncs en cada component hi ha una petita bola i per tant hi
ha un numero de coordenades racionals dels que tant sols hi ha una quantitat numerable. El cas
d’'una quantitat infinita numerable de components pot existir. Considerem per exemple el cas del
disc unitat foradatD(0, 1) \ {U>,,D,},0onD, = {z € C; |z —n/(n+1)| < 27"},

Passem, doncs a la demostéagel teorema de Runge,

Demostradd. Volem veure que les racionals amb pols«erson denses dins de I'espai de les
funcions holomorfes er{. Unes funcions particulars holomorfes &nhson les de la forma
1/(z—a)™, ona ¢ K. Primer demostrarem que qualsevol d’aquesta forma la podem aproximar
per funcions racionals amb els pols prefixats i despreurem que qualsevol fubdnolomorfa

f € H(K) s’aproxima per suma de funcions del tipus indidat{ ¢ — a)™, a ¢ K). Considerem
doncs inicialment el conju C C \ K format pels punta € C\ K tals que les funcions

1

—, k=1,2,...
(z—a)k’ ) <

es poden aproximar uniformement &nper funcions racionals amb pols ¢n;}. Veurem que
aquest conjund C C\ K és tancat i obert. Per tant &da und d’'unes quantes components
connexes d&€ \ K. Com que en cada component connexaCde K hi ha un element; de

la succes$i i aquestu; pertany aA trivialment, aleshores! és totC \ K. Demostrem quel

és tancat i obert. Si, € Aia, — a € C\ K, aleshores la funtil/(z — a)* s’aproxima
uniformement enk” per funcions del tipug/(z — a,)* i aquestes a la seva vegada, com que
suposem que,, € A, s’aproximen per funcions racionasamb pols e, }. Es a dir la fund
1/(z — a)* té funcions racionals arb#riament poximes amb els pols en la succéspiescrita.
Aix 0 per definiod vol dir quea € A. Hem vist queA és un tancat d€ \ K. Veiem queés un
obert. Sia € A, aleshores per a tot altre punt C \ K que es trobi a prop de ('agafem tal
quela — b| < d(a, K)) podem escriure

1 1 1 1 & (b—a > b—a)
- — b ~b-a Z( > Z (2 =)t Vz e K.

z—al—7—="  z—-a;\z—a

Es a dir, podem aproximay/(z — b) per una combinadilineal de funcions del tipus/(z — a)*.
Com quea € A, cadascuna d’elles es pot aproximar per funcions racionals i de resulte3 d’aix
tambe podem aproximat/(z — b) per funcions racionals amb pols ém,}. Un cop aproximem
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Figura 4.1: El conjun#{

1/(z — b) les seves péncies tamé s’aproximen i per tant hem vist qliec A. Es a dir qued
és obert. Hem comprovat doncs gde= C \ K, es a dir que tota funéide la formal /(z — a)
amba € C\ K es pot aproximar per funcions racionals amb pol$®er}.

Veiem ara que qualsevol furicholomorfaf € H(K) es pot aproximar uniformement per
una combinadi lineal de funcions del tipus/(z — b;) ambb; ¢ K. Sigui f € H(K), aixo vol
dir que existeix un obert (que r&s el mateix per a totes l¢g3 de formaquel C Gi f € H(G).
Sigui ¢ una funcd C* a suport compacte contingut dins@e tal que¢ = 1 en un entorn obert
de K. Sabem per ladrmula de Cauchy-Pompeiu que per a tora K

0(0f) 1y dm(©) _ 1 09, - dm(¢)
o 0T =5 OO

En aquesta darrera integral no cal integrar eri:tofoncs el suport d%% es un conjunt/ C G
gue no coré el compactds, de fet est a dishncia positiva d’ell, veieu la figura 4.1. La integral
la podem aproximar per una suma de Riemman trencant ladasepetits quadrats. Refinant
la particb podem aconseguir una aproxintaerbit@riament bona.

f, OG0T ~ 3 ragE@ S

f(2) = Fe)ol=) = 5 |

ontotsels; € Hi A((;) és l'area del petit rectangle que cént de la particd. Es a dir finalment
hem vist que

~3 9 amb( ¢ K, ze K
,— 2

Com quel/(z — ¢;) es pot aproximar per funcions racionals amb els pols desitjats, aleshores
tamle. &



Capitol 5

Aplicacions conformes

Ja hem vist alguns lligams entre les funcions i la topologia del domini on estan definides.
Anem a aprofondir en aquesta linia i veurem quan dos dominis son equivalents des
del punt de vista de la teoria de funcions. Estudiarem un cas particularment senzill i
interesant que es el dels dominis simplement connexos i demostrarem el teorema de
Riemann. També calcularem el grup d’automorfismes de diversos dominis.

5.1 Definicions i objectius

Ja varem veure que les funcions holomorfes amb derivada no zero es podien entendre com apli-
cacions d& enC que preservaven els angles i I'orientachquestes aplicacions es diuen t@&mnb
aplicacions conformes. €fun inteés molt especial estudiar I'exésicia de les aplicacions con-
formes i bijectives entre dos domirtig i 2, deC. Pensem que si sabem coondes funcions
holomorfes del domini); sabem coman les del domini2,, senzillament composant amb I'a-
plicacio bijectiva i holomorfa (de vegades se’'n didgiholomorfesa les aplicacions aix Es a

dir, la teoria de funcions sobf®, queda redida a I'estudi de les funcions solike. Dos dominis

aixi no es distingeixen des del punt de vista de les funcions holomorfes. Per tant se’ls hi dona un
nom.

Definicio. Dos dominis) i €' en C son conformement equivalents existeix una aplicaodi
¢ € H(Q) i bijectivag : Q «—— (V.

Observem que en aquesta cas I'apliddniersap—! s holomorfa tamé.

Seria molt bo si, donats dos dominis, pégaim recoaixer tot d’'una si én conformement
equivalents o no, especialment si ho peggim esbrinar no@s mirant caractestiques de caire
geonetric del domini. El teorema fonamental en aquest cémel teorema de Riemann:

Teorema 5.1 (Teorema de Riemann)Si2 & C és simplement connex aleshofegs confor-
mement equivalent a un dige.

Observem que taf no pot ser equivalent al disc unitat doncs sip : C — D, fos holo-
morfa, aleshores pel teorema de Liouville seria constant i per tant no seria injectiva.

51



52 CAATOL 5. APLICACIONS CONFORMES

La demostrad@ del teorema de Riemann &s simple. Primer de tot haurem d’estudiar els
automorfismes del disc, es a dir, les aplicacions biholomorfes del disc en si mateix.

Automorfismes del disc

Per a caracteritzar quin®s tots els automorfismes del disc, necessitem dlesgigresultat de
“rigidesa” de les aplicacions holomorfes del disc en el disc.

Lema 5.2 (Lema de Schwarz).Sigui f € H(D) una aplicacd holomorfa del disc en si mateix
i que fixa I'origen (f(0) = 0). Aleshores peratotac D, |f(z)| < |z|]iamés|f’(0)] < 1. Sia
meés es dona la igualtat en cap de les dues desigualtats, alesfiores- Az amb|\| = 1.

Demostradd. Considerem les funcionf.(z) = f(rz) amb0 < r < 1. La funcb f.(z)/z €
H(D)NC(D), pel principi del nxim satisé

fr(2)

z

BNIAGI

< <1, Vze D,
[¢l=1 K|

es adir per atota € D, es compleiXf(rz)| < |z|. Sifem tendirr — 1 en aquesta desigualtat,
tenim|f(z)| < |z| i per tant aplicant la definidide derivada tenirfyf’(0)| < 1. Un cop vist ai®
veiem que podem definir la furcy € H(D) comyg(z) = f(z)/zsiz # 0i g(0) = f'(0). Es
compleix|g(z)| < 1 peratotaz € D. Pertant sig(z)| = 1 per a algun punt de l'interioy; és
constant de nou pel principi delarim, g = A amb|\| = 1. &

Ja coneixem uns quants dels automorfismes del disc, es tracta de les transformacions lineals que
preserven la circumfencia unitat. 8n les transformacions del tipus
zZ—aQ
T,(2) = —, a€D.
(2) 1—az
Veiem queT,(0) = —a i T,(a) = 0. Per una altra paés un automorfisme del disc trivialment

amb inversl ' = T_,. A part d’aguests sempre hi ha les rotacions i les composicions d’aquests
dos tipus. De fet, grcies al lema de Schwarz, veurem que aquéstsats els automorfismes.

Proposicio 5.3. Tot automorfisme del disc en si mateigs de la forma\7,(z), amb|\| = 11
a€D.

Demostradd. En efecte, si» €s un automorfisme del disc i digm= ¢~'(0), aleshores)(z)
»(T-p(z)) €s un automorfisme del disc tal qui€d) = 0. Per tant, pel lema de Schwaz z)|
|z| per atotaz € D. Per una altra pagt—* tamke és una aplicadidel disc al disc amip—1(0)
0ien consegencialy(z)| > |z|. De les desigualtats concloem qugz) = Az amb|A| = 1. P
tanto(w) = AT, (w).

IIA

D

r

o
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5.2 Teorema de Riemann

Ja disposem de les eines nece®s per demostrar el teorema de Riemann.

Demostradd. Tenim un domini2 & C, diemF a la fanlia de funcions holomorfeg : 2 —
D(0,1) que $n injectives.
Dividirem la prova en tres passos. El primer consisteix en veure que lagafmo és buida

e Primer pas. Anem a construir una funceF. Siguiw un puntdeC\ Q. Lafuncb z — z—w
no s’anula mai ent i per tant pel fet qué&) és simplement connex existeix una fumei€ H(£2)
tal que¢?(z) = z — w. De la definicd de¢ es veu que sp(z;) = +¢(2,) aleshores; = 2,

i per tantg és injectiva i a les¢(z;) # ¢(—z) Si z; # z. Com quep(2) és un obert d&€
pel teorema de I'aplicacioberta, aleshoreéss segur que coatun discD(a,r) amb la propietat
0 < r < |a|. En aquest cas el dis@(—a, ) no interseca la imatge(2). Per tant I'aplicad
U(z) =7r/(p(z) + a) pertany aF. Ja hem vist doncs quE no és buida.

e Segon pas. A continuazifixem una € €). L'objectiu del segon pas es veure quefse F
no és exhaustivaf(§2) # D), aleshores existeix una fulicy € F amb|f'(a)| < |¢'(a)].
En efecte, suposem quéno és exhaustiva. Prenem € D \ f(€2), aleshores si dierfi; a
'automorfisme del disc que portaal O, llavorsT; o f € F i no s’anula mai, per tant existeix
unah € H(Q) tal queh? = Ty o f. Com queh? és injectiva, aleshoreis ho és tamkg, aix
queg = Ty o h € F. Sidiemn(z) = 22, aleshoresf = T_g 071 o T ) o g, de forma
que f'(a) = (T_gomo T )" (0)g' (o). Es adir siveiem quET_z o1 o T ) (0)] < 1ja
tenim demostrat el segon punt. Ara ens fixem que la tunck T"_5 o m o T, €s una fund
holomorfa del disc en el disc qum és injectiva. Estem temptats d'utilitzar el lema de Schwarz,
pe cal abans assegurar-se que la imatge)de0. Per aipd, diem~ = ¢(0) i cal considerar
T, o 4. Llavors|T! ()¢’ (0)| < 1, es adiry'(0)] < T} (y)|™" =1 — |7]* < 1. Aixo és el que
voliem veure. Ara nois queda la part “soft” de I'argument.

e Tercer pas. Siguj = sup;.r |f'(a)| > 0. Del que hem vist es dedueix quefse F assoleix

el suprem (i.e|f'(«)| = n), aleshoreg és exhaustiva i de resultes de pester aF tamte és
injectiva i holomorfa, es a digs una solué del nostre problema. Per veure que podem assolir
el suprem, prenem una succeéshj € F tal que|f/ (a)| — n. Com queF és una farilia normal
(tots els seus membressatisfang| < 1), pel teorema de Montel existeix una parcial convergent
fn, — f uniformement sobre compactes. Pel teorema de Weiersif&ss,holomorfa er?

i |f'(a)] = n. A més ja hem vist que eirhit de funcions holomorfes injectivess injectiu o
constant. Com qugf’(a)| = n # 0, aleshored és injectiva. A nés, per a tota, f,(2) C D,

per pas alimit f(Q) C D. Peo per una altra partf($2) és obert i es conclou qu&g<) C D i

f € F com volem veure. &

Un Gltim comentari sobre el teorema de Riemann es que el seu enunciat el podem millorar trivi-
alment de la sdgent forma:

Teorema 5.4 (Teorema de Riemann (revisited))Si (2 & C és simplement connexai € €2,
aleshores existeix urnianica aplicacd f biholomorfa entre i el disc unitatD tal que f(a) = 0
i f'(«) ésreali positiva.
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Demostradd. En primer lloc, comprovem la unicitat. Si existeixen dues funciping amb les
propietats desitjades, llavoksz) = f(g'(z)) és una aplicadiholomorfah : D — D bijectiva

i tal queh(0) = 0. Pel lema de Schwarz se sadigf(z) = Az amb|\| = 1. Per una altra part,
A= n(0) = f(a)/d(a) > 0. Esadir\ =1i f = g. Per veure I'exigtncia d'una fun@
f amb les propietats enunciades pel teorema, comencem per una fimh@morfa i bijectiva
g : 2 — D. Ja hem vist que existeix una. Ara anem a modificar-la per tal que compleixi la
resta de condicions. Comencem per @ie= g(«) i prenemh = T3 o g. Com quel; és un
automorfisme del disg encaraés una bijec@ entreQ2 i D. A mésh(a) = 0. Pot ser encara
que 2/(«) no sigui real i positiva. En qualsevol ca§«) # 0 doncsh és injectiva. Diem
A = H(a)/|W ()| i prenemf(z) = Ah(z). Amb aquesta eleatif : Q@ — D, f(0) = 0 i
f'(a) = [W ()] > 0. L)

5.3 Automorfismes deC

Ja hem vist com@n tots els automorfismes d& De la mateixa maner@s immediat veure que
tot automorfisme d’un domini simplement conriéx; C és de laformg~—'oTo f, on f &€s una
aplicacb bijectiva de2 en D i T' un automorfisme del disc. Ens queden per descriure gams s
els automorfismes dé. D’aix0 ens ocupem ara.

Proposicid 5.5. Tot automorfisme d€ enC és de la formaf (z) = az + b amba # 0.

Demostradd. Sigui f un biholomorfisme d& enC. Aleshores lafunéig : C\ {0} — C
definida aix: g(z) = f(1/z) &s una fund holomorfa i injectiva en tot el pla menys en 'origen
on presenta una singularitalada. La singularitat en I'origen no pot ser evitable, doncs en
aquest cadim, . g(z) = lim, ., f(z) = L, existeix i per tantf és acotada. Pel teorema de
Liouville f seria constant i axnoés possible doncs €s injectiva. Veiem que no pot presentar
tampoc una singularitat essencial. La imatgede, 1) perg &s un obert doncg és holomorfa.
Per un altra part 5§ presenta una singularitat essencial, aleshores la imatge de tot entorn de
és densa en tdf. En particularg(D(0,1) \ {0}) N g(D(2,1)) # 0. Aix0o vol dir queg no és
injectiva i a0 no pot ser. Hem demostrat doncs guyaresenta efi un pol. Es a dir, existeix un

n > 0 tal quelim,_, 2"¢(z) = 0. Dit d'un altra formalim, ., f(z)/z" = 0. De les desigualtats
de Cauchy veiem qug”*! = 0 i llavors f &s un polinomi. Eléinics polinomis injectius que hi
ha $n els de grau 1i per tarf( z) = az + b. L3

5.4 Principi de reflexio

Per acabar el caol d’'aplicacions conformes, donarem el principi de reflegie Schwarz.
Aquest principi permet, en determinades circuanstes, estendre el domini de defibic’'una
funcié holomorfa. Per enunciar aquest principi amb comoditat, precisem d’una mica dénotaci
DiemII* al semiph superiorII* = {z € C; Im z > 0}. Suposem que tenim un domidic C

de forma que la intersed@de i la recta reaks un intervall. DiemQ* =IITNQiQ ala
reflexio del dominiG™* respecte de la recta real, veieu la figura 5.1.
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Figura 5.1: Les regions sitriques)™ i O~

Teorema 5.6 (Principi de reflexd). Si f és una fun@ holomorfa erf2™ un domini com en la
figura5.1if esén a una fund contnua enQ* U J tal quef(x) € Rsiz € J aleshoresf esén
a una funcd holomorfa en el domifi2™ U J U Q™.

Demostradd. Comencem per definiy de la se§ent manerg(z) = f(z)siz€ QT oz € J. Si

z € Q~, aleshores definim(z) = f(z). No és dificil comprovar quey satish les equacions de
Cauchy-Riemann eft~. En efecte, si dienf(z) = u(x,y) + iv(x,y), aleshores quan e Q~,
9(2) = f(2) = u(w, —y) —iv(x, —y) = U(z,y) +i0(r,y). Hem de comprovar qug, = v, i que
u, = —v,. En efectei, = v, = v, =7, i v, = —u, = v, = —7,. Per tanty &s holomorfa en
QU ~. Com quef ésreal eny les dues definicions enganxen keds coninua er2*UQ U J.
Encara no hem vist gues holomorfa en tota la umi Per veure-ho, agafem qualsevol rectarigyle
continguter™ UQ~ U J. SiR C Q* jasabem qué,, g(z) dz = 0. El cas que restas quank
talla a l'interval.J. En aquest cas trenquefihen dos rectangleB* i R, cadascuna d’ells €™

i II- respectivament i que reposenlénHem de veure qué,,+ g(z) dz = 01i [35- g(z) dz = 0.
El que faremés prendre una successie rectangle®,, continguts estrictament € i tals que
R, — R. Com quey és holomorfa ef)*, aleshored;, ¢(z)dz = 0. A més per la continuitat
deg es veu qud;, g(z) dz — [z 9(2) dz. De forma aaloga es tracta el cas de . &
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Capitol 6

Funcions harmoniques

Algunes de les propietats que hem estudiat de les funcions holomorfes com la propi-
etat de la mitja i alguna de les seves consequencies com el principi del maxim son
propietats que son certes en un conteste més ampli, el de les funcions harmoniques.
El concepte de funcié harmonica és purament real, no necessitarem I'estructura com-
plexa, pero en el cas de funcions harmoniques definides en oberts de R? és molt Gtil
entendre la relacidé que hi ha entre les funcions harmoniques i les holomorfes, doncs
aixo permet demostracions més simples utilitzant els teoremes de variable complexa
gue ja coneixem.

6.1 Definicions i propietats asiques

Comencem per les definicions.

Definicio. Donat un oberf2 ¢ R? diem que una funéiu : Q — R ésharmonicasiés de classe
C?(Q) i satish

0’u  0%*u

A= o T g T

0.

Abans de seguir, colvfer un parell de precisions en aquesta defnidtn primer lloc la
regularitatC? de la funco v no és estrictament necesf, esh en certa forma imptita en la
condicb Au = 0. De fet veurem que tota furicharndnicaésC>. La regularitat 'afegim a la
definicib pagant amb una certa red@mtia la comoditat a I'hora de definir 'operaddrcom ho
hem fet.

Una segona observaces que tamb es pot definir el qués una fund harndnica a valors
complexos. Senzillamenf,: Q ¢ R? — C és harndnica sif = u + v i u i v SOn harndniques.
En particular tota funé holomorfa en(2 €s harndnica. Com quees una exten8itrivial del
concepte original d’hargmica, ens limitarem a partir d’ara a considerar funcions barques a
valors reals, pérels resultats s’estenen de forma immediata a funcions a valors complexos.
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Veiem quinaés la relad que hi ha entre funcions holomorfes i funcions haniques. Do-
nada una funé harndnicau en un obert), podem associar-li una furicholomorfaf en2 de
la segient forma: f(z + iy) = u.(z,y) — iuy(z,y). Dit d'una altra formaf(z) = 2%“. Per a
comprovar qué&s holomorfa noi@s cal veure qu@é = 0. PeD en efecte,

2

OF _,0m L1y,
0z 0z0z 2
Aquestaés la relad fonamental que tenen les funcions hanigues i les holomorfesés la
que explotarem. Tan&es pot veurealciiment (cordiari 1.2) que tant la part real com la part
imaginaria d'una funad holomorfa $n harmbniques. Una pregunta natui@s la segent: Es
cert el regproc? Es a dir, tota fungiharnmonica reaks la part real d'una fungiholomorfa?
Aquest problemas equivalent a I'exigihcia d’'una fund conjugada haronica que definim a
continuaco:

Definicio. Donada una funéi harndnicaw en un domini? C C, si existeix una altra funoi
harnonicav en2 tal queu, = v, i u, = —v, li direm lafuncio harndnica conjugadale u.

De fet la conjugada hardmica noéslnica, doncs eatdeterminada Bdul una constant, es a
dir si v &s la conjugada harnica deu, aleshores + K tamke. Es immediat comprovar que si
v €s la conjugada hamnica deu, llavors —u €s la conjugada harmica dev. La relacd entre
I'existencia de la conjugada haomica d’una fund realw i el d’'una funcd holomorfaf tal que
u = Re f és directa, doncs si existeixllavors f = u+iv &s holomorfaial'inreés siu = Re f
llavorsv = Im f &s una conjugada hadmica.

Malauradament no sempre existeix una férminjugada haromica. Considerem el sggnt
exemple:u(z) = log|z| definida en el dominf2 = {z € C; 1 < |z| < 2}. Aquesta fund
no & conjugada haromica definida en taof2, localmentu = Relog z i per tant localment =
Arg z, ped I'argument no est definit en tota la corona de forma conta. L'obstrucd per a la
construcad d'una conjugada harbmica deu ha estat el fet qu& tingués un forat. La sdgent
proposico ens assegura que aquessd’lnica obstrucd.

Proposicio 6.1. Siu é€s una fun@ harndnica real en un domini simplement conriealeshores
u = Re f per algunaf € H().

Demostradd. Ja hem vist que donada f = % és una fund holomorfa ert2. Com que el

. .’ - ya . . - . - . au
domini és simplement connex, llavoysté una primitivag definida en tof2. Es a dir,g’ = 5.

Com quey és holomorfaa(ga—jg) = g—g. Tantu comg + g son reals i per tant si prenem conjugats

en la darrera igualtat teniﬁﬁ%g) = %. Per tanty + g —u = h, onh €s holomorfa. Per una altra
part hauria de ser real, @wol dir queh és una constant real. Per tant Re(2g — h). &

En particular hem vist que les funcions hamgues en qualsevol dominds C> doncs local-
ment sempre@ la part real d’'una funéiholomorfa. Per a les funcions holomorfes coneixem un
resultat del valor mig que ens assegura que tota &umaiomorfaf en un entorn del disP(z, r)
satish

1) = o [ 1+ ) db.

~ 21 Jo
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Sidiemf = u + v i prenem la part real de la igualtat de la mitja tenim que per a totadunci

harndnicau en un entorn del disP(z, r) se satisi

1 2 .
u(z) = %/0 u(z 4 re’) do.

Com en el cas de les funcions holomorfes, d’aquesta propietat es dedueix que les funcions
harnmbniques no constants no tenemxims locals. Amb la mateixa prova que la de funcions
holomorfes tenim el ségnt principi:

Teorema 6.2 (Principi del maxim). Si{) és un domini acotati és una fund real contnua en
Q2 i harmonica en l'interior, aleshores assoleix el seu axim i el seu rfmim en la fronterads).
En particular siu = 0 en0X2, aleshores, = 0.

Hem vist com els valors de en la frontera del disc determinen el valor en el centre. A
continuacd veurem com obtenir els valors de qualsevol punt de I'interior a partir dels valors
frontera, en el mateix esperit amb que varem demostrar la formula de Cauchy per a funcions
holomorfes. Sabem quewsiés harndnica en un entorn del dige(0, 1), aleshores

u(re”) =Re f(z) = 3 <Z a, 2" + Z &n5n> — Z Anr|n|emt’
n=0 n=0

n=—oo

amb convergncia uniforme en el disc tancat.
Anem ara a donar labfmula de representdride les funcions harémiques. Donada

harndnica en un entorn dB(0, 1), aleshores

2m ) e )
/ u(e) Yo plem@D g wr < 1.
0

n=-—oo

1

u(re?) = Py
T

En efecte si substitm dins de la integral el valor deper la sevaérie, tenim

L e S pholein0-0 g — L 77 5 mt S el in(0-
- i n| in dt :7/ Am im [n] in(0—t) dt =
27r/o u(e™) Z ri"e o o Z e Z ri"le

n=—oo @ m=—0oQ n=—oo

[e.o]

1 2m . )
:2—/ S Aprmlem gt = u(re®).
7 Jo

m=—oQ
Hem vist doncs que

1

u(re) = Py
T

21 .
/ W€ B0 —t)ydt, Wr<1,
0

on P.(t) = 2> ri"le™, A aquest nucli integral que reprodueix les funcions harigues se i
diu nucli de Poisson i tan#bpodem comprovar que safides sefents igualtats:

et — 2

it 1— 2 1— 2 1 — 2
p,.<e_t)=Re<€ “) r 2 _ 1=l

- 1 —2rcos(f —t) + r? - 1—Cz2 ¢ — 2]

on( =eiz=re’.
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6.2 Problema de Dirichlet al disc

Ens interessem ara en el problemaissd: Donada una funzif € C(9D) existeix una fund
u € C(D) harnmbnica en l'interior i tal ques restringida & D sigui f?

La respostés afirmativa i la soludi esh donada pel nucli de Poisson. Dongda C(0D)
definim la integral de Poissaff com

zt o
27T/ fle tdt, ¥r<l.

Veiem queu = Pf &s una soluéi del problema de Dirichlet. En primer lloc veiem que defineix
una funcd harnonica en l'interior. A0 es pot veure observant que

it
P.(6—1t) = Re (‘?t i Z) ,

et —z

i aquesta fund és harndnica perz € D. Per tant si prenem\Pf el laplaca entra dintre de
l'integral queés zero doncs el nudéis harnanic. La part delicada es comprovar gbg és una
funcié que estn contnuament fins a la vora i que coincideix arfibEs a dir, hem de veure que
per a qualseval € [0,2x], Pf(z) — f(e) siz — €. Per a demostrar-ho, veiem en primer
lloc que P1 = 1. En efecte, ai& es una conségncia de ladrmula de representacde les
funcions harmniques que hem vist, dontss harndnica a totC. Amb aixd ens podem reduir
al cas en qué(e?) = 0, doncs en cas contrari considerem la fangie™) = f(e) — f(e?).
Aquesta fund satish g(e?) = 0 i si veiem quePg(z) — 0 quanz tendeix ac? aleshores
Pg = Pf — f(e) — 0ijatenim el cas general. Suposem doncs ¢(€’) = 0. Llavors
existeix un interval; de la circumfeéncia centrat en de forma que f(c¢')| < /2 sit € I;.
Sigui I, I'interval complementari en la circumfencia. Si diemy;, a la funcb caracteistica
de linterval ;, i = 1,2 aleshoresPf(z) = P[fxn](2) + P[fx1](z). Veiem que cadascun
d’aquests dos sumands egsrpetit que: /2 quanz est prou a prop de®. El primerés el nés
senzill, doncg fxy, (e)| < /2 per tott i per tant per a tot € D tenim

— |2

’ [th ‘—2 /W’th Zt)‘| |

Per a I'altre integral sabem quyeés coninua endD i per tant el seu dul & un naxim M i
podem acotar aix

dt <e/2.

2] L 1=z

") dt < M— dt
PLGIE) < 5o [ 1o

21 J1, |ett — z|?

Ara be, quan: estt molt a prop de?, aleshorese™ — 2| est acotat inferiorment doneé € I,

es a dir est lluny dec?. Per un altre part el numerador tendeix cap a zero-si ¢, per tant
per z prou a prop tenimP|[fx](z)| < /2. Hem resolt doncs el problema de Dirichlet en el
disc. El mateix problema es pot plantejar en un obert arbitrafi‘em enR” perd aquesta j&s
una altra historia,. .

That's all folks!
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