Grandes redes tolerantes a fallos:
nuevos modelos, diseio, andlisis y
algoritmos .
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Combinatoria, teoria de grafos y aplicaciones
(MA Fiol, JLA Yebra, J Fabrega, O Serra)

22 investigadores, 6 doctorandos.

20 profesores visitantes en los 2 tltimos afios

Teoria de grafos y topologia de redes

=Grandes grafos: Disefio de grandes redes de interconexion
=Redes tolerantes a fallos.

~Parametros: caminos, conectividad, expansion etc.
*Redes mundo-pequefio e invariantes de escala

Teoria algebraica de grafos
= Espectro. Digrafos debilmente distancia regulares.

Comunicacién en grafos

*Algoritmos de enrutamiento y vulnerabilidad

=Redes simétricas (grafos de Cayley)

*Métodos de optimitzacion combinatorica (simulated annealing, algoritmos
genéticos, multiagente)

37 tesis desde 1982 nttp://www-ma4.upc.es/grup_de_grafs/

Grandes grafos y digrafos.
Problema (A,D) o grado-diametro

Construccion de grafos con el maximo ndmero de vértices, fijados el grado y
el didmetro.

L+ATAM - 1)+, +AB— 1P =%=NM,D)

Solo se alcanza paraD=2 y D=3,7 y 57 (?)

Problema grado-diametro (A,D)

Tabla referenciada, recurso EJC. Desde 1994
http://www-mat.upc.es/grup_de_grafs/grafs/taula_delta_d.html

LARGEST KNOWN (A D)-GRAPHS (September 2006)
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57 67 24 88
58 68 25 89
59 69 26 90
60 70 27 91
Diametes 4 61 71 28 92
62 72 29 93
63 73 30 94
48 74 31 95
49 75 16 80
50 76 17 81
51 77 18 82
52 78 19 83
53 79 20 84
54 64 21 85
55 65 22 86
56 66 23 87
8 43 36 63
9 44 37 48
10 45 38 49
11 46 39 50
12 47 40 51
13 32 41 52
14 33 42 53
15 34 43 54

Algoritmos para
optimizacion combinatoria
en grafos

Asignacion de <:> Coloreado de

frecuencias grafos
A

ST

Problema NP-completo

Algoritmo genético

v
funcion de coste £(6)-175

MECANISMO DE UN ALGORITMO GENETICO
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Algoritmo multi-agente hormigas

* Inicializacion:
— Se asignan los colores (aleatoriamente)
— Se distribuyen las hormigas (aleatoriamente)
— Se inicializa la funcion de coste 1
2 /
* Ejecucion (cada hormiga): / 1
— Moverse al peor nodo vecino (pn)
— Cambiar color por mejor color (pc)




Simulated annealing

1. Generar aleatoriamente una solucion inicial. Fijar Tg
2. Repetir Nk veces.

Modificar ligeramente la solucion y calcular la funcion de coste.
Guardarla si es mejor.

Si es mejor, aceptarla como nueva solucion.

Si es peor, aceptarla solamente si

e Af
—— <rand()
K Tk

3. Disminuir Tk y repetir 2 hasta que Tk < Tmin

Parametros importantes que deben ajustarse:
To, Nk, y tasa de enfriamiento.

Angeles & Mortales : algoritmo

Fijar MaxGeneraciones.

Initializar un mundo n x m con A dngeles y M mortales.
Asociar una solucién aleatéria a cada mortal.
Asignar la duracién de la vida a cada mortal (segun el coste o fitness).
Repetir

Buscar el mejor mortal.

Si es la solucién salir.
Disminuir los contadores de vida.

Eliminar mortales (la guadafa ! ).
Mover aleatoriamente todos los dngeles y mortales a una celda vecina.
Clonar los mortales que estan a tocar de dngeles. (O bien extender su vida)

Mutar mortales.
Recalcular costes y asignar nueva vida.
Hasta MaxGeneraciones

Contrato con Airtel (Vodafone)

Desarrollo de software basado en resultados
teoria de grafos y algoritmos de optimizacién
(simulated annealing, hormigas) para la assighacién de
frecuencias en telefonia movil.

Modelado de grandes redes reales

Grafos mundo-pequeiio e
invariantes de escala

Fractalidad en grafos.

www

Red eléctrica

Rutas aereas
Maler oRIE M

Proteinas

Sistemas complejos
Elementos distintos (nodos)
Interaccion entre elementos (enlacs)

Redes complejas
Modelo matemdtico: Teoria de Grafos

Las redes reales, en general, son
Grandes (enormes)
Small-world
diametro pequefio log(|V|), clustering grande
Scale-free
grados segun distribucién potencial ( “hubs" )
Autosimilares / fractal
Modelos deterministas
Basados en cliques

(grafos jerarquicos, drboles de
cliques recursivos, grafos Apolonios)

La mayoria de redes “reales” son
mundo-pequefio invariantes de  autosimiliares
(small-world) escala (scale-free) (self-similar)

e ] A .
Io.:a’ W w1 At
Didmetro pequefio B LY ,
Mﬂgmr’n 1967 6Grados segin Fractales
Apifiamiento (clustered) ley potencial Song, Havlin &

Watts & Strogatz 1998 g gnapgsi & Albert 1999 Makse 2005,




Propiedades relevantes de una red real

Apiflamiento # enlaces entre vecinos
(clustering) C(v)= n(n-1)/2

Didmetro o distancia media
Retraso mdximum en las comunicaciones
Distribucion de grados
Robustez de la red
Las redes reales presentan apifiamiento C(p) grande, junto

con una distancia media L(p ) pequefia. Muy a menudo son
también fractales o invariantes de escala (scale-free)

L Lrand C Crand N
InternetAs  |3.1 3.35 |0.11 |0.00023 |153127
Actores 3.65 2.99 |0.79 |0.00027 |225226

Red eléctrica |18.7 [12.4 ]0.080 |0.005 4014
C. Elegans  |2.65 |2.25 |0.28 |0.05 282
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Redes pequefio-mundo (small-world)

diametro pequefio (o dist. media)
apifiamiento (clustering) alto

Grafo estructurado
* clustering elevado

6rafo small-world
- clystering elevado
-diametro pequefio
-casi regular

Grafo aleatorio
- clystering pequefio
diametro pequefio

6 grados de separacion!

160 cartas

Omaha -Nebraska-

-> Boston

- didmetro grande

Increasing randomness

[V|=1000 A = 5-18

[V|=1000 A =10 |V[=1000 A =8-13 D=5 d=4.46
D =100 d=49.51 D=14 d=11.1 C=0.01
C=0.67 C=0.63 R

2 < Ciay!
Watts & Strogatz, - '
Collective dynamics of “small-world” networks,

Nature 393, 440-442 (1998)
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Caracteristicas mundo-pequefio en redes sociales
What a small-world ! Que pequefio es el mundo.

Stanley Milgram (1967)

Numero de Erdos

http://www.acs.oakland.edu/~grossman/erdoshp.html

1- 509

2- 7494 Egilins, P.J.

Colwell, Peter
Comellas, Francesc
Comets, Francis M.
Comfort, W. Wistar
Compton, Kevin J.
D=23 R=12 D avg = 7.64 Conder, Marston
=1 A =509 Aavg = 5,37 Conrey, J. Brian
C=0.14 CONWAY, JOHN HORTON

Conze-Berline, Nicole

Cook, Curtis R.

Cook, Janice

N=268.000 Jul 2004

(component conexa)

Erddés number 0 --- 1 person
Erdés number 1 --- 504 people
Erdés number 2 --- 6593 people
Erdés number 3 --- 33605 people
Erdés number 4 --- 83642 people
Erdés number 5 --- 87760 people
Erdds number 6 --- 40014 people
Erdés number 7 --- 11591 people
Erddés number 8 --- 3146 people
Erdés number 9 --- 819 people
Erdés number 10 --- 244 people
Erdés number 11 --- 68 people
Erdds number 12 --- 23 people
Erdés number 13 --- 5 people

(MathSciNet Jul 2004)

2 1982 France
Fields medals 1982 USA
1982 China
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P4l Erdds
(1913-1996)
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Scale-free networks

Scalability vs Fractality

L CU— « 4 2 SWcirculant

2 18(150 ) 20 286 [VI=1000 A =8-13

5 252 11 90 D=14 d=11.1
1or 5

S 13 1 Small World

- 14 0

9

27 Power grld
11 11 IVIF4491 §=1A=19

12 5 D=46 d=34.54

i3 5

14 3 Small World

15 0 C=0.08

16 O

17 0 A-L. Barabdsi iR. Albert,

18 1 Emergence of scaling in random networks.
19 1 Science 286, 509-510 (1999)
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PSR Power law distribution

(TR

P(k)=k""

A: actors N=212.250 k=28.78 y=2.3
B: WWWwW N=325.729 k=5.46 y=2.67
C: power grid N= 494 k=267 y=4

Redes reales de las que conocemos la topologia:

P(k) ~ k¥
NO BIOLOGICAs Y =2
www (in) Y=21 www (out) Y =2.45
actores Y=23
citationes Y=3
red eléctrica Y=4
BIOLOGICAS Y <2

Red proteina-proteina levadura Y =1.5,1.6,1.7,2.5
E. Coli red metabolica Y=17,22

yeast gene expression net Y =1.4-1.7

gene functional interaction Y =1.6

Se esperaban modelos aleatorios: P(k) ~ e 3

Interes de las redes scale-free:

Fiabilidad / Supervivencia de la WWW

Albert, Jeong, Barabasi
Nature 406, 378 (2000)

Fallo aleatorio de nodos

_gc‘ -~ o
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Propagacion de virus / “vacunas”

WWW, redes sociales

R. Cohen, D. ben-Avraham, S. Havlin;

Efficient immunization of populations and computers
Phys. Rev. Lett. 91, 247901 (2003)

f.umbral

). exponente ley potencial  *yqcynar” nodos con grado elevado !

arriba- totalmente aleatoria

abajo- vacunacién conocidos (rojo),
doble conocidos. (verde)

método:

* Seleccionar un nodo aleatoriamente

* Buscar un vecino suyo de grado alto

y vacunarlo

.8
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¢
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5

Search in power-law networks

Adamic, Lukose, Puniyani, Huberman;
Phys. Rev. E64, 046135 (2001)

Incluso la Inquisicion sabia de redes scale-freel

Pasé de la “vacunacidén" aleatoria

Arnau d'Amauri 1209. Besiers L

Laedite eog. FRobit enim Bominus g ﬂm‘ ; “"
sunt efug H A

Matad a todos. Dios conoce a los suyos.

a la selectiva -hubs- (figura)

P. Ormerod, A.P. Roach;
The Medieval inquisition: scale-free networks and the suppression of heresy.
Physica A 339 (2004) 645-652




Propiedades espectrales

- Conectividad y vulnerabilidad (didmetro, cut sets,
distancias entre subconjuntos)

- Escalabilidad, expansién (constantes de Cheeger)
- Enrutamientos (spanning trees)

* Load balancing

* Clustering (triangulos)

- Reconstruccién a partir del espectro

- Aspectos dindmicos (interlacing theorem)

Datos experimentales

WWW / autovalores de Internet

Faloutsos, Faloutsos & Faloutsos, 1999

Autovalores segln modelos
(Watts & Strogatz model, Scale-free models)

Farkas, Derenyi, Barabdsi & Vicsek Phys. Rev E 2001
Goh, Kahng & Kim 2001 _ scale-free
Fan & Chen IEEE Circ. Sys. 2002
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Watts-Strogatz

¢Como modelar redes reales ?
Erdos-Rény,

Watts-Strogatz
Barabdsi-Albert

otros modelos ?

Porque aparece la ley potencial
de grados?

1. Las redes crecen continuamente por la adicién de
nodos.

2. El crecimiento NO es uniforme: Un nodo
nuevo se unird con mds probabilidad a un nodo bien
conectado.

WWW: paginas nuevas apuntan a documentos “clasicos”
Erdds: prefiero publicar con un matematico conocido

Modelo: Barabasi, Albert; Science 286, 509 (1999)

Preferential attachment : At each time unit a new node is

added with m links which connect to existing nodes . The
probability P to connect to a node i is proportional to its
degree k;

k,
Mk) =
Tk,
|0’
10t
2o
£
10
P(k) ~k*
T o' o' o o'
i 7 : 3
k
A -l Barabdsi, R. Alben, Science 286, 509 (1999)

Duplication models:
Fan Chung, Lu, Dewey, Galas; (2002)
le\lggdéess. are duplicated together with all (or part) of their

can produce y <2 as in biological networks
keep some network properties

Redes frdctales

Motifs, graphlets

Milo, Shen-Orr, Itzkoviz, Kashtan, Chkovskii, Alon
Science 298, 824-827 (2002)

Przulj, Corneil, Jurisica
Bioinformatics 20, 3508-3515 (2004)
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Song, Havlin, Makse
Nature 433, 392-396 (2005)
SR Nature Physics 2, 275-281 (2006)

Self-similarity of complex networks

Origins of fractality in the growth of complex
networks

__ p—d
Ng =~ {B B

k— kJ = S(/;;)k

s(lp) =~ (3"

'YZI‘I‘dH/dk

WWW, protein interaction networks
son fractales

Internet (AS) no es fractal

Barabdsi-Albert no es fractal

Aportaciones

» Construccion de grafos mundo-pequefio
deterministas

» Construccion de grafos SW scale-free
deterministas

con simetrias, regulares
jerarquicos, fractales

» Estudio espectral de grafos mundo-pequefio
invariantes de escala

* Otros pardmetros

6rafos mundo-pequefio deterministas y
regulares
(los vértices tienen un mimero de vecinos fijo)

¢ porqué?
Posibles aplicaciones:
Enrutamiento simple
Simetria
Algoritmos de comunicacidn...

. =

apifiamiento elevado

didmetro alto apifiamiento elevado

didmetro bajo

Grafos mundo-pequeiio deterministas
regularesy simétricos

Grafos mundo-pequefio deterministas
no regulares.

. 7 D=4
Apifiamiento bajo ~ A=4 A=4 _,.10 Apifiamiento elevado
A=2-10
Didmetro pequefi 2k WS N=52 Did i
d 0 pequefio . c-05 = Didmetro pequefio

c=079

Propagacion de informacion (o virus) en
grafos SW mundo-pequefio deterministas

Arboles de cliques recursivos

SN Dorogovtsev, AV Gotsev, JFF Mendes., Phys. Rev. E (2002)

F. Comellas, Guillaume Fertin, André Raspaud, Phys. Rev. E (2004)

Arboles de Cliques recursivos

Grafo inicial: Kq - gafo complet0 con g vertices-.
Operacion: t>=0, obtener K(q,t+1) de K(q,t) afiadiendo
a cada clique Kq de K(q,t+1):

a: Un vértice nuevo u

ejemplo g=2 3 ) -
g b: g ramas uniendo u con los vertices de este clique
) 1
» .. L - 1
st ZA -
v o / - = -A\
. (' t‘ . 1 -. / N
.\l - 3 L ] » y
d P '\ J’I _.: \
N\ 24 :

ejemplo g=3

Construccion recursive equivalente

A AaVer R

*Orden, tamatio

N In(d+1)

-Distribucién de grade v~ 1+ —— 2 <y < 2.58496

*Clustering 08 <=C<=1

-Didmetro logaritmico




Distance-labeling (ejemplo q=2)

F.Comellas, 6. Fertin, A. Raspaud, Sirocco 2003

212 121
L W o

> e A=10
o IfA e Sp(Con) A ¢ Sp(B) <= A=,z & Ker(A)

If k gt m, multiplicity = 2
If bk ocm, k0, multiplicity = 1

o If A ¢ Sp(Cua) ) Sp(B)

m! 1 n

\l_t : 2
AN pns)  m?

Otros modelos deterministas
exactos basados en C, ,

'm*‘l_i1 1 'mzf__1 1
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6rafos jerdrquicos

Ravasz, Barabasi.
Hierarchical organization in complex networks
Phys. Rev. E (2003).

C(k) ~ k™!

10 \ ®)

y=1+(In5/1In4)

(b}

Barriére, Comellas, Dalfé e In(d+1)
(2006) h Ind

Distance-labeling and routing

(example g=2)

Grafos Apolonios

A
AAA

Enpaquetamientos Apolonios

And let us not confine our cares

To simple circles, planes and spheres,
But rise to hyper flats and bends
Where kissing multiple appears,

In n-ic space the kissing pairs

Are hyperspheres, and Truth declares -
As n+2 such osculate

Each with an n+1 fold mate

The square of the sum of all the bends
Is n times the sum of their squares.

Thorold Gosset, The Kiss Precise, Nature 139 (1937) 62.
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Grafos Apolonios
Andrade et al. Phys. Rev. Lett. (2005)

Doye, Massen Phys. Rev. £ (2005)
Zhang, Rong, Comellas, Fertin J. Phys.A (2006
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Step (t)

New edges

Number of Ka4q

0 .\'fu’2| 1} | .!_'..\|I.:I.:‘I:'.,I.I- Distribution of vertices and degrees for A{d. 1) at
1 d+1 d+1 Stepl(t) Num. vert, Degree
2 (d+1)? (d+1)? - o
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i (d+1)° (d+ 1) 441 -
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Discrete degree
spectrum (with
larger and larger
Jjumps)

Pown(k) = Fpony NIE )Ny ~ BV

In(d + 1)
Ind

v a1

2 <y < 2.58496

Métodos:

Cdlculo simbdlico (Mathematica,Maple).

Paquetes especificos (NetworkX)
Recursos:

Servidores (Apple Xserve G5, Xeon)
Dificultades:

Tamafio de los grafos (incluso millones de vértices)

Tiempo de cdlculo.




