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Proyecto de Investigamn MTM2005-08595

e Titulo: Formas normales en sistemasatiticos hamiltonianos: nuevos
aspectos faricos y aplicaciones erisgica e Ingeniéa.

e Instituciones: Universidad de La Rioja (cuatro profesores y un alumnc
de doctorado) y UniversidadiBlica de Navarra (dos profesores y un
alumno de doctorado).

e Periodo: 2006-2008.
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Lineas de Investigaon

Dinamica No Lineal y Caos en Sistemas Damicos
e Mecanica celeste: damica orbital y de actitud
e Teoiia de reacciones micas

e Trampas®nicas,atomos de hidigeno sujetos a campos externos
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Problemas de Intés en ksica e Ingeniéa

e Aproximacbn anaitica deorbitas perddicas y otras variedades
invariantes de dimen@h mayor o igual que dos para sistemas de
meanica celeste.

e Dinamica de actitud y control de &dites magiticos orbitando
alrededor de un planeta con magnetosfera.

e Determinaddn de variedades invariantes normalmente hiplézas en
problemas restringidos de tres cuerpos, con especial hineapi
problemas de Astrodamica.
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Problemas de Intés en ksica e Ingeniéa #2

e Estudio de la diamica de cargas confinadas en trampas
electromagaticas perturbadas.

e Estudio de una pddula cargada orbitando alrededor de un planeta co
magnetosfera.

@ Aplicacion a la teoia del estado de transii en diramica molecular.
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Formas Normales

Dado el sistema de ecuaciones diferenciales:

dx

donde la fundn f € C*>;

f:DCRPxR — RP
xt) = f(xt)

el objetivo esencontrar la raxima informaaddn posibledel mismo: soluciones
aproximadas, puntos de equilibriarbitas petbdicas y otras variedades
invariantes, analizar su integrabilidad, estudiar bifurcaciones pgraas, ....

En general

2,_:n 2 3
(e ) =D S falth [fol > elfal > S 1fol > S Ifgl > . A
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Formas Normales #2

En ocasione$ correspondér a uncampo vectorial hamiltonianes decirp
se@ parx = (q,p) y existira una funddn escalar,

n

€
H(d, pse,t) = anoﬁ Hn(a, p;t), |Ho| > e [Ha| > €2 |Hal/2> ...,
tal que:
dg _ on
dt  Jp
g _ oW
dt  0q

SiH(q, p; £, t) no depende explitamente del tiempo, el problema se dice
aubnomoy H es una integral primera del mismo, es decir es constanti

sobre las soluciones
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Transformaciones

Formas Normales #3

Transformaciones de Li@&. Deprit, 1969)
Se construye una aplicé&ci X : (y,t;¢) — x solucbn del P.V.I.

dx oW
o= By %te), x(0) =y

a traves de una funén generatriz

n

Wixte) =Y = Wa(xb)

n>0 nl
tal que el campo vectorial

fxte) = Oi,f (x, 1)

queda transformado en

€
g(X, t; 6) = Zn>OE gn(yv t) .
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Formas Normales #4

Triangulo de Lie—Deprit

% O, O, O3
I I [ [
f(()o) fél) féz} fé3)
s v 1 /

i fie fi?
] / /

fzo) le)
1 /
0)

fs

Recurrencia:

19 =30 +Zk=0<k> (1, Woriid

dondefa, b] = (0a/ox) b — (0b/0x) aes el paéntesis de Lie .
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Transformaciones

Formas Normales #5

Ecuacon homobgica:

En cada orden hay que resolver la ecud@ci en derivadas parciales:

donde:

@ Los términosfén) dependen de lasrdenes anteriores y son conocidos
Q Se eligefé”) para que sea “simple”

© Seresuelve la ecudni resultante pard/,,
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Formas Normales #6

¢ Qe significasimple?

e Puede ser qug (truncado a cierto orden) sea independiente de
autonomiza®n def .

e Sigconmuta con un cierto campo vectorzantonces se introduce una
simetiia continua.

o En el contexto simg@ctico, la simefia continua es una integral (formal)
del hamiltoniano transformado.
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Transformaciones

Formas Normales #7

La transformadnx = X(y, t; ¢) relaciona las coordenadastiguasx con las
nuevasy y es unaransformacbn cercana a la identidad

El cambio directoviene dado por:

8”
X = XWte) =y+), o v

conyéo) =Yy, y,(f)) =0sin>1
El cambio inverses:

" ™
y = Y(xte) = X+Zn>1ﬁxo

conx(()o) = X, xﬁo) =0sin>1
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Reduccbn de la Dimengin de Campos Vectoriales

e Clasificacbn de todas las formas normales correspondientes a
hamiltonianos polibmicos cuadaticos em grados de libertad (forma
normal de Williamson).

e Desarrollo y adaptaén de los programas siralicos elaborados para el
calculo de formas normales.

@ Obtencon de simefias en hamiltonianos en infinitas dimensiones: pas
de ecuaciones en derivadas parciales a ecuaciones diferenciales
ordinarias mediante construdai de formas normales.
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Analisis del Sistema Transformado

Reconstrucdin de la dicamica del sistema original:

e Analisis del flujo fisico y bifurcaciones parafricas en el sistema
transformado y sus implicaciones en el sistema original.

e Determinaddn deorbitas perddicas y otras variedades invariantes: torc
KAM, variedades hiperilicas, variedades centrales, etc. a partir de
soluciones del sistema transformado.

e Continuacdn nunerica de familias dérbitas perbdicas.
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Sistemas de Kepler Perturbados

Objetivos:
e Obtener la posiéin y velocidad del sétite con precigin alta
e Determinar zonas especiales en el espasad para posibles misioner

Los métodos andficossuelen dar resultados satisfactorios

Proporcionarordenes de aproximam altos
Permiten evaluar las solucionest) = (q(t), p(t)), de forma apida

Se puede estudiar la dependencia respecto de condiciones iniciales,

posibles bifurcaciones, etc.
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Sistemas de Kepler Perturbados #2

Coordenadas de Delaunay i
e /: anomala media Ay
e @: argumento del pericentro
e h: argumento del nodo :
e L: accbn relacionada coh =] 19
e G: modulo del momento angul& g y!

e H: tercera componente @&
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Sistemas de Kepler Perturbados #3

Se definen como una perturb@aeiregular deproblema de dos cuerpos

H = Hx +P
donde
3 1 5 5 2 W . (j,k,l,m)
M= GO ) - e P 2

En muchas ocasiones

PIIM (e ghLGH) = (L) <;> Gi"™ (g:h,L,G.H)

gi(l,m)(g, hL,GH) — 5i(|,m) (L,G,H) exp[: (Ig + mh)]
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Sistemas de Kepler Perturbados #4

Aplicaciones:

@ Satlites artificiales y naturales

@ Casodunaresy cometagle problemas de tres cuerpos restringidos
© Problemas de tres cuerpos (Tieode la Luna, etc)

© Problemas de Stgrmer

Dificultades:

e Normalmente hay que resolver la ecuschomobgica

0 Wh O Wh
— W
ol oh
en forma cerrada para la excentricidad y las an@amsal
e Las transformaciones de Lie sonidifes de llevar a cabo @denes .
altos y a veces este requerimiento es indispensable

aF ICn = ﬂén)
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Sistemas de Kepler Perturbados #5

Dilogaritmos y polilogaritmos:

f, ¢y E: respectivamente, anonalerdadera, media y eswtrica

z = exp(v—1E)

B=1/1+mn), n*+e&=1 p=G*/u

/(p e = /(f —0)dl = —Liy(Beexp(v'—1E)) + Li»(Beexp(v/—1E))

P

3
+nlog <F) + epsenE + ZcoszE
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Sistemas de Kepler Perturbados #6

Dilogaritmos y polilogaritmos:
Lim(2): funcion polilogaitmica de orden m

o 2

n>1nm’

(m>2) Lim(2) = /i Lim1(2)dz =)

Liz(2) = —/i log(1—2z)dz
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Teoiia de la Luna

Obijetivo (con Carlos Gacar, Universidad de Zaragoza)

Determinar la posiéin de ladrbita de la Luna medianteé&todos andficos
con una precigin menor a un cefmetro: Problema de tres cuerpos espaci
con masas puntuales.

e Teoiia de Deprit, Henrard y Rom (hacia 1970)
e Teoiria de Chapront y Chapront-Taigentre 1980 y 2000)
e Teoiia de Gutzwiller y Schmidt (entre 1985 y 1990)
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Teoiia de la Luna #2

T+L oo (=1 TI-L -1yl
7(3( L, CF ) L L.Pj(COS(/J)

H— b .
r T RZi2 T+ R

con
cosw =X - X/(rR) :
e X es la distancia de la Tierra a la Lun&yla distancia del Sol al centro
de masas Luna-Tierra.

o El problema se formula en coordenadas de Jacobi, y el sisteraaidin
correspondiente es de cuatro grados de libertad.

e Como pequio paametro tomamos el cociente entre los semiejes
mayoresa, 1/as ~ 1/400.

e Laintegracbn nunerica de las ecuaciones del movimiento es mu’
costosa para intervalos de tiempo largo.
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Teoiia de la Luna #3

Integracon nungrica para un perioday{ 29.5 dias):

e La posicbn de la Luna se calcula con unos diecinueve o veirgita$ de
precisbn.

e El error en la eneii@ y el momento angular total del problema
(constantes del movimiento) es del orden de*0

@ ¢ Se pueden mejorar esas cantidades? ¢ Podemos utiizatas
numeéricos nas @apidos y para intervalos de tiempo mayores?
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Conclusiones

o Las €cnicas andiicas (o semianéicas) resultan muy convenientes en
problemas de démica no lineal.

e Se precisa desarrollar nuevogtodos para abordar problema&sn
complejos:
e Problemas de muchos grados de libertad énallas de profeas, de
ADN, etc.).
e En un problema hamiltoniano cargrados de libertad elimero de
monomios de gradpes (*"~1).

|
e Resultados complementarios a la faate Floquet.

@ Se necesita investigar sobre invariantes correspondientes a grupos d
compactos y no compactos para hacer efectiva la regincis una cierta
E.D.O.
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