Analisi Real i Funcional
Espais de Banach i Operadors

29. Siguin || - ||1 i || - |2 dues normes sobre un espai vectorial £ de manera
que existeix una constant C' > 0 tal que, per a tot x € E,

CH 2 < llzfl < Cllallo.

Direm que les normes sén equivalents. Comproveu que (E, ||-||1) és de Banach
si i només si (E, || - [|2) també ho és.

30. Sigui E un espai normat i /' C E un subespai vectorial.
(a) F de Banach = F tancat en F.
(b) E de Banach i F' tancat en E = F' de Banach.

D’aqui deduim que, si F és un espai de Banach i F* C E un subespai, aleshores
F' de Banach <= F' tancat en E.

31. Sigui E un espai vectorial.

(a) Proveu que si E és de dimensi6 finita, aleshores totes les normes que hi
puguem definir sén equivalents, i amb qualsevol d’elles, F és de Banach.

(b) Deduiu que si E és un espai normat i F' és un subespai vectorial de
dimensié finita, aleshores F' és tancat en E.

32. Sigui (£, ||+ ||) un espai normat i F' C E un subespai tancat propi. Sigui
d la metrica induida per || - ||, és a dir, d(x,y) = ||z — y||, per a tot z,y € E.

(a) Demostreu que per a cada 0 < § < 1, existeix z € E de norma 1 tal
que d(z, F') > 6.
Indicacio: Fizeu x ¢ F i preneuy € F tal que ||z —y| < d(z, F)/0.

(b) Demostreu que si la bola tancada Bg(0,1) = {x € E : ||z|| < 1} és
compacta, aleshores F és de dimensié finita.
Indicacié: Preneu un recobriment finit { Bg(x,,0)}"_, de Bg(0,1) amb
x1,...,vy de Bg(0,1), i proveu que E = (w1, ...,xy). Recordeu l’apar-
tat b) de I’Exercici 31.



33. Definim els segiients espais vectorials de successions de nombres com-
plexos {z,}, C C:

coo ={z ={x}n: {xn € z: 2z, # 0} és un conjunt finit},

co={r={a,}n: 2, - 0},
¢ ={x={x,}, : x és convergent},
0>° ={x ={x,}n : © és acotada}.
Es clar que ¢ C o CcC .
(a) Donant per sabut que

[[#]|cc = sup |2
n>1

defineix una norma sobre (> (i per tant, sobre els subespais cqg, cg, €
que hem definit), proveu que (£°,| - |ls); (co, || * ||oo) 1 (¢, ]| * [|oo) formen
espais de Banach.

(b) Proveu que cy és dens a ¢y. Perque aixod demostra que (cqo, || - ||oo) 1O
és de Banach?

(¢) Es coo dens a ¢? Ta (7

NOTA: Compte amb la notacié! Quan prengueu una successio d’elements
d’aquests espais, denoteu-la per {x7};, per exemple, per no confondre-la amb
= {},.

34. Sigui L2 = {f € L2([=1,1]) : f(t) = —f(—t) a.e t}.

(a) Proveu que si {f,},. € L? convergeix cap a una certa funcié f €
L*([-1,1]), aleshores

[, 110+ senpa=o

(b) Deduiu que (L2, - ||2) és un espai de Banach.

35. Sigui (X, i) un espai de mesura complet. Proveu les segiients afirmaci-
ons (feu servir el Problema 13):

(a) Per 1 < p < o0, si {fu}n € LP(u) és una successié de funcions. Ales-
hores:
fo—=f enl? = f,—= f en mesura.



D’aqui podem deduir que si tenim una successié convergent en LP a f,
aleshores existeix una parcial {f,, }x tal que

fo,. () LN f(x), aezeX.

Alerta 1: En general, NO és cert que la convergencia en LP impliqui
convergencia puntual de la successio de partida!

Alerta 2: Pel que fa al reciproc, la convergéncia puntual d’una suc-
cessio NO implica convergéncia en LP!

(b) Per 1 < p < o0, siguin f, f, : X — C, n > 1 funcions mesurables tals
que:

o fu(x) — f(x) ae. x € X.
e Existeix g € LP(u) tal que |fn(2)| < g(z) ae. z € X.

Aleshores si que tenim f,, — f en LP. Es cert aixd per a p = 00?

36. Sigui C'([0,1]) el conjunt de funcions f : [0,1] — C de classe C! en un
entorn obert de [0, 1]. Proveu que si || - ||« denota la norma del suprem sobre
I'interval [0, 1], aleshores

1fllerqo.y = l1flloe + 111l

és una norma ben definida que déna estructura d’espai de Banach a C*([0, 1]).

Se us acut alguna norma equivalent? Quina norma posarfeu a C*([0, 1]) per
k> 27

37. Considerem 'operador derivada Df = f’ per tota f € C'([0,1]). Estu-
dieu la seva acotacio en els segiients casos. Si ho esta, calculeu la seva norma
i digueu si és accessible!.

(a) D+ (CH([0,1]), [ - lloe) = (C([0,1]), ] - floc)-
(b) D= (CH([0,1]), I ller) = (C([0, 1)), I - llso)-

38. Sigui z = {2, }, una successié de nombres complexos. Recordeu que

1/2
P ={z={r,}, CC: ||z|s = (Z |:13n|2> < 00

'Direm que la norma dun operador acotat T : E — F és accessible si existeix un
element z € E\ {0} tal que | Tz||r = ||T]e=rlz| e

3



(a) Demostreu que si fixem z € £*° aleshores T, definit per

sz = Tz({xn}n) = {Zn'rn}n
és lineal i acotat de €% a (2 amb [|T.]|;2 e = ||2]| -

(b) Suposem que {z,z,}, € ¢* per a tota successié z € (%, Proveu que
z e (™.

39. Sigui 1 < p < oo i p el seu exponent conjugat <p’ = ﬁ). Fixem
Yy = {yn}n €.

(a) Proveu que si definim

uy(x) = any_n7 Vo = {xn}n € épa
n=1

tenim que u, : ¥ — C és una forma lineal i continua amb ||u,||pr_c =
1Yl

(b) Comproveu que si u, = u,, aleshores y = z.

40. Considerem C[z| I'espai de polinomis d’una variable amb coeficients en
C. Donat p(z) = > ,_,axz" un polinomi de grau n, li associem la norma

Ipll = > k= laxl
(a) Li déna aix0 una estructura d’espai de Banach?
(b) Proveu que, per qualsevol k > 0, 'operador
p(w) — a*p(z)
és una isometria de (Clz], || - |]1) en si mateix.

(¢) Relacioneu aixo amb espais de successions i escriviu la conclusié que es
pot treure en aquest cas.

41. BONUS: Sigui g € L'(R") i 1 < p < oo. Definim I'operador

Tyf(z) = . flx —y)g(y)dy, on fe LP(R").

(a) Observeu que T, és un operador lineal.



(b) Proveu que, en els casos p =1, p = o0,
T,: LP(R") — LP(R") (1)
és un operador acotat amb [|Ty || rr—rr < | gL

(c) Observeu que, si definim

W(E) = /E 19(v)ldy

per a tot £ C R™ mesurable Lebesgue, aleshores p és una mesura a R"
(de fet, finita). Per tant, du(y) = |g(y)|dy.

(d) Demostreu que (1) també és acotat en els casos 1 < p < 0.
Indicacio: Compareu-ho amb el cas p = 1 © mireu com salvar les di-
feréncies. Si voleu, podeu fer servir l'apartat (c).

42. Resol el segiient problema de valors inicials a [0,1] com a serie de
Neumann:

u’(t) — tu(t) = 2t, w(0) =0, «'(0) =0.



