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1 Introduccio

El camp de la dindmica complexa ha experimentat molts avengos en els ultims vint anys. Després
d’un periode letargic de gairebé 60 anys, aquesta area de les matematiques ha despertat gracies
a les innovadores aportacions de renombrats matematics com Denis Sullivan, Adrien Douady,
John Hubbard, Mikhail Lyubich i Jean Christophe Yoccoz entre d’altres.

No ens cal oblidar pero, que els fonaments d’aquesta teoria van ser establerts als comencaments
d’aquest segle, principalment per dos matematics francesos anomenats Pierre Fatou i Gaston
Julia, les aportacions dels quals van ser crucials per al desenvolupament modern de la dinamica
complexa.

Dinamica complexa (1-dimensional) és el nom (modern) que rep l'estudi de la iteracié de
funcions holomorfes (0 analitiques complexes) d’una variable. Aixd vol dir que, donada una
funcié ¢ holomorfa definida al pla complex (6 a l'esfera de Riemann), volem estudiar el sistema
dinamic que ve donat pels seus iterats ¢" = ¢ o ™. o .

Pero, per que van decidir Fatou i Julia estudiar iteracié de funcions? En aquestes pagines
intentarem fer un breu relat de com van ser els comengaments de la teoria de la iteracié, qui
foren els seus protagonistes i quines les seves motivacions. Sense fer cap intent d’aprofondir en
la materia, si volem arribar fins alguns dels resultats continguts als treballs de Fatou i Julia, i
que van resultar ser sorprenents a la seva epoca.

2 El meétode de Newton i1 la teoria local

El metode de Newton és probablement el metode iteratiu més conegut i antic que trobem a les
matematiques. Aquest métode serveix per aproximar solucions reals ¢ complexes de ’'equacio
f(z) = 0. Escollint un valor arbitrari z; prou proper a I’arrel buscada «, el metode de Newton
ens proporciona una successié de punts {z,} amb
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i tal que convergeix cap a a.

La primera mencié sobre iteracié de funcions holomorfes es troba en dos estudis detallats del
metode de Newton; un fet per 'alemany Ernst Schroder (1841-1902) al voltant de 1870 [S1, S2],
i un altre, de manera independent, pel britanic Arthur Cayley (1821-1895) al 1879 [C1, C2].

Diferents versions del métode de Newton existeixen des de segles abans de Schroder i Cayley,
sempre pero des d’un punt de vista d’algoritme real. La diferéncia marcada pels estudis d’aquests
dos matematics, és la consideracié del metode com a iteracié de la funcié holomorfa
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en el pla complexe. Pero, de fet, el més significant va ser I'adonar-se’'n de que el metode de
Newton era una de les moltes funcions possibles a iterar i de que podia ser 1til entendre I’iteracié
d’una funcié holomorfa arbitraria ¢(z), en vistes a trobar meétodes potser millors d’aproximacié
d’arrels. Schroder va, demostrar el segiient resultat fonamental.

Teorema 1 (Teorema del punt fix) Sigui ¢(z) una funcié holomorfa en un entorn d’un punt
a satisfent ¢p(a) = a amb |¢'(«a)] < 1. Llavors, per a tot z en un entorn de a tenim que

lim,, o0 ¢"(2) = a.

Els punts que satisfan f(a) = « s’anomenen punts fizos. El nombre p = ¢'(a) rep el nom de
multiplicador del punt fix. Si es dona el cas |p| < 1, diem que el punt fix és atractor. Amb
aquest teorema Schroder va explicar per que funcionava el métode de Newton, veient que les
arrels simples de f(z) sén punts fixos atractors de N(z). (Si l’arrel és miltiple, la singularitat
de N(z) és evitable i el mateix és cert). Schroder també va adonar-se’n de que si p = 0, la
convergeéncia cap a l'arrel era més rapida, i en general, ho era més amb més alt fos I'ordre de la
primera derivada diferent de zero. Aquesta observacié va motivar-lo per intentar trobar altres
metodes de convergencia i per tant, a estudiar iteracié de funcions holomorfes en general.

Un segon problema que va ser adressat (sense gaires resultats) per Schroder i Cayley va ser el
de la iteracié del metode de Newton lluny dels entorns de les arrels. Donat un polinomi quadratic
f(z) amb les seves dues arrels complexes a i b, quines llavors zp produiran una successié que
convergeixi cap a a, i quines llavors en donaran una que convergeixi cap a b? En general, si «
és un punt fix atractor de la funci6 ¢(z), la conca d’atraccié de a es defineix com el conjunt de
punts del pla que produeixen una successié convergent cap a «, és a dir,

Ale) ={z € C[¢"(z) — a}.

Per tant, el problema consistia en saber quins punts del pla pertanyien a cada una de les conques
d’atraccid. El cas quadratic va ser resolt tant per Schroder com per Cayley, amb la demostracié
del segiient teorema.

Teorema 2 Sigui p(z) un polinomi quadratic amb dues arrels diferents. Sigui Np(z) el métode
de Newton aplicat a p(z) i sigui L la bisectriu perpendicular del segment que conecta les dues
arrels de p. Siguin Hy i Hy els semiplans que contenen les arrels a1 i as respectivament. Llavors,
A1) = Hy i A(ag) = Hz. No obstant, si zy € L, aleshores la successié Ny (20) no convergeiz
ni cap a a1 Ni cap a Q.

Cayley va veure aquest resultat com el punt de partida per I'estudi de les arrels de polinomis de
grau arbitrari. No obstant, mai va passar de grau 2. De fet, Cayley va escriure

. La divisié [del pla en conques diferents| es fa sense dificultat en el cas
quadratic; pero en el cas segiient, el d’'una equacié cibica, no és en absolut obvi
quina és la divisi6; i 'autor no ha aconseguit trobar-la... [C3]

No és dificil endevinar les dificultats que va trobar Cayley al voler fer aquest estudi. Com es va
demostrar posteriorment (uns quaranta anys més tard) pels graus majors 0 iguals a tres, les di-
visions entre les conques d’atraccié de les arrels respectives sén “corbes” fractals extremadament
complicades que divideixen el pla en infinites components connexes. A més, qualsevol entorn
d’un punt arbitrari en aquestes corbes, conté punts que pertanyen a totes les conques d’atraccio.
Aquestes dificultats sén la causa de que fos virtualment impossible resoldre aquest problema pel
cami del calcul directe, tal i com Schréder i Cayley ho intentaven.

Tot i que un nombre considerable de matematics com Korkine, Farkas, Koenigs, Bottcher,
Siegel, Darboux, Leau i altres van fer importants aportacions a la recient nascuda teoria de



Figure 1: Les conques d’atraccié del metode de Newton per q(2) = 22 — 1 (esquerra) i per p(z) =
2(z—1)(z —ei™/%) (dreta). El color negre indica els punts a la frontera entre diferents conques d’atraccié.

iteracié de funcions holomorfes, aquestes van ser sempre de caire local, és a dir, aprofondien en
el comportament dels iterats en entorns dels punts fixos, no només en el cas atractor, sino per
diferents valors del multiplicador.

3 El Grand Prizi la teoria global

No va ser fins als treballs de Pierre Fatou (1878-1929) i de Gaston Julia (1893-1978) als voltans
dels anys 20, que la teoria global va ser seriosament adregada. Aquest dos matematics van estu-
diar principalment la iteracié de funcions holomorfes de I'esfera de Riemann, és a dir, funcions
del tipus ¢(z) = f]% on p(z) i (g(z) sén polinomis i z pertany al pla ampliat C = C U oo,
identificat amb 'esfera mitjancant la projeccié estereografica. Per aquestes funcions es defineix
el grau de ¢ com el maxim dels graus de p i g, i es consideren sempre funcions de grau d > 2,
ja que les funcions de grau 1 (transformacions de Mdbius) no sén interessants des del punt de

vista iteratiu.

Un punt z € C és un punt critic de ¢ si ¢'(z) = 0. Aquests sén els tinics punts on ¢ no és un
homeomorfisme local. Les funcions racional sén expansives en mitjana perd molt contractives
al voltant dels punts critics. Aquesta tensié és la responsable de que la dindmica sigui tan
interessant. Recordem que, per exemple, els zeros d’una funcié f(z) sén punts critics (i fixos)
de la funcié racional donada pel métode de Newton Nf(z).

De gran influéncia en Fatou i Julia van ser els treballs de Cantor, Lebesgue, Borel i Baire sobre
conjunts i funcions que aleshores van ser anomenades “patologiques”, altrament tan criticats per
altres matematics més conservadors de ’época. (En una carta de Charles Hermite a Thomas
Stieltjes es llegeix: “ ... Fujo amb por i horror davant la plaga lamentable de funcions sense
derivades ... [HCS]”.)

Pero Fatou va demostrar que molts d’aquests conjunts patologics apareixen de manera nat-
ural en la iteracié de funcions complexes. En el seu curt article [F1] del 1906, va demostrar el
segilent teorema, considerat com el primer resultat general de caire global.

Teorema 3 Sigui ¢(z) una funcid racional de grau d > 1, amb un dnic punt fiz atractor a.
Suposem que un entorn de a conté tots els punts critics de ¢ i en aquest entorn, tots els punts
convergeizen a « sota iteracio. Llavors, el conjunt J a l’esfera de Riemann, de punts que mo
convergeizen a « sota iteracid és un conjunt totalment disconnex i perfecte.

Aquest conjunt J va ser un dels primers analegs 2-dimensionals dels conjunts de Cantor de la
recta real.



A Tany 1915, ’Académia de la Ciéncia Francesa va anunciar que donaria el Grand Priz
des Sciences mathématiques de 1918 — i 3000 francs — al millor estudi sobre iteraci6. A la
convocatoria del Premi, es mencionava la importancia de la iteracié en, per exemple, els treballs
de Henri Poincaré sobre mecanica celest. Es demanava especificament que els treballs candidats
adressessin el problema des d’un punt de vista global.

L’Académia va otorgar el premi a Gaston Julia pel seu article [J1] del 1918 tot i calificant-lo
com a treball d’un gran nivell. També va otorgar una mencié honorifica al segon concursant,
el matematic Samuel Lattés. Fatou no va arribar a concursar tot i que el seu tractat [F2] del
1919 va estar clarament motivat pel premi. La raé sembla ser que Fatou va anunciar diversos
dels seus resultats al Decembre del 1917 [F3]. Dues setmanes més tard, Julia va anunciar que ell
ja havia demostrat aquells resultats anteriorment, donant com a prova quatre cartes segellades
dipositades a la secretaria de ’Academia amb dates 4 de Juny, 17 d’Agost, Setembre 17 i
Decembre 10 de 1917. La qiiestié de prioritat va ser poc després confirmada per I’Académia, el
que segurament devia fer que Fatou descartés la idea de concursar. Aquest episodi ha crescut
fins agafar enormes proporcions en el folklore matematic. Fins i tot es diu que Julia va acusar
publicament a Fatou de robar els seus resultats, tot i que no sembla haver cap fonament per
aquesta afirmacié.

4 Els conjunts de Fatou i Julia

La innovacié més important en els treballs de Fatou i Julia és, sens dubte, 1'is de la teoria
de families normals per a partir l'esfera en dos conjunts de comportament dindmic totalment
diferent; aquests conjunts sén avui coneguts com els conjunts de Fatou i de Julia.

Definicié  Sigui ¢ una funci6 holomorfa a C. Definim el conjunt estable 0 de Fatou de ¢,
F(¢), com el conjunt de punts z € C pels que existeix un entorn U de z on {¢"|y} és una
familia normal. Es a dir, tota successié d’iterats té una parcial convergent uniformement sobre
compactes de U, bé cap a una funcié holomorfa o bé cap a infinit.

Intuitivament, els punts del conjunt estable sén aquells que es comporten, sota iteracid, igual
que els seus veins propers. Per exemple, tots els punts dins d’una conca d’atraccié pertanyen
al conjunt estable, ja que la successié d’iterats convergeix uniformement a la funcié constant
#(z) = a. Poden haver altres tipus de punts al conjunt estable. Tots junts formen un conjunt
obert i totalment invariant, és a dir, les imatges i preimatges dels punts de F(¢) pertanyen a
F(¢).

El complementari del conjunt de Fatou J(¢) = C \ F(¢) s’anomena el conjunt de Julia de
¢. El conjunt de Julia és tancat (ja que és el complementari d’un obert) i també és totalment
invariant. Aquests sén els punts inestables 0 “caotics”, és a dir, punts que pertanyen a la frontera
de diferents components estables. Quan parlem del meétode de Newton, aquests punts sén els
que donen lloc a successions que no convergiran cap a cap de les arrels de la funcié.

Tant Fatou com Julia van estar molt intrigats davant el fet de que el conjunt de Julia, en
molts casos, semblava ser un conjunt peculiar i complicat (al menys pels standards de I’época).
Fatou ja havia descrit alguns casos on J era totalment disconnex i perfecte perd, més en general,
van demostrar, d’entre altres, les segiients propietats.

e J és perfecte.
e L’interior de J és buit 0 be J és tota l'esfera.
e Per qualsevol z € J, les preimages de z son denses a J.

e J és la clausura dels punts periodics repulsors.



Per punt periodic de periode n entenem un punt « € C tal que ¢"(a) = a, és a dir, un punt
fix de ¢™. El seu multiplicador és llavors p = (¢")'(c). Si |p| < 1 el punt periodic s’anomena
atractor, ja que “atrau” punts propers sota la iteracié de ¢™. En cas de tenir |p| > 1 el punt
periodic s’anomena repulsor, ja que punts propers a « “s’allunyen” d’ell al menys durant les
primeres iteracions de ¢". Es facil veure que els punts periodics repulsors no poden estar al
conjunt estable i per tant pertanyen al conjunt de Julia. No ho és tant perd veure que aquests
han de ser densos dins de J.

Una altra propietat ben coneguda dels conjunts de Julia és l'autosimilitud. Si prenem qual-
sevol tros Jp de J (i.e. linterseccié de qualsevol obert V' de C amb J) trobarem un nombre
n tal que ¢"(Jy) = J. Donat que ¢ preserva els angles (és una funcié holomorfa) i per tant
no distorsiona les imatges, aix0 justifica el fet de que al fer augments de petites porcions d’un
conjunt de Julia veiem sempre parts del conjunt total. Tot i que no tenien ordinadors a I’abast,
Fatou i Julia ja van preveure 1'autosimilitud (veure Figura 2).

... Un pot dir que de qualsevol petita porcié de J, un pot generar J en la seva
totalitat en un nombre finit d’iteracions ... L’estructura de J és la mateixa que la
de qualsevol de les seves parts [J1].

Figure 2: (Esquerra) Intent de Julia de dibuixar .J pel polinomi cibic ¢(z) = (1/2)(3z — 22). A la dreta
podem veure el conjunt de Julia de ¢.

5 Desenvolupament posterior

Fatou i Julia van fer una descripcié extensa i detallada dels conjunts F' i J perd també van
deixar en el cami multitud de problemes oberts. L’exemple més relevant és potser la classificacié
complerta de les components del conjunt de Fatou. No va ser fins al 1982 que D. Sullivan
va, aplicar la teoria de funcions quasiconformes per a demostrar que no podien existir dominis
errants. Aquest va ser l'inici d’una nova etapa, Iactual, en Iestudi de la teoria de iteracio.
També el neixement dels ordinadors ha jugat un paper important en aquest resurgiment. Potser
van ser les imatges, que no havien pogut ser vistes fins al moment, les veritables responsables
de la popularitat de la dinamica complexa en els anys 80.

Molts dels problemes ja establerts per Fatou i Julia segueixen essent avui objecta de recerca
activa. De fet, alguns dels més relevants sén fins i tot anteriors a aquests dos matematics, com
per exemple molts aspectes de la teoria local al voltant de punts fixos amb multiplicador de
modul 1.

Pero un dels objectes que ha atret més atencié en els iltims anys només va ser intuit de manera
passatgera per Fatou. Ens referim al renombrat conjunt de Mandelbrot, M, que correspon al



conjunt de valors ¢ € C pels quals el conjunt de Julia de P,.(z) = 22 + ¢ és connex (veure Figura
3). Tot i que Fatou ja va parlar en ocasions d’aquesta familia de polinomis per il.lustrar com
perturbacions d’un conjunt de Cantor podien continuar tenint les mateixes propietats, mai va
adrecar el problema de I'estudi sistematic de I’espai de parametres.
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Figure 3: La frontera del conjunt de Mandelbrot M. Alguns valors de ¢ € M amb els seus corresponents
conjunts de Julia.

Tot i que el conjunt de Mandelbrot és el conjunt de bifurcacions més simple imaginable,
molts aspectes sén encara objecte de recerca activa. Altres espais de parametres, com el de
les funcions racionals de grau fixat 0 el de les funcions exponencials sén encara territori per

descubrir.
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