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La conjectura de Taniyama-Shimura

Teorema (Wiles, Breuil, Conrad, Diamond, Taylor, 2001)

C/Q corba el liptica. Per a algun N existeix una isogénia definida
sobre Q

Ji(N) — C.

Es a dir, C és un factor simple de J; (N) llevat de Q-isogénia.
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La conjectura de Taniyama-Shimura

Teorema (Wiles, Breuil, Conrad, Diamond, Taylor, 2001)

C/Q corba el liptica. Per a algun N existeix una isogénia definida
sobre Q

Ji(N) — C.

Es a dir, C és un factor simple de J; (N) llevat de Q-isogénia.

@ Caracteritzacio de les varietats abelianes de dimensi6é 1 que
apareixen com a factors Q-simples llevat d’'isogénia de les
varietats J;(N):

» Son totes les corbes el-liptiques definides sobre Q

Xevi Guitart (UPC) Abelian Varieties over Q and Modular Forms STNB 2009

3/26




En aquest article Ribet demostra* dues generalitzacions de
Taniyama-Shimura:
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En aquest article Ribet demostra* dues generalitzacions de
Taniyama-Shimura:

@ Caracteritza les varietats abelianes A/Q de qualsevol dimensi
que apareixen com a factors Q-simples llevat d'isogénia de les
diferents varietats J;(N).
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En aquest article Ribet demostra* dues generalitzacions de
Taniyama-Shimura:
@ Caracteritza les varietats abelianes A/Q de qualsevol dimensi
que apareixen com a factors Q-simples llevat d'isogénia de les
diferents varietats J;(N).

» Sén les varietats abelianes de tipus GLo.
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Taniyama-Shimura:

@ Caracteritza les varietats abelianes A/Q de qualsevol dimensié
que apareixen com a factors Q-simples llevat d’isogenia de les
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» Sén les varietats abelianes de tipus GLo.

@ Caracteritza les corbes el-liptiques C/Q que apareixen com a
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En aquest article Ribet demostra* dues generalitzacions de
Taniyama-Shimura:

@ Caracteritza les varietats abelianes A/Q de qualsevol dimensi
que apareixen com a factors Q-simples llevat d'isogénia de les
diferents varietats J;(N).

» Sén les varietats abelianes de tipus GLo.
@ Caracteritza les corbes el-liptiques C/Q que apareixen com a
factors Q-simples llevat d'isogénia de les diferents Ji(N)g.
» Son les Q-corbes el-liptiques.
(*) Suposant certa la Conjectura de Serre sobre representacions de
Galois.
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Varietats Abelianes de tipus GL»

Definicié
Una varietat abeliana A/Q és de tipus GL; si End(%(A) = Endg(A) ®z Q
€s un cos de nombres de grau igual a la dimensié de A.
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€s un cos de nombres de grau igual a la dimensié de A.

Exemples
@ C/Q corba el-liptica: End}(C) ~ Q
Q f=>"anq" € Sy(I'(N)) parabdlica normalitzada i forma propia
pels operadors de Hecke
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Varietats Abelianes de tipus GL»

Definicié
Una varietat abeliana A/Q és de tipus GL; si End(%(A) = Endg(A) ®z Q
€s un cos de nombres de grau igual a la dimensié de A.

Exemples
@ C/Q corba el-liptica: End}(C) ~ Q
Q f=>"anq" € Sy(I'(N)) parabdlica normalitzada i forma propia
pels operadors de Hecke
Shimura associa a f una varietat abeliana Ay de tipus GLo
Ay és un quocient de Jy (N) i End(As) ~ Q(...,an,...)
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Teorema (Ribet, 1980)

Ji(N) és isdgena a un producte de varietats de tipus Ay.
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Teorema (Ribet, 1980)
Ji(N) és isdgena a un producte de varietats de tipus Ay. J

@ Per tant: si A/Q és un factor simple de J;(N) = A~ A; = Aés de
tipus GL»
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Teorema (Ribet, 1980)
Ji(N) és isdgena a un producte de varietats de tipus Ay. J

@ Per tant: si A/Q és un factor simple de J;(N) = A~ A; = Aés de
tipus GL»

Teorema (Ribet, AVQMF 1992)

A/Q de tipus GL, = A és isogena a un quocient d’algun J;(N).
Equivalentment: A de tipus GL, = A és isdgena a alguna A
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Teorema (Ribet, 1980)
Ji(N) és isdgena a un producte de varietats de tipus Ay. J

@ Per tant: si A/Q és un factor simple de J;(N) = A~ A; = Aés de
tipus GL»

Teorema (Ribet, AVQMF 1992)

A/Q de tipus GL, = A és isogena a un quocient d’algun J;(N).
Equivalentment: A de tipus GL, = A és isdgena a alguna A

Ingredients de la demostracio:
@ Conjectura de Serre
@ Teorema de la isogénia de Faltings
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Representacions associades a Varietats de Tipus GL»
Ade tipus GL, E = End(A), V,(A) = T,(A) ®z Q.
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Representacions associades a Varietats de Tipus GL»
Ade tipus GL, E = End(A), V,(A) = T,(A) ®z Q.

@ V(A) és un E ®g Q,-modul lliure de rang Z[dE‘:("é]A -2

@ Tenim la representacio ¢-adica

pe : Go — Autggg, (Vi(A)) ~ GLo(E @ Q)
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Representacions associades a Varietats de Tipus GL»

Ade tipus GL, E = End(A), V,(A) = T,(A) ®z Q.

2dimA __
[Eql = 2

@ V,(A) és un E ®g Q,-modul lliure de rang
@ Tenim la representacio ¢-adica

pe : Go — Autggg, (Vi(A)) ~ GLo(E @ Q)

@ Comque E ®g Q; ~ [], ¥ E, tenim:

pe: Gg — GLp(E ® Q) ~ ] GL2(E))
A|¢

@ Per a cada primer A de E amb X | ¢ tenim una representacio
A-adica
PN - G@ e GLZ(E)\)
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Representacions associades a Varietats de Tipus GL»
Ade tipus GL, E = End(A), V,(A) = T,(A) ®z Q.

2dimA __
[Eql = 2

@ V,(A) és un E ®g Q,-modul lliure de rang
@ Tenim la representacio ¢-adica

pe : Go — Autggg, (Vi(A)) ~ GLo(E @ Q)

@ Comque E ®g Q; ~ [], ¥ E, tenim:

pe: Gg — GLp(E ® Q) ~ ] GL2(E))
A|¢

@ Per a cada primer A de E amb X | ¢ tenim una representacio
A-adica
PN - GQ — GLZ(E)\)
Propietat: si p # ¢ primer de bona reduccié de A aleshores:
> p»x és no ramificada en p
» el polinomi caracteristic de py(Frob,) té coef. a E, i no depén de £.
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Reduccions de les representacions A-adiques

A de tipus GLp, E = End{)(A), O = anell d'enters de E.

@ Podem suposar que Endg(A) ~ O
(canviant si cal A per una varietat isdogena)

@ Les representacions A-adiques tenen coeficients a O,:

pe : Gg — Autogz, (Ti(A)) ~ GLa(0 ® Zg) ~ [ ] GL2(05)
bW

Xevi Guitart (UPC) Abelian Varieties over Q and Modular Forms STNB 2009 10/26



Reduccions de les representacions A-adiques

A de tipus GLp, E = End{)(A), O = anell d'enters de E.

@ Podem suposar que Endg(A) ~ O
(canviant si cal A per una varietat isdogena)

@ Les representacions A-adiques tenen coeficients a O,:

P GQ — Aut(9®ZZ(Tg(A)) ~ GLQ(O & Zg) ~ H GLZ(O)\)
N

@ Lared. mod. )\ és: Py - GQ — GLZ(OA/)\O)\) ~ GLZ(]F)\)
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Representacions associades a formes modulars
Teorema

f=> anq" € Sk(I'1(N)) forma propia pels operadors de Hecke
E;=Q(...,an,...), Of = anell d’enters d'E;.
Existeix una representacio

pte - Gg — GLo(Of ®z Zy)

associada a f:

v
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Representacions associades a formes modulars
Teorema
f=> anq" € Sk(I'1(N)) forma propia pels operadors de Hecke

E;=Q(...,an,...), Of = anell d’enters d'E;.
Existeix una representacio

pte - Gg — GLo(Of ®z Zy)

associada a f:

@ sip{ - N: p, és no ramificada en p, tr(py ¢(Frobp)) = ap, i
det pr ¢(Frobp) = e(p) - p¥1.
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Representacions associades a formes modulars
Teorema
f=> anq" € Sk(I'1(N)) forma propia pels operadors de Hecke

E;=Q(...,an,...), Of = anell d’enters d'E;.
Existeix una representacio

Pre: G@ — GLQ(Of X7z Zg) A H GLQ(Of’}‘\)
X|¢
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Representacions associades a formes modulars
Teorema

f=> anq" € Sk(I'1(N)) forma propia pels operadors de Hecke
E;=Q(...,an,...), Of = anell d’enters d'E;.
Existeix una representacio

Pre: G@ — GLQ(Of X7z Zg) A H GLQ(Of,}‘\)
X|¢
associada a f:

@ sip{ - N: p, és no ramificada en p, tr(py ¢(Frobp)) = ap, i
det pr ¢(Frobp) = e(p) - p¥1.

Per a cada ) | £ tenim

pfy}'\ : Gg — GLQ(Oﬂ;\/;\Oﬂ:\) C GLQ(F@)

que és continua, irreductible (quasi sempre) i senar.
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La Conjectura de Serre
Conjectura de Serre

Sigui p : Gg — GLp(F/) una representacioé continua, irreductible i
senar. Aleshores existeix f € Sk(I'1(N)) i A C O¢ tal que

P = Pr 5

A meés, la conjectura dona una recepta per a calcular k = k(p) i un
nivell N = N(p) per a una forma f que resol el problema.
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La Conjectura de Serre
Conjectura de Serre

Sigui p : Gg — GLp(F/) una representacioé continua, irreductible i
senar. Aleshores existeix f € Sk(I'1(N)) i A C O¢ tal que

P = Pr 5

A meés, la conjectura dona una recepta per a calcular k = k(p) i un
nivell N = N(p) per a una forma f que resol el problema.

Aplicacio a les varietats de tipus GL,

Lema previ: quasi per a tot A la representacio p, és senar i
absolutament irreductible.

v
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La Conjectura de Serre
Conjectura de Serre

Sigui p : Gp — GLo(F,) una representaciNC’J continua, irreductible i
senar. Aleshores existeix f € Sk(I'1(N)) i A C Oy tal que

P = Pr 5

A meés, la conjectura dona una recepta per a calcular k = k(p) i un
nivell N = N(p) per a una forma f que resol el problema.

Aplicacio a les varietats de tipus GL,

Lema previ: quasi per a tot A la representacio p, és senar i
absolutament irreductible.

Per a aquests ) la representacio 5, és modular: existeix una forma
modular f, € Sk, (Ny) i un primer X de Oy, tal que

Py = ﬁfx,}'\

v
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Sigui A el conjunt infinit de primers A tals que p, és irreductible i A té
bona reduccio en £()\).
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Sigui A el conjunt infinit de primers A tals que p, és irreductible i A té
bona reduccio en £()\).

Lema 1
Peratot A € A, esté que k), =2 J
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Sigui A el conjunt infinit de primers A tals que p, és irreductible i A té

bona reduccio en £()\).

Lema 1
Peratot A € A, esté que k), =2

Demostracié.
© detpy |l =X,
@ Até bona reducci6 en ¢
@ Un teorema de Serre implica que k) = 2.
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Sigui A el conjunt infinit de primers A tals que p, és irreductible i A té
bona reduccio en £()\).

Lema 1
Peratot A € A, esté que k), =2 J

Demostracié.
© detpy |l =X,
@ Até bona reducci6 en ¢
@ Un teorema de Serre implica que k) = 2.

Lema 2
Els nivells N, estan fitats, per A € A J
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Sigui A el conjunt infinit de primers A tals que p, és irreductible i A té
bona reduccio en £()\).

Lema 1
Peratot A € A, esté que ky, =2 J

Demostracié.
© detpy |l =X,
@ Até bona reducci6 en /¢
@ Un teorema de Serre implica que k) = 2.

Lema 2
Els nivells N, estan fitats, per A € A J

Demostracié.
@ Formula per a N\ = N, divideix el conductor de p)
@ El conductor de p), divideix el conductor de py,
@ El conductor de p, no depen de ¢ (és el conductor de A)

Xevi Guitart (UPC) Abelian Varieties over Q and Modular Forms STNB 2009 13/26



@ Hi ha un nombre finit de formes modulars de pes 2 que donen lloc
a infinites p,.
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@ Hi ha un nombre finit de formes modulars de pes 2 que donen lloc
a infinites p,.
@ Existeix una forma f € Sy(I'1(N)) que doéna lloc a infinites p,.
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@ Hi ha un nombre finit de formes modulars de pes 2 que donen lloc
a infinites p,.

@ Existeix una forma f € Sy(I'1(N)) que doéna lloc a infinites p,.

@ Veiem que A ~ As.
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@ Hi ha un nombre finit de formes modulars de pes 2 que donen lloc
a infinites p,.

@ Existeix una forma f € Sy(I'1(N)) que ddna lloc a infinites 75,.

@ Veiem que A ~ As.

Teorema (Faltings)
A~ Ar = Lp(A,s) = Lp(As, s) quasi per a tot p

Ly(A, s) = det(1 — p~ - Froby, | Ty(A))~"

Ly(As, 8) = det(1 — p~S - Frob, | Ty(A;)) ™"
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o Existeixen infinits A € A tals que 7, ~ p,, 5 per aalgun A
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@ Existeixen infinits A € A tals que 5, ~ P, 5 Pera algun \

@ Sigui p un primer de bona reduccié. Aleshores:

» Els polinomis caracteristics de Frob, per a les dues
representacions son iguals
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@ Existeixen infinits A € A tals que 5, ~ Pa,x Pera algun X

@ Sigui p un primer de bona reduccié. Aleshores:

» Els polinomis caracteristics de Frob, per a les dues
representacions son iguals y
» det(1—p~°-Frob, | T;(A)) mod X\ = det(1—p~3-Frob, | T¢(Ar)) mod A
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@ Existeixen infinits A € A tals que 5, ~ Pa, 5 Pera algun X

@ Sigui p un primer de bona reducci6. Aleshores:
» Els polinomis caracteristics de Frob, per a les dues
representacions sén iguals
» det(1—p~S-Frob, | T,(A)) mod A = det(1—p~3-Frob, | T;(A¢)) mod \
» det(1 — p~° - Frob, | Ty(A)) = det(1 — p~° - Frob, | T;(Ar)) mod \’
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@ Existeixen infinits A € A tals que 5, ~ Pa, 5 Pera algun X

@ Sigui p un primer de bona reducci6. Aleshores:

» Els polinomis caracteristics de Frob, per a les dues
representacions sén iguals
» det(1—p~S-Frob, | T,(A)) mod A = det(1—p~3-Frob, | T;(A¢)) mod \
» det(1 — p~° - Frob, | Ty(A)) = det(1 — p~° - Frob, | T;(Ar)) mod \’
» det(1 — p~° - Frob, | Ty(A))idet(1 —p—°-Frob, | Ty(As))
son congruents modul infinits primers.
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@ Existeixen infinits A € A tals que 5, ~ Pa, 5 Pera algun X

@ Sigui p un primer de bona reduccié. Aleshores:

» Els polinomis caracteristics de Frob, per a les dues
representacions sén iguals

» det(1—p~S-Frob, | T,(A)) mod A = det(1—p~3-Frob, | T;(A¢)) mod \

» det(1 — p~° - Frob, | Ty(A)) = det(1 — p~° - Frob, | T;(Ar)) mod \’

» det(1 — p~° - Frob, | Ty(A))idet(1 —p—°-Frob, | Ty(As))
son congruents modul infinits primers.
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@ Existeixen infinits A € A tals que 5, ~ Pa, 5 Pera algun X

@ Sigui p un primer de bona reducci6. Aleshores:

» Els polinomis caracteristics de Frob, per a les dues
representacions sén iguals

» det(1—p~S-Frob, | T,(A)) mod A = det(1—p~3-Frob, | T;(A¢)) mod \

» det(1 — p~° - Frob, | Ty(A)) = det(1 — p~° - Frob, | T;(Ar)) mod \’

» det(1 — p~° - Frob, | Ty(A))idet(1 —p—°-Frob, | Ty(As))
son congruents modul infinits primers.

» det(1 — p~° - Frob, | Ty(A)) =det(1 — p~° - Frob, | T;(Af))

» Ly(A,s) = Lp(Ar,s) quasi peratot p = A~ Ay
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e Q-Corbes com a factors simples de dim 1 de les J;(N)g
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Q-Corbes

Definicio
Una Q-corba és una corba el-liptica C/Q que és isdgena a totes les
seves conjugades per Galois. Es a dir, per a tot 0 € Gg existeix una
isogénia

e :°C — C
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Q-Corbes

Definicio
Una Q-corba és una corba el-liptica C/Q que és isdgena a totes les
seves conjugades per Galois. Es a dir, per a tot 0 € Gg existeix una
isogénia

e :°C — C

Teorema (Ribet, AVQMF 1992)

Assumint la conjectura de Serre, aleshores una corba el-liptica C/Q
és isdgena a un factor d’alguna varietat de la forma J;(N) si i només si
C és una Q-corba.

v
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Q-Corbes
Definicio
Una Q-corba és una corba el-liptica C/Q que és isdgena a totes les
seves conjugades per Galois. Es a dir, per a tot 0 € Gg existeix una
isogénia

e :°C — C

Teorema (Ribet, AVQMF 1992)

Assumint la conjectura de Serre, aleshores una corba el-liptica C/Q
és isdgena a un factor d’alguna varietat de la forma J;(N) si i només si
C és una Q-corba.

v

Equivalentment

Una corba el-liptica C/Q és isdgena a un factor d’'una varietat de tipus
GL, si i només si C és una Q-corba.
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Varietats de tipus GL, amb CM

Teorema (Shimura, 1972)

Sigui A una varietat abeliana de tipus GL». Si A té alguna subvarietat
amb CM, aleshores

Az ~C"

on C/Q és una corba el-liptica amb multiplicacié complexa.
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Varietats de tipus GL, amb CM

Teorema (Shimura, 1972)

Sigui A una varietat abeliana de tipus GL». Si A té alguna subvarietat
amb CM, aleshores

Az ~C"

on C/Q és una corba el-liptica amb multiplicacié complexa.

@ CésunaQ-corba (C"~°A=A~C"=7C~ Q)
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Varietats de tipus GL, amb CM

Teorema (Shimura, 1972)

Sigui A una varietat abeliana de tipus GLo. Si Ay té alguna subvarietat
amb CM, aleshores
Ay~ C"

on C/Q és una corba el-liptica amb multiplicacié complexa.

@ CésunaQ-corba (°C"~’A=A~C"=7C~ C)

Teorema (Shimura, 1971)

Tota Q-corba amb multiplicacié complexa isdbgena a un factor d’alguna
varietat de tipus GL,.
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De Varietats de Tipus GL, sense CM a QQ-corbes
A varietat de tipus GLp, E = End{)(A).
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De Varietats de Tipus GL, sense CM a QQ-corbes
A varietat de tipus GLp, E = End{)(A).

Proposicié (Ribet, AVQMF 1992)
Si Ag no té cap subvarietat amb CM, aleshores

Ag ~ B"

on B és una varietat Q-simple. En particular, si una corba el-liptica C
és quocient de Ag aleshores C és una Q-corba.
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De Varietats de Tipus GL, sense CM a QQ-corbes
A varietat de tipus GLp, E = End{)(A).

Proposicié (Ribet, AVQMF 1992)
Si Ag no té cap subvarietat amb CM, aleshores

Ag ~ B"

on B és una varietat Q-simple. En particular, si una corba el-liptica C
és quocient de Ag aleshores C és una Q-corba.

Demostracio.
n 1 N,
@ Ag ~ By' x By? x -+ x Bg®
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De Varietats de Tipus GL, sense CM a QQ-corbes
A varietat de tipus GLp, E = EndQ(A).

Proposicié (Ribet, AVQMF 1992)
Si Ag no té cap subvarietat amb CM, aleshores

Ag ~ B"

on B és una varietat Q-simple. En particular, si una corba el-liptica C
és quocient de Ag aleshores C és una Q-corba.

Demostracié.
® Ay ~ B x B> x - x Bg®
@ Ecos = EactuaenB" = [E:Q]|2-n;-dimB;
@ [E:Q=dmA=) n;-dimB;
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De Varietats de Tipus GL, sense CM a QQ-corbes
A varietat de tipus GLp, E = EndQ(A).

Proposicié (Ribet, AVQMF 1992)
Si Ag no té cap subvarietat amb CM, aleshores

Ag ~ B"

on B és una varietat Q-simple. En particular, si una corba el-liptica C
és quocient de Ag aleshores C és una Q-corba.

Demostracié.
® Ay ~ B x B> x - x Bg®
@ Ecos = EactuaenB" = [E:Q]|2-n;-dimB;
@ [E:Q]=dmA=> n;-dimB;
° [E:Q]=dmB"o[E:Q]=2-dmB"
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De Varietats de Tipus GL, sense CM a QQ-corbes
A varietat de tipus GL,, E = End)(A).

Proposicié (Ribet, AVQMF 1992)
Si Ag no té cap subvarietat amb CM, aleshores

Ag ~ B"

on B és una varietat Q-simple. En particular, si una corba el-liptica C
és quocient de Ay aleshores C és una Q-corba.

Demostracio.
@ Ay ~ B x By? x .- x Bg®
@ Ecos= EactuaenB" = [E:Q]|2n;-dimB
@ [E:Q]=dmA=> n;-dimB;
o [E:Q]=dimB"
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De Varietats de Tipus GL, sense CM a QQ-corbes
A varietat de tipus GL,, E = End)(A).

Proposicié (Ribet, AVQMF 1992)
Si Ag no té cap subvarietat amb CM, aleshores

Ag ~ B"

on B és una varietat Q-simple. En particular, si una corba el-liptica C
és quocient de Ay aleshores C és una Q-corba.

Demostracio.
@ Ay ~ B x By? x .- x Bg®
@ Ecos= EactuaenB" = [E:Q]|2n;-dimB
@ [E:Q]=dmA=> n;-dimB;
® [E:Q]=dimB"= Ay ~ B}
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De QQ-corbes a varietats de tipus GL,

Teorema (Ribet, AVQMF 1992)

Si C/Q és una Q-corba sense CM, aleshores existeix una varietat A/Q
de tipus GL; tal que Ag ~ cn.
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De QQ-corbes a varietats de tipus GL,

Teorema (Ribet, AVQMF 1992)

Si C/Q és una Q-corba sense CM, aleshores existeix una varietat A/Q
de tipus GL; tal que Ag ~ C".

@ Cal veure:

@ per a cert n existeix una varietat A/Q amb Ag ~ C"
@ End)(A) és un cos de grau n.
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Teorema de descens de Weil per a Varietats

L/K extensi6 de Galois, B/L una varietat algebraica quasiprojectiva.
Existeix una varietat A/K isomorfa a B si i només si per a tot
o € Gal(L/K) existeix un isomorfisme ¢, : “B—B i es satisfa que

¢UOU¢TO¢;—: =1
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Teorema de descens de Weil per a Varietats

L/K extensi6 de Galois, B/L una varietat algebraica quasiprojectiva.
Existeix una varietat A/K isomorfa a B si i només si per a tot
o € Gal(L/K) existeix un isomorfisme ¢, : “B—B i es satisfa que

b0 0%y 0 71 =1

Ribet: descens per a varietats abelianes llevat d'isogénia
B/L varietat abeliana. Existeix una varietat A/K isogena a B si i
només si per a tot 0 € Gal(L/K) existeix una isogénia . : “B—Bies
satisfa que

NUOUNTOPL;; =1
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C una Q-corba: y, : °C — C
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C una Q-corba: y, : °C — C

@ tgoTpuro ,U,U.: € Endo(C)* =Qr
1 .
P C Hor O_TC Hr O_C Ho

C

Xevi Guitart (UPC)
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C una Q-corba: yu, : °C — C
® fig 0 %pr 0 iy} € End®(C)* = Q*

Mo

1 -
P C Hor oT C Hr e C C
o

c: GpxGgp — QF
(0'77') — 0(0'77'):#000#7—0#;7]
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C una Q-corba: yu, : °C — C
® fig 0 %pr 0 iy} € End®(C)* = Q*
1 -
o C Hor or o
o

Hr Mo

°C C

c: GpxGgp — QF

(0'77') — 0(0'77'):#000#7—0#;7]

@ [c] € H?(Gg, Q")
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C una Q-corba: yu, : °C — C
® fig 0 %pr 0 iy} € End®(C)* = Q*
1 -
o C Hor O_TC Hr O_C Ho
o

C

c: GpxGgp — QF
(0'77') — 0(0'77'):#000#7—0#;7]
® [c] € H*(Gg, Q")
@ Tenim isogeénies 1 : 7C" — C"i piy 0 % iz 0 p ! = (o, 7)
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C una Q-corba: yu, : °C — C
® fig 0 %pr 0 iy} € End®(C)* = Q*

1 .
° C MHoT or C MHr Mo

°C C
°
c: GpxGgp — QF
(0,7)  — 0(0,7) = pio 0 e 415!
@ [c] € H?(Gg, Q")

Tenim isogénies i, : 7C" — C"i iy 0 iy 0 p; = ¢(o,7)
Descens de Ribet: si [c] = 1 aleshores C" és isdgena a una
varietat definida sobre Q. Perd en general [c] # 1.

Xevi Guitart (UPC) Abelian Varieties over Q and Modular Forms STNB 2009 23/26



@ Podem veure [c] a dins de H?(Gg, Q*) (amb accio trivial).
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@ Podem veure [c] a dins de H?(Gg, Q*) (amb accio trivial).
@ Teorema (Tate): H?(Gg, Q*) = {1}
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@ Podem veure [c] a dins de H?(Gg, Q*) (amb accio trivial).
@ Teorema (Tate): H?(Gg, Q*) = {1}
@ Existeix a : Gp—Q* tal que

c(o,7) = a(U)a(T)oz(aT)_1
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@ Podem veure [c] a dins de H?(Gg, Q*) (amb accio trivial).
@ Teorema (Tate): H?(Gg, Q*) = {1}
@ Existeix a : Gp—Q* tal que

c(o,7) = a(a)a(T)oz(aT)_1

@ E:=Q(...,a(0),...)in=[E: Q)]
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@ Podem veure [c] a dins de H?(Gg, Q*) (amb accio trivial).
@ Teorema (Tate): H?(Gg, Q*) = {1}
@ Existeix a : Gp—Q* tal que

clo, 1) = a(a)a(T)oz(aT)_1

@ E:=Q(...,a(0),...)in=[E: Q)]
@ E — Mp(Q) ~ End’(C") = a(0) actuaen C"
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Podem veure [c] a dins de H?(Gg, Q*) (amb accio trivial).
Teorema (Tate): H?(Gg, Q%) = {1}
Existeix a : Go—Q* tal que

clo, 1) = a(a)a(T)oz(aT)_1

E=Q(...,a(0),...)in=[E: Q).
E — Mp(Q) ~ End®(C") = a(o) actua en C"

—1
Tenim isogénies v, : °C" £ C" @) on
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Podem veure [c] a dins de H?(Gg, Q*) (amb accio trivial).
Teorema (Tate): H?(Gg, Q%) = {1}
Existeix o : Gp—Q* tal que

clo, 1) = oz(a)a(T)oz(m')*1

E=Q(...,a(0),...)in=[E: Q).
E — Mp(Q) ~ End®(C") = a(o) actua en C"
Tenim isogénies v, : 7C" 2%, C" )" o

Vg 0 Tur 0 Vyr = o)™ o alr) T pirpigr (o) =
(o) (1) aloT) o iy = (o, 7)e(o, ) =1
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Podem veure [c] a dins de H?(Gg, Q*) (amb accio trivial).
Teorema (Tate): H?(Gg, Q%) = {1}
Existeix o : Gp—Q* tal que

clo, 1) = oz(a)a(T)oz(m')*1

E=Q(...,a(0),...)in=[E: Q).

E — Mp(Q) ~ End®(C") = a(o) actua en C"
a(o)™!

Tenim isogénies v, : °C" 2. ¢n *." ¢n

Vo 0 Tvr o vy = a(0) o7 (1) 1 prpig o) =

a(0) ' a(r) " alom) o pirpiy) = o(0,7) V(o T) = 1
Existeix A/Q i una isogénia r : C"—Ag.
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@ Per tant, EndOA End% (C”) M;(Q) i l'isomorfisme és donat per
K.

@ Sota aquest isomorfisme, si ¢ € End% (A) es correspon amb
X € Mp(Q) aleshores “¢ es correspon amb a(c)xa(o) ™!
@ Per tant, End®)(A) ~ Cy,(q)(E) ~ E i A és de tipus GLo.
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Abelian Varieties over Q and Modular Forms
(Ribet, 1992)

Xevi Guitart
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