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Outline

0 La teoria clasica: médulos singulares
@ Una teoria reciente: moédulos singulares p-adicos

e Nuestra propupesta: una version cuaternionica
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Teoria de cuerpos de clase explicita
@ K cuerpo de nimeros: describe Gal(K®/K) via K
@ Aplicacion de Artin 0k : Cx := Ag/K* — Gal(K®/K)
> Ck ~ Gal(K®/K), Cx :=limy Cx/U
» {subgrupos de indice finito de Cx} <> { ext. ab. finitas de K}
@ CFT explicita: dar generadores explicitos de K2°?
» Se sabe en algunos casos: K = Q, cuadratico imaginario.

Teorema (Kronecker—Webber)

@ Toda extension abeliana de QQ esta contenida en un ciclotomico.

o Qab _ @({e2wim}m€(@)_
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Teoria de cuerpos de clase explicita
@ K cuerpo de nimeros: describe Gal(K*®/K) via K
@ Aplicacion de Artin 0k : Cx := Ag/K* — Gal(K®/K)
> Ck ~ Gal(K®/K), Cx :=limy Cx/U
» {subgrupos de indice finito de Cx} <> { ext. ab. finitas de K}
@ CFT explicita: dar generadores explicitos de K2°?
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@ Encontrar funciones similares para cualquier K es el Kronecker’s
Jugendtraum o Problema 12 de Hilbert
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Teoria de cuerpos de clase explicita
@ K cuerpo de nimeros: describe Gal(K*®/K) via K
@ Aplicacion de Artin 0k : Cx := Ag/K* — Gal(K®/K)
> Ck ~ Gal(K®/K), Cx :=limy Cx/U
» {subgrupos de indice finito de Cx} <> { ext. ab. finitas de K}
@ CFT explicita: dar generadores explicitos de K2°?
» Se sabe en algunos casos: K = Q, cuadratico imaginario.

Teorema (Kronecker—Webber)
@ Toda extension abeliana de QQ esta contenida en un ciclotomico.
o Qab _ @({627rim}me@)-

@ ¢(z) = €?™7 evaluada en z’s racionales produce nimeros
algebraicos, que generan extensiones abelianas.

@ Encontrar funciones similares para cualquier K es el Kronecker’s
Jugendtraum o Problema 12 de Hilbert

@ Si K es imaginario cuadratico, el papel de €27 lo juega j(z)
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La function j

@ Esunafunciénj: H ={r € C: Im(r) > 0} — C.
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La function j

@ Esunafunciénj: H ={r € C: Im(r) > 0} — C.
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La function j
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La function j

@ Esunafunciénj: H ={r € C: Im(r) > 0} — C.
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© J(1) = 1728 ¥y
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La function j

@ Esunafunciénj: H ={r € C: Im(r) > 0} — C.

@ T H~ E, =C/Z+ 7Zcurvaelipticay j(7) := j(E;).

© E;:y? =4x® — go(m)x — ga(7)

® go() = 60Gy(7), gs(7) = 140Gs(7), Gk(7) = Yo dez (riay

Y ga(1)®
o — -  Jel\ J 00000

I(7) = 1728 5,5 a7
@ j(q) = g~ + 744 + 196884q + 21493760¢° + 8642999700° + - - - (q = €*™'")
@ j es una funcion modular: es invariante por SL»(Z)

@ Toda funcién invariante por SL(Z) es una funcién racional en j
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La funcion j y CFT explicita

@ Mddulos singulares: si T es un cuadratico imaginario, j(7) es
algebraico y genera una extension abeliana de K.

Guitart-Masdeu—Xarles Quaternionic p-adic singular moduli Madrid 2022 6/19



La funcion j y CFT explicita

@ Mddulos singulares: si T es un cuadratico imaginario, j(7) es
algebraico y genera una extension abeliana de K.

@ K = Q(v/—D) cuadratico imaginarioy 7 ¢ K\ Q, 7 € H
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La funcion j y CFT explicita

@ Mddulos singulares: si T es un cuadratico imaginario, j(7) es
algebraico y genera una extension abeliana de K.
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» O, :=End(E;) orden en Ok
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La funcion j y CFT explicita

@ Mddulos singulares: si T es un cuadratico imaginario, j(7) es
algebraico y genera una extension abeliana de K.
@ K = Q(+v/—D) cuadratico imaginarioy 7 € K\ Q, 7 ¢ H
@ E, tiene CM por K:
» O, :=End(E;) orden en Ok
@ K(j(r)) es el ring class field de O, (> [[,(Or ® Z;)* C Ag)
» Ejemplo: si O, = Ok entonces K(j(7)) es el Hilbert class field de K

o K({j(m)}rera) C K*.

Guitart-Masdeu—Xarles Quaternionic p-adic singular moduli Madrid 2022 6/19



La funcion j y CFT explicita

@ Mddulos singulares: si T es un cuadratico imaginario, j(7) es
algebraico y genera una extension abeliana de K.
K = Q(v/—D) cuadratico imaginarioy 7 € K\ Q, 7 € H
E. tiene CM por K:
» O, :=End(E;) orden en Ok
K(j(7)) es el ring class field de O, («» [],(Or ® Z¢)* C Ag)
» Ejemplo: si O, = Ok entonces K(j(7)) es el Hilbert class field de K

K({i(m)}rera) € K™
K® se obtiene adjuntando puntos de torsién de E..
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La funcion j y CFT explicita

@ Mddulos singulares: si T es un cuadratico imaginario, j(7) es
algebraico y genera una extension abeliana de K.
@ K = Q(+v/—D) cuadratico imaginarioy 7 € K\ Q, 7 ¢ H
@ E, tiene CM por K:
» O, :=End(E;) orden en Ok
@ K(j(r)) es el ring class field de O, (> [[,(Or ® Z;)* C Ag)
» Ejemplo: si O, = Ok entonces K(j(7)) es el Hilbert class field de K

® K({j(T)}rex\) C K.
@ K se obtiene adjuntando puntos de torsion de E..

Pregunta
Hay alguna construccién similar para K mas generales? J
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La funcion j y CFT explicita

@ Mddulos singulares: si T es un cuadratico imaginario, j(7) es
algebraico y genera una extension abeliana de K.
@ K = Q(+v/—D) cuadratico imaginarioy 7 € K\ Q, 7 ¢ H
@ E, tiene CM por K:
» O, :=End(E;) orden en Ok
@ K(j(r)) es el ring class field de O, (> [[,(Or ® Z;)* C Ag)
» Ejemplo: si O, = Ok entonces K(j(7)) es el Hilbert class field de K

® K({j(T)}rex\) C K.
@ K se obtiene adjuntando puntos de torsion de E..

Pregunta
Hay alguna construccién similar para K mas generales? J

@ Si K cuadratico real, teoria conjetural de Darmon—\Vonk (2021)
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Outline

@ Una teoria reciente: moédulos singulares p-adicos
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Darmon-Vonk’s p-adic singular moduli

@ K cuerpo cuadrdticorealy 7 € K\ Q.
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Darmon-Vonk’s p-adic singular moduli

@ K cuerpo cuadrdticorealy 7 € K\ Q.
@ Problema: 7 ¢ H y no se puede evaluar jen
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Darmon-Vonk’s p-adic singular moduli

@ K cuerpo cuadrdticorealy 7 € K\ Q.
@ Problema: 7 ¢ H y no se puede evaluar jen
» Cambiar # = (C \ R)™ por H, = Cp, \ Q, el semiplano p-adico
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Darmon-Vonk’s p-adic singular moduli

@ K cuerpo cuadrdticorealy 7 € K\ Q.

@ Problema: 7 ¢ H y no se puede evaluar jen
» Cambiar # = (C \ R)™ por H, = Cp, \ Q, el semiplano p-adico
» Si p no descompone en K, entonces 7 € H,.
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Darmon-Vonk’s p-adic singular moduli

@ K cuerpo cuadrdticorealy 7 € K\ Q.

@ Problema: 7 ¢ H y no se puede evaluar jen
» Cambiar # = (C \ R)™ por H, = Cp, \ Q, el semiplano p-adico
» Si p no descompone en K, entonces 7 € H,.
> Laaccién de I := SLo(Z[}]) en Hp y en

M* = {funciones rigidas meromorfas en H,}.
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Darmon-Vonk’s p-adic singular moduli

@ K cuerpo cuadrdticorealy 7 € K\ Q.

@ Problema: 7 ¢ H y no se puede evaluar jen
» Cambiar # = (C \ R)™ por H, = Cp, \ Q, el semiplano p-adico
» Si p no descompone en K, entonces T € H,,.
> Laaccién de I := SLo(Z[}]) en Hp y en

M = {funciones rigidas meromorfas en #,}.

» El andlogo de j ahora seria una funcion en HO(I', M*).
@ Problema: HO(I', M*) = Cp ~» no hay funciones interesantes aqui
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Darmon-Vonk’s p-adic singular moduli

@ K cuerpo cuadrdticorealy 7 € K\ Q.

@ Problema: 7 ¢ H y no se puede evaluar jen
» Cambiar # = (C \ R)™ por H, = Cp, \ Q, el semiplano p-adico
» Si p no descompone en K, entonces T € H,,.
> Laaccién de I := SLo(Z[}]) en Hp y en

M = {funciones rigidas meromorfas en #,}.

» El andlogo de j ahora seria una funcion en HO(I', M*).
@ Problema: HO(I', M*) = Cp ~» no hay funciones interesantes aqui

» Solucién: considerar H'(I', M*)
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Rigid meromorphic cocycles
Definicién (Rigid meromorphic cocycles)
Classes en H'(I', M*) cuya restriccion a I, es constante J
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Rigid meromorphic cocycles
Definicién (Rigid meromorphic cocycles)
Classes en H'(I', M*) cuya restriccion a I, es constante J

@ Son funciones en J: I — M* tales que
J(v172) = J(71) - 71d(72) ¥ J(7) € C; siy es triangular superior
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Rigid meromorphic cocycles
Definicién (Rigid meromorphic cocycles)
Classes en H'(I', M*) cuya restriccion a I, es constante J

@ Son funciones en J: I — M* tales que
J(v172) = J(71) - 71d(72) ¥ J(7) € C; siy es triangular superior
@ Se pueden evaluar en puntos RM 7 € K\ Q:
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Rigid meromorphic cocycles
Definicién (Rigid meromorphic cocycles)
Classes en H'(I', M*) cuya restriccion a I, es constante }

@ Son funciones en J: I — M* tales que
J(v172) = J(71) - 71d(72) ¥ J(7) € C; siy es triangular superior
@ Se pueden evaluar en puntos RM 7 € K\ Q:
> StabSLz(Z[%])(T) = () ~ J(vr) € M*
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Rigid meromorphic cocycles
Definicién (Rigid meromorphic cocycles)
Classes en H'(I', M*) cuya restriccion a I, es constante }

@ Son funciones en J: I — M* tales que
J(v172) = J(71) - 71d(72) ¥ J(7) € C; siy es triangular superior
@ Se pueden evaluar en puntos RM 7 € K\ Q:
> StabSLz(Z[%])(T) = () ~ J(vr) € M*
> JIr] = J(7)(7)
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Rigid meromorphic cocycles
Definicién (Rigid meromorphic cocycles)
Classes en H'(I', M*) cuya restriccion a I, es constante

@ Son funciones en J: I — M* tales que
J(v172) = J(71) - 71d(72) ¥ J(7) € C; siy es triangular superior
@ Se pueden evaluar en puntos RM 7 € K\ Q:
> StabSLz(Z[%])(T) = (£77) ~ J(vr) € M
> Jr] = J(3)(7)

Conjetura (Darmon—\Vonk)

@ SiTes RMy J un rigid meromorphic cocyce, J[r] es algebraico

@ Cuerpo de definicion se puede precisar (composicion de ring
class fields)
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Rigid meromorphic cocycles
Definicién (Rigid meromorphic cocycles)

Classes en H'(I', M*) cuya restriccion a I, es constante

@ Son funciones en J: I — M* tales que

J(v172) = J(71) - 71d(72) ¥ J(7) € C; siy es triangular superior
@ Se pueden evaluar en puntos RM 7 € K\ Q:
> StabSLz(Z[%])(T) = (£77) ~ J(vr) € M
> Jr] = J(3)(7)

Conjetura (Darmon—\Vonk)

@ SiTes RMy J un rigid meromorphic cocyce, J[r] es algebraico

@ Cuerpo de definicion se puede precisar (composicion de ring
class fields)

@ Para algunos valores pequefios de p, hay RMC explicitos Jy,
associados a valores ¢ RM.
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Rigid meromorphic cocycles: ejemplos explicitos
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Rigid meromorphic cocycles: ejemplos explicitos

@ Una idea para construir una funcién l-invariante
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Rigid meromorphic cocycles: ejemplos explicitos

@ Una idea para construir una funcion -invariante
» Escoger 0 € Hp RM Yy definir Jy(2) := ], cro(z — w)
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Rigid meromorphic cocycles: ejemplos explicitos
@ Una idea para construir una funcion -invariante

» Escoger 0 € Hp RM Yy definir Jy(2) := ], cro(z — w)
» Sus ceros son la '-6rbita de
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Rigid meromorphic cocycles: ejemplos explicitos

@ Una idea para construir una funcion -invariante
» Escoger 0 € Hp RM Yy definir Jy(2) := ], cro(z — w)
» Sus ceros son la -6rbita de 0
» Paray €T~ (v)(2) = [Twero(v 'z — w) tiene los mismos ceros
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Rigid meromorphic cocycles: ejemplos explicitos

@ Una idea para construir una funcion -invariante

Escoger 0 € Hp RM y definir Jp(z) := [[,,crp(z — W)

Sus ceros son la '-orbita de 6

Paray € T ~ (7Jy)(2) = [Iyero(¥ ™'z — w) tiene los mismos ceros
Jy = c-yJp paraalgun ¢ € C; ~ Jy € HO(I, M* /C})

vy v.VvY Y
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Rigid meromorphic cocycles: ejemplos explicitos

@ Una idea para construir una funcion -invariante
» Escoger 0 € Hp RM Yy definir Jy(2) := ], cro(z — w)
» Sus ceros son la -6rbita de 0
Paray € T ~ (7Jy)(2) = [Iyero(¥ ™'z — w) tiene los mismos ceros
» Jy=c-yJpparaalgun c € Cp ~ Jy € H(I, M*/Cp)
» Pero ') es denso en H,, eso no tiene sentido

v
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Rigid meromorphic cocycles: ejemplos explicitos

@ Una idea para construir una funcion l-invariante

Escoger 0 € Hp RM y definir Jp(z) := [[,,crp(z — W)

Sus ceros son la '-6rbita de 0

Paray € I ~ (7Jy)(2) = [1ero(7~ 'z — w) tiene los mismos ceros
Jy = c-yJp paraalgun ¢ € C; ~ Jy € HO(I, M* /C})

Pero ' es denso en H,, eso no tiene sentido

vVvYy VYY

@ Para v €T fijo, definimos una funcién Jy(~) cuyo divisor es un
subconjunto discreto de I'6:

+1 if C(x,yx)NC(w,w') #0

0 else. ’

para w € 6 ~ 6, (w) := {
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Rigid meromorphic cocycles: ejemplos explicitos

@ Una idea para construir una funcion l-invariante

Escoger 0 € Hp RM y definir Jp(z) := [[,,crp(z — W)

Sus ceros son la '-6rbita de 0

Paray € I ~ (7Jy)(2) = [1ero(7~ 'z — w) tiene los mismos ceros
Jy = c-yJp paraalgun ¢ € C; ~ Jy € HO(I, M* /C})

Pero ' es denso en H,, eso no tiene sentido

vVvYy VYY

@ Para v €T fijo, definimos una funcién Jy(~) cuyo divisor es un
subconjunto discreto de I'6:

+1 if C(x,yx)NC(w,w') #0

0 else. ’

para w € 6 ~ 6, (w) := {

> Jo(7) = [yer.o(z — w)>™ es una funcion en M*
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Rigid meromorphic cocycles: ejemplos explicitos

@ Una idea para construir una funcion l-invariante

Escoger 0 € Hp RM y definir Jp(z) := [[,,crp(z — W)

Sus ceros son la '-6rbita de 0

Paray € I ~ (7Jy)(2) = [1ero(7~ 'z — w) tiene los mismos ceros
Jy = c-yJp paraalgun ¢ € C; ~ Jy € HO(I, M* /C})

Pero ' es denso en H,, eso no tiene sentido

vVvYy VYY

@ Para v €T fijo, definimos una funcién Jy(~) cuyo divisor es un
subconjunto discreto de I'6:

+1 if C(x,yx)NC(w,w') #0

0 else. ’

para w € 6 ~ 6, (w) := {

> Jo(7) = [yer.o(z — w)>™ es una funcion en M*
> Jp € H'(I, M*/C))
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Rigid meromorphic cocycles: ejemplos explicitos

@ Una idea para construir una funcion l-invariante

Escoger 0 € Hp RM y definir Jp(z) := [[,,crp(z — W)

Sus ceros son la '-6rbita de 0

Paray € I ~ (7Jy)(2) = [1ero(7~ 'z — w) tiene los mismos ceros
Jy = c-yJp paraalgun ¢ € C; ~ Jy € HO(I, M* /C})

Pero ' es denso en H,, eso no tiene sentido

vVvYy VYY

@ Para v €T fijo, definimos una funcién Jy(~) cuyo divisor es un
subconjunto discreto de I'6:

+1 if C(x,yx)NC(w,w') #0

0 else. ’

para w € 6 ~ 6, (w) := {

> Jo(7) = [yer.o(z — w)>™ es una funcion en M*
> Jy € H1(F,MX/(C,§)
@ H'(I,Cx)—H" (T, M*)—=H (T, M* /C;)—H?(T,C}) ~ H'(To(p), Cp)
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Rigid meromorphic cocycles: ejemplos explicitos

@ Una idea para construir una funcion l-invariante

Escoger 0 € Hp RM y definir Jp(z) := [[,,crp(z — W)

Sus ceros son la '-6rbita de 0

Paray € I ~ (7Jy)(2) = [1ero(7~ 'z — w) tiene los mismos ceros
Jy = c-yJp paraalgun ¢ € C; ~ Jy € HO(I, M* /C})

Pero ' es denso en H,, eso no tiene sentido

vVvYy VYY

@ Para v €T fijo, definimos una funcién Jy(~) cuyo divisor es un
subconjunto discreto de I'6:

para w € 6 ~ 6, (w) :=

I

{jd if C(x,yx)N C(w,w') # 0

0 else.
> Jo(7) = [Twer.o(z — W)™ es una funcién en M*
> Jy € H1(F,MX/(C,§)
@ H'(I,Cx)—H" (T, M*)—=H (T, M* /C;)—H?(T,C}) ~ H'(To(p), Cp)
@ Si Xp(p) tiene género 0, Jj sube a J,” € H'(, M*)
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Rigid meromorphic cocycles: ejemplos explicitos

@ Darmmon-Vonk dan un método para el calculo explicito de J;", y
mucha evidencia numérica que J; [r] es algebraico para 6, 7 RM
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Rigid meromorphic cocycles: ejemplos explicitos

@ Darmmon-Vonk dan un método para el calculo explicito de J;", y
mucha evidencia numérica que J; [r] es algebraico para 6, 7 RM

e Calculando Jy(7) = [Iyero(z — w)> ™) via la definicion es
exponencial (en la precisién p-adica)
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Rigid meromorphic cocycles: ejemplos explicitos

@ Darmmon-Vonk dan un método para el calculo explicito de J;", y
mucha evidencia numérica que J; [r] es algebraico para 6, 7 RM

e Calculando Jy(7) = [Iyero(z — w)> ™) via la definicion es
exponencial (en la precision p-adica)
@ Método sobreconvergente: iteracion de un operador U,

Guitart-Masdeu—Xarles Quaternionic p-adic singular moduli Madrid 2022 11/19




Rigid meromorphic cocycles: ejemplos explicitos

@ Darmmon-Vonk dan un método para el calculo explicito de J;", y
mucha evidencia numérica que J; [r] es algebraico para 6, 7 RM

e Calculando Jy(7) = [Iyero(z — w)> ™) via la definicion es
exponencial (en la precisién p-adica)
@ Método sobreconvergente: iteracion de un operador U,

° J;f[zx/é] = (834 8V2+12y/—1+2y/=2)/17 (mod 7'9) in C;
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Rigid meromorphic cocycles: ejemplos explicitos

@ Darmmon-Vonk dan un método para el calculo explicito de J;", y
mucha evidencia numérica que J; [r] es algebraico para 6, 7 RM

e Calculando Jy(7) = [Iyero(z — w)> ™) via la definicion es
exponencial (en la precisién p-adica)

@ Método sobreconvergente: iteracion de un operador U,

° J:f [2v6] = (3 +8vV2 + 12y/—1 +2/=2)/17 (mod 7'%0) in C7

Nuestro objetivo

Dar una construccion similar para extensiones K/Q mas generales,
asi como para grupos p-aritméticos I' mas generales.
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Outline

e Nuestra propupesta: una versién cuaterniénica

Guitart-Masdeu—Xarles Quaternionic p-adic singular moduli



Modulos singulares p-adicos cuaternidnicos: setting
@ F cuerpo de nimeros totalmente real y h(F) = 1.
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Modulos singulares p-adicos cuaternidnicos: setting
@ F cuerpo de nimeros totalmente real y h(F) = 1.

@ B/F algebra de cuaterniones casi totalmente definida:
B ®,. R ~ My(R) para una Unica plaza arquimediana v, de F.
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Modulos singulares p-adicos cuaternidnicos: setting
@ F cuerpo de nimeros totalmente real y h(F) = 1.

@ B/F algebra de cuaterniones casi totalmente definida:
B ®,. R ~ My(R) para una Unica plaza arquimediana v, de F.

@ R C Borden maximaly 'y = R (juega el papel de SLy(Z)).
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Modulos singulares p-adicos cuaternidnicos: setting
@ F cuerpo de numeros totalmente real y h*(F) = 1.
@ B/F algebra de cuaterniones casi totalmente definida:
B ®,. R ~ My(R) para una Unica plaza arquimediana v, de F.
@ R C Borden maximaly 'y = R (juega el papel de SLy(Z)).
@ Fijamos un primo p de F donde B es split ¢, : B < Mz(Qy).
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Modulos singulares p-adicos cuaternidnicos: setting
@ F cuerpo de numeros totalmente real y h*(F) = 1.
@ B/F algebra de cuaterniones casi totalmente definida:
B ®,. R ~ My(R) para una Unica plaza arquimediana v, de F.
@ R C Borden maximaly 'y = R (juega el papel de SLy(Z)).
@ Fijamos un primo p de F donde B es split ¢, : B < Mz(Qy).
@ Bactia en H y Hp via los splittings v, y ¢p
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Modulos singulares p-adicos cuaternidnicos: setting
@ F cuerpo de numeros totalmente real y h*(F) = 1.
@ B/F algebra de cuaterniones casi totalmente definida:
B ®,. R ~ My(R) para una Unica plaza arquimediana v, de F.
@ R C Borden maximaly 'y = R (juega el papel de SLy(Z)).
@ Fijamos un primo p de F donde B es split ¢, : B < Mz(Qy).
@ Bactia en H y Hp via los splittings v, y ¢p
@ K/F extension cuadratica tal que:
» Los primos que dividen pDg son inertes en K.

> V., splita en K, y todas las otras plazas arquimedianas ramifican.
» Eso implica que existen embeddings v: Ox — R
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Modulos singulares p-adicos cuaternidnicos: setting
@ F cuerpo de nimeros totalmente real y h(F) = 1.
@ B/F algebra de cuaterniones casi totalmente definida:
B ®,. R ~ My(R) para una Unica plaza arquimediana v, de F.
R C Borden maximal y Iy = R;* (juega el papel de SL»(Z)).
Fijamos un primo p de F donde B es split ¢, : B — M2(Qy).
B actia en H y Hp via los splittings va y ¢p
K/ F extension cuadratica tal que:
» Los primos que dividen pDg son inertes en K.

> V., splita en K, y todas las otras plazas arquimedianas ramifican.
» Eso implica que existen embeddings v: Ox — R

Por ejemplo: F = Q y K cuadratico real.
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Modulos singulares p-adicos cuaternidnicos: setting
@ F cuerpo de nimeros totalmente real y h(F) = 1.

@ B/F algebra de cuaterniones casi totalmente definida:
B ®,. R ~ My(R) para una Unica plaza arquimediana v, de F.
R C Borden maximal y Iy = R;* (juega el papel de SL»(Z)).
Fijamos un primo p de F donde B es split ¢, : B — M2(Qy).
B actia en H y Hp via los splittings va y ¢p
K/ F extension cuadratica tal que:

» Los primos que dividen pDg son inertes en K.

> V. splita en K, y todas las otras plazas arquimedianas ramifican.

» Eso implica que existen embeddings v: Ox — R
@ Por ejemplo: F = Q y K cuadratico real.
@ Dos diferencias con la construccion de Darmon—Vonk:

» La clase de cohomologia se obtiene iterando U, (sin grupos
p-aritméticos)

» Nuestra construccion es additiva, por tanto las cantidades que
obtenemos se espera que estén relacionadas con logaritmos de
numeros algebraicos.
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Mdédulos singulares p-adicos cuaterniénicos

@ Seap = (w)yN=Zy[[wz]]
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Mdédulos singulares p-adicos cuaterniénicos

@ Seap = (w)yN=Zy[[wz]]

@ Pairing de integracién
AxDiv'H, — Cp
(£,Q-P) s [SH(x)dx,

(converge si el valor absoluto de P, Q no es demasiado grande)
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Mdédulos singulares p-adicos cuaterniénicos

® Seap = (w) y A = Z,[[wZ]]
@ Pairing de integracién
AxDiv'H, — Cp
(£,Q-P) s [SH(x)dx,
(converge si el valor absoluto de P, Q no es demasiado grande)
@ (-,-): H'(To(p), ) x Hy(Fo(p), DivPHp) — Cp.
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Mdédulos singulares p-adicos cuaterniénicos

® Seap = (@) y A =Z,[[wZ]]

@ Pairing de integracién
AxDiv'H, — Cp
(£,Q-P) s [SH(x)dx,

(converge si el valor absoluto de P, Q no es demasiado grande)
© (-,-): H'(To(p), A) x Hi(Fo(p), DivPHp) — Cp.
@ Construimos:

» 7€ K\ F~ ¢, € Hi(To(p), DivOH,)
» 0 € K\ F~Jj € H(To(p),N)
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Mdédulos singulares p-adicos cuaterniénicos

® Seap = (w) y A = Z,[[wZ]]
@ Pairing de integracion
A x DivV'H, — Cp
(f,Q-P) — [2f(x)dx,
(converge si el valor absoluto de P, Q no es demasiado grande)
© (,): H'(To(p), A) x Hy(Fo(p), DivPH,) — Cp.
@ Construimos:

» 7€ K\ F~ ¢, € Hi(To(p), DivOH,)
» 0 € K\ F~Jj € H(To(p),N)

Conjecture

Jo(7) := (Jg, C;) is el logaritmo p-adico de un nimero algebraico que
vive en una composicion de ring class fields Hp - H;.
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Construccion
@ 7€ K\ F~ ¢ €Hi(To(p), DivOH,y)
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Construccion
@ 7€ K\ F~ ¢ €Hi(To(p), DivOH,y)
» Esencialmente c; proviene de . ® 7, Stabg(7) = (£7;)
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Construccion
@ 7€ K\ F~ ¢ €Hi(To(p), DivOH,y)
» Esencialmente c; proviene de «, ® 7, Stabg(7) = (+7,)
@ 0K\ F~Jf € H (To(p),N)
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Construccion
@ 7€ K\ F~ ¢ €Hi(To(p), DivOH,y)
» Esencialmente c; proviene de «, ® 7, Stabg(7) = (+7,)
@ 0eK\F~ J; € H'(To(p),N)
> 00 ER=0HYO~ 0, €Hp
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Construccion
@ 7€ K\ F~ ¢ €Hi(To(p), DivOH,y)
» Esencialmente c; proviene de «, ® 7, Stabg(7) = (+7,)
@0 K\F~Jf € H'(To(p), N)
> 00 ER=0HYO~ 0, €Hp
> welgd~ we e R=0HY W, € H,
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Construccion
@ 7€ K\ F~ ¢ €Hi(To(p), DivOH,y)
» Esencialmente c; proviene de «, ® 7, Stabg(7) = (+7,)
@ 0K\ F~Jf € H (To(p),N)
> 00 ER=0HYO~ 0, €Hp
> welgd~ we e R=0HY W, € H,
> ©0(7) = D wero Ov(Woo ) Wp
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Construccion
@ 7€ K\ F~ ¢ €Hi(To(p), DivOH,y)
» Esencialmente c; proviene de «, ® 7, Stabg(7) = (+7,)
@ 0K\ F~Jf € H (To(p),N)
> 00 ER=0HYO~ 0, €Hp
> welgd~ we e R=0HY W, € H,
> ©0(7) = D wero Ov(Woo ) Wp
@ € H'(Fo, DivOH))

v
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Construccion
@ 7€ K\ F~ ¢ €Hi(To(p), DivOH,y)
» Esencialmente c; proviene de «, ® 7, Stabg(7) = (+7,)
@0 K\F~Jf € H'(To(p), N)
> 00 ER=0HYO~ 0, €Hp
> welgd~ we e R=0HY W, € H,
> ©0(7) = X wero 0+ (Woc)Wp
¢ € H'(To, DivOH,)
Restriccion y aplicar W, ~ clase en H'(I'o(p), DivPH,,)

v

>
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Construccion
@ 7€ K\ F~ ¢ €Hi(To(p), DivOH,y)
» Esencialmente c; proviene de «, ® 7, Stabg(7) = (+7,)
@ 0K\ F~Jf € H (To(p),N)
> 00 ER=0HYO~ 0, €Hp
> welgd~ we e R=0HY W, € H,
> ©0(7) = X wero 0+ (Woc)Wp
¢ € H'(To, DivOH,)
Restriccion y aplicar W, ~ clase en H'(I'o(p), DivPH,,)
Div'H,—A: P— Q> diog (£25) € A~ 6y € H'(o(r), A)

v

\4

>
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Construccion
@ 7€ K\ F~ ¢ €Hi(To(p), DivOH,y)
» Esencialmente c; proviene de «, ® 7, Stabg(7) = (+7,)
@ 0K\ F~Jf € H (To(p),N)
> 00 ER=0HYO~ 0, €Hp
> welgd~ we e R=0HY W, € H,
> ©0(7) = X wero 0+ (Woc)Wp
¢ € H'(To, DivOH,)
Restriccion y aplicar W, ~ clase en H'(I'o(p), DivPH,,)
Div'H,—A: P— Q> diog (£25) € A~ 6y € H'(o(r), A)

v

\4

v

Ji = b0+ Upg + Ui+ USdpg + Ugpg + -+ - ,
Jy = —¢9 + Updg — Uspg + Uso — U + - -+
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Construccion
@ 7€ K\ F~ ¢ €Hi(To(p), DivOH,y)
» Esencialmente c; proviene de «, ® 7, Stabg(7) = (+7,)
@ 0K\ F~Jf € H (To(p),N)
> 00 €ER=0HYO~ 0, Hp
> welold~ We ER=0HY W, €H,
> ©0(7) = X wero 0+ (Woc)Wp
¢ € H'(To, DivPH,)
Restriccion y aplicar W, ~ clase en H'(I'o(p), DivPH,,)
Div'H,—A: P— Q> diog (£25) € A~ 6y € H'(o(r), A)

z

v

\4

v

Ji = b0+ Upg + Ui+ USdpg + Ugpg + -+ - ,
Jy = =0+ Updo — USdg + Ugpg — Uy + - --

1

2
1
2

gt =5 (I —Jy) = o+ Usdo + Uy + - -

odd __
Jgo =

(Jy +dy) = Updbo + U + - - .
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Quaternionic singular moduli: examples

@ Hemos calculado Jj(7) en muchos ejemplos con mucha precision
y en muchos casos reconocemos estas cantidades como
logaritmos de numeros algebraicos en los ring class fields
esperados.

Ejemp|o: F = Q(w), W = %E, p = 11, B = (—w, —2),:, DB = (2)
@ Ki=F(0),0=v1—-2wand Ko = F(7), 7 =+v9 — 14w

(*] Jgr(r) — 2650833861085011569846208847449970229624664608755690791954838 + O(11%9)

@ Satisface: 25420x4 — 2278203 + 2200011x2 — 27566220 + 372174220 QUE
genera una extension abeliana de K - K.
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Quaternionic singular moduli: ejemplos

Jg()
| | 8 | 12| 53 | 77 ] 92 | 93 |
8 - - 3,5 | 2,3 5
12 | - 5 ?? 2 -
53 | - 5 ? 3, 23,31 2,541
77 | 3,5 | ?? | ? ?? ??
92 | 2,3 | 2 3,23, 31 ?? ??
9 |5 - 2,541 ?7? ??
Jo (1)
| | 8 | 12 | 83 | 77 ] 92 | 93 |
8 1 - 3,5 | 2,3 2,5
12 | 1 2,5 ?7? 1 1
53 | - 2,5 3,5 | 23,2331 2,5,41
77 | 3,5 | ?? 3,5 ?? ??
92 | 2,3 | 1 2,3, 23,31 ?? ?2?
93 2,5 1 2,5,41 ?2? 2?2

s

Table: Tables for D = 6, p = 5, plus-minus classes.
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Moviendo py B
@ Ki = Q(v53)y Kx = Q(+/23) tienen embeddings en Bg y Bjj.
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Moviendo py B
@ Ki = Q(v/53) y K> = Q(+/23) tienen embeddings en Bs y Bio.
» Calculamos con By y p = 3:

1+53
2

J§'e"(7) = 671432593119615754... + 854036156664899807 .. + 0(3'%).
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Moviendo py B

@ Ki =Q(v53)y K» = Q(v28) tienen embeddings en Bg y Bjp.
» Calculamos con By y p = 3:

J§'§" () = 671432593119615754... + 854036156664899807 ... ! + VS8 | O(3'%).
» Calculamos con By p = 5:
1 \/
J§'e" () = 223515896705660593... + 188812945396004677... 1453, o(5'%).
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Moviendo py B
@ Ky =Q(v53) y K> = Q(v23) tienen embeddings en Bg y Bjp.
» Calculamos con By y p = 3:

14
J§'§" () = 671432593119615754... + 854036156664899807 ... +2 S O(3'%).

» Calculamos con Bg y p = 5:
+ 0(5197).

14+
Jng"(T) = 223515896705660593... + 188812945396004677 ... +2 53

@ M cuerpo generado por una raiz de
x8—4x7+84x5-238x°+1869x* —3346x3+7260x° —5626x+3497

Madrid 2022 18/19
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Moviendo py B
@ Ky =Q(v53) y K> = Q(v23) tienen embeddings en Bg y Bjp.
» Calculamos con By y p = 3:

144/
J§'§" () = 671432593119615754... + 854036156664899807 ... +2 53, 0(31%).

» Calculamos con Bg y p = 5:
+ 0(5197).

14+
Jg:’g“(r) = 223515896705660593... 4 188812945396004677... +2 53

@ M cuerpo generado por una raiz de
x8—4x7+84x5-238x°+1869x* —3346x3+7260x° —5626x+3497

> L3:M‘—>C3andL5ZM‘—>(C5

Madrid 2022 18/19
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Moviendo py B
@ Ky =Q(v53) y K> = Q(v23) tienen embeddings en Bg y Bjp.
» Calculamos con By y p = 3:

1+ /53
J§'§" () = 671432593119615754... + 854036156664899807 ... + >+ 0(31%).

» Calculamos con Bg y p = 5:

1+ /53
J§'e" () = 223515896705660593... + 188812945396004677... +2 + 0(5'%7).

@ M cuerpo generado por una raiz de
x8—4x7+84x5-238x°+1869x* —3346x3+7260x° —5626x+3497

> 13 M<—><C3andL5: M — Cs
» Existe « € My unidades vy, u» in Q(v/283, v/53) tales que

L3(OéU1) even(T) and //5(04U2) = g:/sen(T)
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Moviendo py B
@ Ky =Q(v53) y K> = Q(v23) tienen embeddings en Bg y Bjp.
» Calculamos con By y p = 3:

1453
J§'§" () = 671432593119615754... + 854036156664899807 ... + >+ O(3'%).

» Calculamos con Bg y p = 5:
even 1+ \/ 197
J§'E" () = 223515896705660593... + 188812945396004677... + O(5").

@ M cuerpo generado por una raiz de
x8—4x7+84x5-238x°+1869x* —3346x3+7260x° —5626x+3497

> 13 M<—><C3andL5: M — Cs
» Existe « € My unidades vy, u» in Q(v/283, v/53) tales que

L3(OéU1) even(T) and //5(04U2) = g:/sen(T)

Pregunta
Son las cantidades Jg'\7" la manifestacion local de algun objeto global?
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