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1. Introducción

Un número algebraico es un número complejo que es raíz de un polinomio con
coeficientes enteros. Estos números forman un cuerpo que se denota por Q, que es el
lugar natural donde se encuentran soluciones de las ecuaciones polinomiales con co-
eficientes racionales. Por ejemplo, por un teorema de Euler, la ecuación X3 + Y 3 = 1
sólo tiene dos soluciones racionales, que son (X, Y ) = (1, 0) y (0, 1), mientras que es
fácil ver que tiene infinitas soluciones algebraicas.

Un entero algebraico es un número algebraico que es raíz de un polinomio mónico
con coeficientes enteros. Los enteros algebraicos forman un anillo que se denota por Z.
Todo número algebraico es el cociente de un entero algebraico por un número entero,
por lo que Z juega, dentro de Q, el mismo papel que Z dentro de Q.

Dado un entero algebraico α, entre todos los polinomios mónicos con coeficientes
enteros que lo tienen como raíz existe uno con el menor grado posible. Este polinomio
mónico se denomina el polinomio mínimo de α.

La existencia del polinomio mínimo tiene varias consecuencias interesantes. La
primera es que a un entero algebraico α se le puede asociar un parámetro que mide
su complejidad, el grado, y que se define como el grado de su polinomio mínimo.

La segunda consecuencia es que los enteros algebraicos no vienen solos. Si α tiene
grado d, las distintas raíces de su polinomio mínimo

α1, . . . , αd

se denominan los conjugados de α.
La tercera consecuencia es que los enteros algebraicos pueden ser codificados con

una cantidad finita de información ya que, salvo conjugación, están determinados
por su polinomio mínimo. Esto permite trabajar con los enteros algebraicos de forma
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simbólica manteniendo precisión infinita, así como clasificar los enteros algebraicos
según la cantidad de información necesaria para determinarlos.

Nos interesa entonces tener un parámetro adicional asociado al entero algebrai-
co α que, junto con su grado, capture la cantidad de información necesaria para
determinarlo. Hay varios candidatos con propiedades ligeramente distintas, y en es-
te artículo vamos a centrarnos en dos de ellos. El primero se denomina la casa y se
define como

α = máx
1≤i≤d

|αi|,

es decir, el mínimo radio de un disco centrado en el origen del plano complejo que
contiene a todos los conjugados de α.

El segundo parámetro se denomina la medida de Mahler y se define como el
producto del módulo de los conjugados que están fuera del disco unidad, es decir,

M(α) =
d∏

i=1
máx(1, |αi|).

Es fácil ver que si α ̸= 0, entonces

1 ≤ α ≤ M(α) ≤ α d. (1.1)

La primera desigualdad es consecuencia de que el producto del módulo de los conju-
gados de α coincide con el módulo del término independiente del polinomio mínimo,
que es un entero positivo y por lo tanto mayor o igual a 1. De aquí deducimos que
el módulo de alguno de estos conjugados debe ser mayor o igual que 1, y así la casa
de α también lo es. La segunda desigualdad es consecuencia directa de la definición,
mientras que la tercera se sigue de que máx(1, |αi|) ≤ α para todo i.

Estas desigualdades indican que la casa y la medida de Mahler tendrán pro-
piedades similares, aunque con diferentes matices. El clásico teorema de Northcott
(teorema 2.1) afirma que la cantidad de enteros algebraicos con grado y casa aco-
tados superiormente (o, equivalentemente, con grado y medida de Mahler acotados
superiormente) es finito. Así, tanto la casa como la medida de Mahler nos dan infor-
mación sobre la distribución de los conjugados de un entero algebraico y, al mismo
tiempo, pueden intervenir en resultados de finitud.

Las desigualdades (1.1) son óptimas. Por ejemplo, si α es una raíz de la unidad,
tanto la casa como la medida de Mahler valen 1. De hecho, otro teorema clásico,
esta vez de Kronecker (teorema 2.3), muestra que tener casa o medida de Mahler
igual a 1 caracteriza a las raíces de la unidad.

Por otra parte, la desigualdad de la derecha es una igualdad, por ejemplo, cuan-
do α = a1/d con a un entero positivo libre de cuadrados. En este caso, todos los
conjugados de α se obtienen multiplicando la raíz d-ésima real positiva de a por
las distintas raíces d-ésimas de la unidad. Así, todos los conjugados de α tienen el
mismo módulo y, por lo tanto,

M(α) = a = α d.
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Más interesante es la pregunta de cuándo se tiene la igualdad α = M(α). Aquí
intervienen los números de Pisot y de Salem. Un entero algebraico real mayor que 1
se denomina un número de Pisot si todos los demás conjugados tienen módulo menor
que 1, mientras que es un número de Salem si estos conjugados tienen módulo menor
o igual que 1 y al menos uno de ellos tiene módulo igual a 1. Estos números son
importantes en la teoría de la aproximación diofántica, y resulta que un entero
algebraico cumple α = M(α) si y sólo si es, o bien una raíz de la unidad, o bien un
número de Pisot o de Salem.

Los teoremas de Northcott y de Kronecker implican que, para los enteros al-
gebraicos no nulos que no son raíces de la unidad y tienen grado fijado, tanto la
casa como la medida de Mahler están acotadas inferiormente por un número real
estrictamente mayor que 1.

En 1933, Derrick Henry Lehmer [11] planteó el problema de encontrar enteros
algebraicos con medida de Mahler mayor que 1 pero arbitrariamente cercanos a esta
cantidad. A continuación exhibió una lista de enteros algebraicos de grado menor
o igual a 10 y medida de Mahler pequeña. De todos ellos, los que tienen la menor
medida de Mahler son las raíces del polinomio

X10 + X9 − X7 − X6 − X5 − X4 − X3 + X + 1,

cuya medida de Mahler coincide con η, la única raíz real mayor que 1, y que apro-
ximadamente vale η ≈ 1,17628.

A pesar de la llegada de los ordenadores y la consiguiente mejora de la potencia
de cálculo, nadie ha conseguido batir el récord de Lehmer. Esto ha dado lugar a la
llamada conjetura de Lehmer, que afirma la existencia de una constante c > 1 tal
que, para todo entero algebraico α no nulo que no es raíz de la unidad,

M(α) ≥ c.

La versión optimista de esta conjetura afirma que esta cota inferior es precisamente η.
Este entero algebraico es un ejemplo de un número de Salem. Es el más pequeño que
se conoce y si esta versión optimista de la conjetura fuera cierta, sería efectivamente
el número de Salem más pequeño que existe.

La conjetura de Lehmer es un problema central en teoría de números, y continúa
abierta a pesar de los múltiples intentos llevados a cabo para demostrarla. En esta
dirección, en 1979 Edward Dobrowolski [4] mostró que existe una constante c > 0
tal que, para todo entero algebraico α de grado d no nulo que no es una raíz de la
unidad,

log(M(α)) ≥ c

(
log log(d∗)

log(d∗)

)3

con d∗ = máx(3, d). Los cálculos de Dobrowolski muestran que se puede tomar
c = 1/1200. Posteriormente, el valor de la constante ha podido ser incrementado,
pero aparte de este tipo de mejoras numéricas, el resultado de Dobrowolski continúa
siendo la mejor cota inferior conocida para el caso general.

Por otra parte, la conjetura de Lehmer ha podido ser verificada en unos cuantos
casos particulares. En 1971, Christopher James Smyth [17] demostró que es cierta
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para los enteros algebraicos no recíprocos, es decir, que no son conjugados de su
inverso: si α es un entero algebraico no nulo y no recíproco, se tiene que

M(α) ≥ θ (1.2)

con θ ≈ 1,32471 la única raíz positiva del polinomio X3−X−1. Este entero algebraico
es un ejemplo de número de Pisot. Dado que los números de Pisot de grado mayor
o igual a 3 no son recíprocos, la cota inferior (1.2), junto con el análisis del caso
cuadrático, permite recuperar un resultado clásico de Carl Ludwig Siegel que muestra
que θ es el número de Pisot más pequeño que existe [16].

En relación a la casa, en 1965 Andrzej Bobola Maria Schinzel y Hans Julius
Zassenhaus [14] demostraron que, para todo entero algebraico α no nulo que no es
una raíz de la unidad y que tiene s conjugados no reales,

α > 1 + 2−2s−4,

y a continuación señalaron que no pueden refutar la cota inferior

α > 1 + c

d
, (1.3)

donde d es el grado de este entero algebraico y c es una constante positiva que no
depende de α. Este enunciado, es decir, la existencia de una constante c > 0 tal que
la desigualdad (1.3) es cierta para todo α no nulo que no es una raíz de la unidad,
se conoce hoy en día como la conjetura de Schinzel–Zassenhaus.

Una versión optimista de esta conjetura fue propuesta en 1985 por David William
Boyd [1], y afirma que la constante podría tomarse como

c = 3
2 log(θ) ≈ 0,42179,

donde θ es la única raíz real de la ecuación X3 − X − 1, es decir, el número de Pisot
que ya había aparecido en el resultado de Smyth. Se puede ver que esta constante
sería óptima estudiando las raíces de los polinomios X3k + X2k − 1 para k ≥ 1.

En este punto se pueden hacer dos observaciones. En primer lugar, la conjetura
de Lehmer predice una cota inferior uniforme para la medida de Mahler, mientras
que la conjetura de Schinzel–Zassenhaus predice una cota inferior para la que se
aproxima a 1 conforme el grado tiende a infinito. En segundo lugar, por las des-
igualdades (1.1), la conjetura de Lehmer implica la de Schinzel–Zassenhaus. Más
generalmente, estas desigualdades permiten derivar cotas inferiores para la casa a
partir de cotas inferiores para la medida de Mahler.

Por ejemplo, el resultado de Dobrowolski implica que existe c > 0 tal que, para
todo entero algebraico α no nulo que no es una raíz de la unidad,

α > 1 + c

d

(
log log(d∗)

log(d∗)

)3

con d∗ = máx(3, d), mientras que el resultado de Smyth implica que, si α no es
recíproco,

α > 1 + θ

d
.
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La conjetura de Schinzel–Zassenhaus ha permanecido abierta por más de 50 años,
pero hoy en día es un teorema, consecuencia directa de un resultado presentado el
28 de diciembre de 2019 por Vesselin Dimitrov [3].
Teorema 1.1 (Dimitrov). Si α es un entero algebraico no nulo de grado d que no
es raíz de la unidad, entonces

α ≥ 21/(4d).

En particular, α > 1 + c/d con c = log(2)/4 ≈ 0,17328.
El objetivo principal de nuestro artículo es presentar al lector la demostración

de este teorema, que combina resultados clásicos de análisis complejo y de teoría de
números de una forma original y totalmente inesperada.

2. Enteros algebraicos

En esta sección veremos algunas de las propiedades básicas de los enteros al-
gebraicos. En particular, daremos demostraciones elementales de los teoremas de
Northcott y de Kronecker, estudiaremos cómo cambian la medida de Mahler y la
casa cuando tomamos la potencia de un entero algebraico, y demostraremos un caso
particular de las congruencias de Schönemann.

Dado α ∈ Z, denotamos por gr(α) su grado, es decir, el grado de su polinomio mí-
nimo. Esta cantidad coincide con el número de conjugados de este entero algebraico,
y también con el grado de la extensión de cuerpos Q(α)/Q.

El teorema de Northcott está en la base de muchos teoremas de finitud en teoría
de números.
Teorema 2.1 (Northcott). Sea e ≥ 1 un entero y c ≥ 0 un número real. Entonces

1. el conjunto de los enteros algebraicos α con gr(α) ≤ e y α ≤ c es finito;
2. el conjunto de los enteros algebraicos α con gr(α) ≤ e y M(α) ≤ c es finito.

Demostración. En vista de las desigualdades en (1.1), ambas afirmaciones son
equivalentes, por lo que sólo será necesario demostrar la primera.

Sea α un entero algebraico de grado d ≤ e y

P = Xd + ad−1Xd−1 + · · · + a0 ∈ Z[X]

su polinomio mínimo. Cada coeficiente ai es un número entero y, salvo por el signo,
coincide con el polinomio simétrico elemental de grado i evaluado en los conjugados
de α. Luego

|ai| ≤
(

d

i

)
α d−i ≤

(
d

i

)
cd−i,

lo cual sólo da un número finito de posibilidades para P , y por lo tanto para α.

Para demostrar las siguientes propiedades de la casa y de la medida de Mahler,
será conveniente interpretar el conjunto de conjugados de un entero algebraico en
términos de la acción sobre este entero algebraico del grupo de Galois absoluto

G = Gal(Q/Q).
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La teoría de Galois nos dice que, dado α ∈ Z, su conjunto de conjugados coincide
con la órbita de α respecto a la acción de este grupo, es decir,

G · α = {α1, . . . , αd}.

Lema 2.2. Sea α ∈ Z y k ≥ 1 un entero. Entonces

1. αk = α k,
2. M(αk) = M(α)k/e con e = [Q(α) : Q(αk)].

Demostración. La aplicación de potencias k-ésimas γ 7→ γk es compatible con
la acción de G, ya que este último es un grupo de automorfismos de cuerpos: para
todo γ ∈ Z y σ ∈ G se tiene que σ(γ)k = σ(γk). Esto implica que su restricción al
conjunto de conjugados de α da una aplicación

G · α 7−→ G · αk

que es exhaustiva y cuyas fibras tienen todas el mismo cardinal, igual a la cantidad

#(G · α)
#(G · αk) = [Q(α) : Q]

[Q(αk) : Q] = [Q(α) : Q(αk)] = e,

por la multiplicatividad de los grados de las extensiones de cuerpos. Luego

αk = máx
β∈G·αk

|β| = máx
γ∈G·α

|γk| = α k

y, similarmente,

M(αk) =
∏

β∈G·αk

máx(1, |β|) =
∏

γ∈G·α
máx(1, |γk|)1/e = M(α)k/e.

El teorema de Kronecker caracteriza los enteros algebraicos no nulos con casa o
medida de Mahler mínima.
Teorema 2.3. Sea α un entero algebraico. Las afirmaciones siguientes son equiva-
lentes:

1. α = 1,
2. M(α) = 1,
3. α es una raíz de la unidad.

Demostración. En vista de (1.1), las condiciones α = 1 y M(α) = 1 son equiva-
lentes, y claramente se satisfacen si α es una raíz de la unidad.

Recíprocamente, sea α un entero algebraico de grado d con α = 1. Para todo
n ≥ 1, el entero algebraico αn es un elemento del cuerpo Q(α), con lo cual tiene
grado [Q(αn) : Q] ≤ [Q(α) : Q] = d. Por otra parte, el lema 2.2, apartado 1, implica
que αn tiene casa igual a 1. El teorema 2.1 implica que estos enteros algebraicos
forman un conjunto finito, con lo cual podemos encontrar 1 ≤ n < m tales que
αn = αm. Como α es no nulo, se tiene que αm−n = 1 y así α resulta ser una raíz de
la unidad.
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La teoría de Galois muestra que todo número algebraico que es G-invariante,
es decir, invariante respecto a la acción de G, es necesariamente racional. Por otro
lado, Z es íntegramente cerrado en Q, es decir, Z ∩ Q = Z. Combinando estas
dos propiedades, se deduce que todo entero algebraico G-invariante es un entero
ordinario. Usaremos repetidamente este principio para ver que, por ejemplo, las
sumas en el lema 2.4 y los coeficientes de los polinomios en el lema 2.5 son enteros.
Lema 2.4. Sea S ⊂ Z un subconjunto finito y G-invariante. Se cumple la siguiente
congruencia de números enteros:∑

β∈S

β4 ≡
∑
β∈S

β2 (mód 4).

Demostración. Dado un entero k ≥ 1 consideramos la suma de potencias k-ésimas

pk =
∑
β∈S

βk ∈ Z,

mientras que, dado otro entero ℓ ≥ 0, consideramos el ℓ-ésimo polinomio simétrico
elemental

eℓ =
∑

#I=ℓ

∏
β∈I

β ∈ Z,

siendo la suma sobre todos los subconjuntos I ⊂ S de cardinal ℓ.
Entre las identidades de Newton se encuentran

p2 = e2
1 − 2e2, p4 = e4

1 + 2e2
2 + 4(e1e3 − e2

1e2 − e4).

Estas igualdades, junto con las congruencias a2 ≡ a4 (mód 4) y −a ≡ a2 (mód 2)
para todo a ∈ Z, implican que p4 ≡ p2 (mód 4), como queríamos.

El lema 2.4 es un caso particular de un resultado más general: para cualquier
primo p y entero r ≥ 1 se tiene la congruencia∑

β∈S

βpr

≡
∑
β∈S

βpr−1
(mód pr).

Esto fue demostrado para r = 1 en 1839 por Theodor Schönemann [15], y en 1921
para todo r por Walther Jänichen [10]. Más recientemente, en 1986 Smyth [18] ha
dado una demostración combinatoria, y en 2008 Pierre Deligne [2] ha dado otra
como una aplicación de los vectores de Witt de Z.

Para cada entero k ≥ 1 consideramos el polinomio mónico

Pk =
d∏

i=1
(X − αk

i ) ∈ Z[X]. (2.1)

Como mostraremos a continuación, el lema 2.4 implica que P2 y P4 son congruentes
módulo 4. Las versiones más generales de Schönemann y de Jänichen que mencio-
namos anteriormente implican congruencias similares entre los otros polinomios de
la familia (2.1).
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Lema 2.5. P4 ≡ P2 (mód 4Z[X]).

Demostración. Si escribimos Pk = Xd +
∑d−1

j=0 ak,jXj con ak,j ∈ Z, la facto-
rización en (2.1) implica que ak,j = (−1)d−j

∑
β∈Sj

βk para el subconjunto finito
G-invariante de Z definido como

Sj =
{ ∏

i∈I

αi

∣∣∣∣ I ⊂ {1, . . . , d}, #I = d − j

}
.

El lema 2.4 implica entonces que a4,k ≡ a2,k (mód 4) para todo k, o equivalente-
mente que P4 ≡ P2 (mód 4Z[X]).

3. La constante de Chebyshov

Ahora cambiaremos drásticamente de registro, ya que pasaremos a las componen-
tes analíticas de la demostración del teorema de Dimitrov. El rol principal lo ocupa
la constante de Chebyshov, una medida del tamaño de un subconjunto compacto
del plano complejo que se usa en la teoría de la aproximación.

Sea K ⊂ C un subconjunto compacto. Dado P ∈ C[X] consideramos la norma
del supremo sobre este subconjunto, es decir,

∥P∥K = sup
z∈K

|P (z)|,

y para cada entero n ≥ 0 definimos

µn(K) = ı́nf
P ∈Pn

∥P∥K , (3.1)

donde Pn designa el conjunto de polinomios mónicos de C[X] de grado n. En otros
términos, µn(K) es el error de la mejor aproximación, respecto de la norma del
supremo sobre K, del monomio Xn por polinomios de grado inferior.
Lema 3.1. Supongamos que K contiene infinitos puntos y sea n ≥ 0 un entero. Se
cumplen las siguientes propiedades:

1. µn(K) > 0,
2. existe un único polinomio Tn ∈ Pn con ∥Tn(z)∥K = µn(K),
3. |Tn(z)| = µn(K) en al menos n + 1 puntos z ∈ K.

Demostración. Como K es infinito, la asignación P 7→ ∥P∥K define una norma
en C[X]≤n. Como Pn es un subconjunto cerrado, no vacío y disjunto de cero de este
espacio vectorial de dimensión finita, el ínfimo en (3.1) se alcanza y es estrictamente
positivo. Esto demuestra la propiedad 1 y la existencia de algún polinomio Tn en el
apartado 2.

Sea P ∈ Pn tal que ∥P∥K = µn(K) y consideremos el subconjunto

E = {z ∈ K | |P (z)| = µn(K)}.
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Si #E ≤ n entonces existe un polinomio R de grado menor que n tal que R(z) = P (z)
para todo z ∈ E. Como P − R se anula en E y esta diferencia de polinomios
es una función continua, podemos encontrar un entorno abierto U de E tal que
∥P −R∥U < µn(K), donde U denota la adherencia de este abierto. Luego, para todo
0 < ε ≤ 1, se tiene que

∥P −εR∥K∩U ≤ (1−ε)∥P∥K +ε∥P −R∥U < (1−ε)µn(K)+εµn(K) ≤ µn(K). (3.2)

Por otra parte, ∥P∥K∖U < µn(K), con lo cual para todo número real ε > 0 suficien-
temente pequeño también se tiene que

∥P − εR∥K∖U < µn(K). (3.3)

Juntando (3.2) y (3.3) obtenemos que ∥P − εR∥K < µn(K), lo que contradice la
definición de µn(K) y demuestra la propiedad 3 para todo polinomio que realice el
ínfimo.

Veamos ahora la unicidad en el apartado 2: si Q ∈ Pn es otro polinomio que
cumple ∥Q∥K = µn(K), entonces

µn(K) ≤
∥∥∥∥P + Q

2

∥∥∥∥
K

≤ ∥P∥K + ∥Q∥K

2 = µn(K),

con lo cual ∥(P +Q)/2∥K = µn(K). Por el apartado 3, existen al menos n+1 puntos
z ∈ K tales que |(P (z) + Q(z))/2| = µn(K). Como en estos puntos se tiene también
que |P (z)|, |Q(z)| ≤ µn(K), necesariamente P (z) = Q(z) = µn(K). Luego P y Q
son polinomios mónicos de grado n que coinciden en al menos n + 1 puntos, y por
lo tanto son iguales, concluyendo la demostración del apartado 2.

Cuando K es infinito, el polinomio Tn en el lema 3.1, apartado 2, se denomina el
polinomio de Chebyshov de K de grado n. Para todo m, n ≥ 0 se tiene entonces que

µn+m(K) = ı́nf
P ∈Pn+m

∥P∥K ≤ ∥TnTm∥K ≤ ∥Tn∥K ∥Tm∥K = µn(K)µm(K).

Esto implica que la sucesión (log(µn(K)))n≥0 es subaditiva, y el lema de subaditi-
vidad de Fekete [7] nos dice que la sucesión (µn(K)1/n)n≥0 converge y que su límite
coincide con el ínfimo. Por otra parte, si #K = m < +∞ entonces µn(K) = 0 para
todo n ≥ m, y la sucesión (µn(K)1/n)n≥0 también converge en este caso.

La constante de Chebyshov de K se define como

cheb(K) = ĺım
n→∞

µn(K)1/n = ı́nf
n

µn(K)1/n.

Esta constante es monótona con respecto a la inclusión de conjuntos: si K ′ ⊂ C
es otro subconjunto compacto que contiene a K, entonces

cheb(K) ≤ cheb(K ′).
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La constante de Chebyshov se comporta bien con respecto a aplicaciones lineales:
para λ, µ ∈ C se tiene que

cheb(λK + µ) = |λ| cheb(K). (3.4)

La siguiente proposición nos permite calcularla también para la imagen inversa por
una aplicación polinomial.
Proposición 3.2. Sea K ⊂ C un subconjunto compacto y sea Q ∈ C[X] un polino-
mio mónico de grado m ≥ 1. El subconjunto Q−1(K) ⊂ C es compacto y se cumple
la igualdad

cheb(Q−1(K)) = cheb(K)1/m.

Demostración. La imagen inversa Q−1(K) es un cerrado acotado de C, y por lo
tanto un subconjunto compacto.

Sea n ≥ 1 un entero. Para P ∈ Pn consideramos su imagen inversa respecto
de Q, definida como el polinomio

Q∗P = P ◦ Q ∈ Pmn.

La aplicación Q : C → C es exhaustiva y por lo tanto ∥Q∗P∥Q−1(K) = ∥P∥K . To-
mando P = Tn el polinomio de Chebyshov de K de grado n, se deduce que

µmn(Q−1(K)) ≤ ∥Q∗Tn∥Q−1(K) = ∥Tn∥K = µn(K). (3.5)

Para demostrar una desigualdad en sentido contrario, dado P ∈ Pn consideramos
la factorización P =

∏n
i=1(X − αi) y definimos su norma con respecto a Q como

NQ(P ) =
n∏

i=1
(X − Q(αi)) ∈ Pn.

Dado z ∈ C, se tiene que

NQ(P )(z) =
n∏

i=1
(z − Q(αi)) = ±

n∏
i=1

∏
w∈Q−1(z)

(αi − w)

= ±
∏

w∈Q−1(z)

n∏
i=1

(αi − w) = ±
∏

w∈Q−1(z)

P (w),

donde la segunda igualdad se demuestra considerando z − Q(αi) como un polinomio
en αi, cuyas raíces son los puntos w ∈ Q−1(z) contados con multiplicidad. Deducimos
que ∥ NQ(P )∥K ≤ ∥P∥m

Q−1(K), y tomando P = Un el polinomio de Chebyshov de
Q−1(K) de grado n, deducimos que

µn(Q−1(K)) = ∥Un∥Q−1(K) ≥ ∥ NQ(Un)∥1/m
K ≥ µn(K)1/m. (3.6)

Juntando las desigualdades (3.5) y (3.6) obtenemos

µmn(Q−1(K))1/(nm) ≤ (µn(K)1/m)1/n ≤ µn(Q−1(K))1/n,

y haciendo tender n → +∞ deducimos que cheb(Q−1(K)) = cheb(K)1/m.
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Vamos a calcular algunos ejemplos de constantes de Chebyshov.
Ejemplo 3.3. Sea K = D(0, 1) el disco de radio 1 centrado en el origen. Dado un
polinomio P (X) = Xn + an−1Xn−1 + · · · + a0 ∈ C[X], el principio del máximo nos
asegura que el máximo de P en K se alcanza en la circunferencia unidad. Por lo
tanto

∥P∥K ≥
∫ 1

0
|P (e2πiθ)|2 dθ = 1 + |a0|2 + · · · + |an−1|2 ≥ 1,

lo cual implica que µn(K) ≥ 1. Por otro lado ∥Xn∥K = 1, lo que muestra que
cheb(K) = 1 y que Xn es el polinomio de Chebyshov de K de grado n. Por la
propiedad (3.4), la constante de Chebyshov de cualquier disco de radio ρ ≥ 0 es
igual a ρ.
Ejemplo 3.4. Consideramos ahora el segmento cerrado K = [−2, 2]. Para n ≥ 1,
sea Cn el polinomio determinado por Cn(2 cos θ) = 2 cos(nθ). Claramente C1 = X
y C2 = X2 − 1, y se puede ver que Cn es un polinomio mónico de grado n con
coeficientes reales mediante inducción gracias a la fórmula trigonométrica

cos((n + 1)θ) + cos((n − 1)θ) = 2 cos(nθ) cos(θ).

Se tiene que ∥Cn∥K = 2 y Cn(2 cos(kπ/n)) = (−1)k2, y por lo tanto µn(K) ≤ 2.
Veamos que efectivamente µn(K) = 2. Supongamos que no es así, con lo cual

µn(K) < 2, y sea Tn el polinomio de Chebyshov de K de grado n. Por la unicidad
de este polinomio y la simetría del segmento con respecto a la conjugación compleja,
sabemos que Tn tiene coeficientes reales. Entonces el polinomio Q = Tn − Cn toma
valores no nulos en los puntos 2 cos(kπ/n), k = 0, . . . , n, con signos alternados, y por
lo tanto tiene al menos n ceros. Como el grado de Q es menor que n − 1 deducimos
que Q = 0, contradiciendo la condición µn(K) < 2. En consecuencia µn(K) = 2 y

cheb(K) = ĺım
n→+∞

21/n = 1.

Usando de nuevo la propiedad (3.4), deducimos que la constante de Chebyshov de
un segmento arbitrario de longitud λ es λ/4.
Ejemplo 3.5. Para un entero m ≥ 1 consideremos el erizo regular de m púas definido
por

Hm =
m−1⋃
k=0

[0, 1] e2kπi/m.

Este conjunto es la preimagen del intervalo [0, 1] por la aplicación z 7→ zm. Por la
proposición 3.2 y el ejemplo 3.4 se tiene que

cheb(Hm) = cheb([0, 1])1/m = 4−1/m.

Por la propiedad (3.4), la constante de Chebyshov de un erizo regular de m púas de
longitud λ es 4−1/mλ.



568 El diablo de los números

Más generalmente, para una sucesión a1, . . . , am de puntos de C, consideramos
su erizo asociado, definido como el conjunto compacto

H(a1, . . . , am) =
m⋃

k=1
[0, 1] ak.

a1a5
a8a3

a6
a7

a4

a2

Un erizo de 8 púas.

Un teorema de Vladimir Nikolaevich Dubinin de 1984 muestra que la constante
de Chebyshov de un erizo puede acotarse superiormente por la de un erizo regular
de m púas.
Teorema 3.6 (Dubinin). Sea a1, . . . , am una sucesión de puntos de C. Entonces

cheb(H(a1, . . . , am)) ≤ 4−1/m sup
1≤i≤m

|ai|.

Este resultado es el único ingrediente importante del teorema de Dimitrov que no
demostraremos en este artículo, pues nos llevaría muy lejos en el estudio de la teoría
del potencial en el plano complejo y, en particular, en la relación entre la constante
de Chebyshov y la capacidad logarítmica. El lector interesado puede consultar el
artículo original de Dubinin [5], el libro del mismo autor [6], o el artículo de Kersti
Haliste [9] que presenta varias simplificaciones del argumento original.

4. El teorema de racionalidad de Pólya

El teorema de Pólya (teorema 4.6) da un criterio para saber cuándo una serie de
potencias con coeficientes enteros se puede escribir como un cociente de polinomios.
La demostración original de George Pólya [12] data de 1928 y utiliza el criterio
de racionalidad de Kronecker basado en la anulación de ciertos determinantes de
Hankel. La demostración que presentamos en este artículo se debe a Raphael Mit-
chel Robinson (1969) [13] y está basada en un teorema de Michael Fekete y Gábor
Szegő (1955) [8] que explicaremos en primer lugar.

Sea K ⊂ C un subconjunto compacto. Dado un número real ρ > cheb(K), para n
suficientemente grande se tiene que

µn(K) < ρn,
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y por lo tanto existe un polinomio mónico P de grado n tal que ∥P∥K < ρn. Si el
conjunto K es simétrico con respecto a la conjugación compleja, entonces podemos
elegir P con coeficientes reales. En efecto, para z ∈ K se tiene que |P (z)| = |P (z)| ≤
∥P∥K < ρn. Por lo tanto Re(P ) = (P + P )/2 tiene coeficientes reales y también
cumple que ∥ Re(P )∥K < ρn.

El teorema de Fekete y Szegő que mencionamos anteriormente dice que si K es
simétrico con cheb(K) < 1 y tomamos ρ = 1, entonces podemos elegir este polinomio
P con coeficientes enteros.
Teorema 4.1 (Fekete–Szegő). Sea K ⊂ C un subconjunto compacto, simétrico con
respecto a la conjugación compleja y tal que cheb(K) < 1. Para todo entero n su-
ficientemente grande, existe un polinomio mónico P ∈ Z[X] de grado n tal que
∥P∥K < 1.

La demostración de este resultado la daremos después de establecer un lema
técnico.
Lema 4.2. Sea K ⊂ C un subconjunto compacto no vacío, simétrico con respecto a
la conjugación compleja y con cheb(K) < 1. Sea ε > 0 un número real. Entonces
existe un entero m ≥ 1 y, para todo entero n ≥ m, un par de polinomios (Pn, Qn)
que cumplen las siguientes condiciones:

1. El polinomio Pn es mónico, tiene grado n y coeficientes enteros;
2. el grado de Qn es menor que m;
3. los coeficientes de Qn pertenecen al intervalo semiabierto [0, 1) ⊂ R;
4. ∥Pn − Qn∥K ≤ ε.

Demostración. Sea ρ un número real que cumpla cheb(K) < ρ < 1. Elegimos un
entero m ≥ 1 con ρm/(1 − ρ) ≤ ε y tal que, para todo n ≥ m, existe un polinomio
mónico Rn ∈ R[X] de grado n con coeficientes reales que cumple ∥Rn∥K < ρn, que
existe, tal y como se ha explicado antes de enunciar el teorema 4.1.

Como los polinomios Rn son mónicos, para cada n ≥ m existe una única sucesión
de números an−1, . . . , am en el intervalo [0, 1) tal que todos los coeficientes de grado
≥ m del polinomio

Sn = Rn − an−1Rn−1 − · · · − amRm

son enteros. Por ejemplo, an−1 es la parte fraccionaria del coeficiente de Xn−1 en
Rn, y se continua inductivamente para calcular los otros elementos de la sucesión.

Por lo tanto existe un polinomio Qn de grado < m, con coeficientes en el intervalo
[0, 1), tal que Pn = Sn + Qn tiene coeficientes enteros. Así las condiciones 1, 2 y 3
se cumplen por construcción. Veamos que también se cumple la condición 4. Para
ello, usando la definición de Sn, la condición de acotación de los polinomios Rk y la
fórmula de la suma parcial de una serie geométrica, calculamos

∥Pn − Qn∥K = ∥Sn∥K ≤
n∑

k=m

∥Rk∥K ≤
n∑

k=m

ρk ≤ ρm

1 − ρ
≤ ε,

con lo que concluye la demostración del lema.
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Estamos ahora en condiciones de demostrar el teorema de Fekete–Szegő.

Demostración del teorema 4.1. Elegimos un entero m ≥ 1 y polinomios Pn,
Qn para todo n ≥ m que cumplan las condiciones del lema 4.2 para ε = 1/4.
Los polinomios Qn pertenecen a un subconjunto acotado del espacio vectorial de
dimensión finita R[X]≤m−1. Se deduce que podemos encontrar dos enteros n1 >
n2 > m tales que ∥Qn1 − Qn2∥K ≤ 1/4. En consecuencia, R = Pn1 − Pn2 es un
polinomio mónico de grado n1 con coeficientes enteros, y cumple que

∥R∥K ≤ ∥Pn1 − Qn1∥K + ∥Qn1 − Qn2∥K + ∥Qn2 − Pn2∥K ≤ 3
4 .

Como K es compacto, en particular acotado, podemos encontrar un número real
c ≥ 1 tal que |z| ≤ c para todo z ∈ K. Elegimos también un entero k ≥ 1 tal que
(3/4)kcn1−1 < 1. Dado n ≥ kn1, escribimos n = qn1 + r con 0 ≤ r < n1 y q ≥ k. El
polinomio P = XrRq es mónico, tiene grado n y coeficientes enteros. Además

∥P∥K ≤ (3/4)qcr ≤ (3/4)kcn1−1 < 1,

demostrando el teorema.

Observación 4.3. En el teorema 4.1 se puede evitar la condición de que K sea
simétrico con respecto a la conjugación compleja a costa de trabajar con coeficientes
en los enteros de Gauss Z[i]. No vamos a necesitar esta extensión en lo que sigue.

El teorema de Fekete–Szegő tiene la siguiente consecuencia interesante.
Corolario 4.4. Sea K ⊂ C un subconjunto compacto con cheb(K) < 1. El conjunto
de enteros algebraicos cuyos conjugados están todos contenidos en K es finito.

Demostración. Si todos los conjugados de un entero algebraico pertenecen a K
entonces también pertenecen a K ∩ K, y, por la monotonía de la constante de
Chebyshov,

cheb(K ∩ K) ≤ cheb(K) < 1.

Luego podemos suponer que K es simétrico con respecto a la conjugación compleja.
Por el teorema 4.1, existe un polinomio mónico P ∈ Z[X] tal que ∥P∥K < 1. Si α

es un entero algebraico con todos sus conjugados contenidos en K, entonces P (α) es
un entero algebraico con todos sus conjugados de modulo < 1, o, equivalentemente,
P (α) < 1. La primera desigualdad en (1.1) implica entonces que P (α) = 0, y por
lo tanto sólo hay un número finito de posibles elecciones para α.

Observación 4.5. Esta proposición tiene un recíproco parcial también debido a Fe-
kete y a Szegő, que afirma que si K es simétrico respecto a la conjugación compleja
y cheb(K) ≥ 1, entonces para todo abierto U que contiene a K existe un conjunto
infinito de enteros algebraicos cuyos conjugados pertenecen todos a U .

El teorema de Pólya que es clave en la demostración del teorema de Dimitrov
es el siguiente. Denotamos por P1(C) la esfera de Riemann y por ∞ su punto del
infinito.
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Teorema 4.6 (Pólya, 1928 [12]). Sea K ⊂ C un subconjunto compacto, simétrico
con respecto a la conjugación compleja y con cheb(K) < 1. Sea f una función
holomorfa en P1(C) ∖ K cuyo desarrollo de Taylor en el infinito

f = a0 + a1

z
+ a2

z2 + · · ·

tiene todos sus coeficientes enteros. Entonces f es un cociente de polinomios.

Demostración. Por el teorema 4.1, existe un polinomio mónico P ∈ Z[X] tal que
∥P∥K < 1. Sea c un número real con ∥P∥K < c < 1 y que sea distinto de los valores
de |P | en las raíces de la derivada P ′ de P . El conjunto C = |P |−1(c) es una curva
real analítica y acotada de C. La condición de que c es distinto de los posibles valores
de |P | en las raíces de P ′ implica que C es lisa y, por lo tanto, una unión disjunta de
curvas de Jordan C1, . . . , Cn. Sea Ωi la componente conexa acotada de C∖ Ci. Por
el principio del máximo, la condición |P | < c se cumple en Ωi. Por lo tanto, Ωi no
contiene ninguna de las curvas Cj , con j ̸= i. Se deduce que las componentes conexas
de C∖C son exactamente Ω1, . . . , Ωn y una componente conexa no acotada Ω. Como
ĺımz→∞ |P (z)| = +∞, el teorema de Bolzano implica que |P | > c en Ω, y por lo
tanto K ⊂ Ω1 ∪ · · · ∪ Ωn y el borde de Ω coincide con la curva C = C1 ∪ · · · ∪ Cn.

Sea d el grado de P y elijamos un entero m ≥ 1 suficientemente grande como
para que

cm ∥f∥C sup(1, ∥z∥C)d−1 long(C)
2π

< 1, (4.1)

donde long(C) denota la longitud de la curva C. El desarrollo en el infinito de la
función P mf es de la forma

Q(z) + b1

z
+ b2

z2 + · · ·

con Q ∈ Z[X] y bi ∈ Z para todo i. Supongamos que los bi no son todos nulos. Sea
k > 0 el menor entero tal que bk ̸= 0. Escribimos k = qd + r con q ≥ 0 y 1 ≤ r ≤ d.
El principio del desarrollo de Taylor de P m+qf en el infinito es de la forma

P q(z)
(

Q(z) + bk

zk
+ · · ·

)
= P q(z)Q(z) + bk

zr
+ · · · .

Luego −bk coincide con el residuo en ∞ de la función zr−1P (z)m+qf(z). Como esta
función es holomorfa en Ω, del teorema de los residuos se deduce que

−bk = Res(zr−1P (z)m+qf(z), ∞) = 1
2πi

∫
C

zr−1P (z)m+qf(z) dz

con C la curva orientada como borde de Ω. Esta igualdad, junto con la condición
(4.1), implica que |bk| < 1. Como bk es un entero, obtenemos bk = 0. Esto contradice
la hipótesis hecha y, en consecuencia, todos los coeficientes bi son nulos y f = Q/P m,
terminando la demostración del teorema.
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5. El teorema de Dimitrov

Finalmente, en esta sección vamos a poner en juego todos los elementos desarro-
llados previamente, con el fin de explicar la demostración de Dimitrov de la conjetura
de Schinzel–Zassenhaus (teorema 1.1).

Sea α un entero algebraico no nulo de grado d que no es una raíz de la unidad.
Vamos a demostrar la cota inferior

α ≥ 21/(4d) (5.1)

por inducción en d. En el caso básico en que d = 1 tenemos que α es un entero
̸= 0, ±1, con lo cual α = |α| ≥ 2 y la desigualdad (5.1) es válida.

Supondremos entonces que d > 1 y que la desigualdad es cierta para los grados
inferiores. Aquí se nos presenta una dicotomía: el entero algebraico α es raíz de
X2 − α2, y por lo tanto el cuerpo Q(α) es una extensión de Q(α2) de grado 2
o de grado 1, dependiendo de si este polinomio es irreducible sobre Q(α2) o no.
En el primer caso [Q(α) : Q(α2)] = 2, y la multiplicatividad de los grados de las
extensiones de cuerpos implica que

gr(α2) = [Q(α2) : Q] = [Q(α) : Q]
[Q(α) : Q(α2)] = gr(α)

2 = d

2 .

El lema 2.2, apartado 1, junto con la hipótesis inductiva, implica entonces que

α = α2
1/2

≥
(
21/(4 gr(α2)))1/2 = 21/(4 gr(α)) = 21/(4d).

Podemos concentrarnos entonces sobre la situación principal, que es el caso en el
que los cuerpos Q(α) y Q(α2) coinciden. Consideramos los polinomios mónicos en
Z[X] de grado d definidos como

P2 =
d∏

i=1
(X − α2

i ), P4 =
d∏

i=1
(X − α4

i ).

La hipótesis de que Q(α) = Q(α2) implica que gr(α2) = d, y por lo tanto P2 es
el polinomio mínimo de este entero algebraico. En particular, todas sus raíces son
distintas.

Por otra parte, P2 y P4 no tienen ninguna raíz en común: si así fuera, tendríamos
que α2

i = α4
j para algún par de índices i, j. El grupo de Galois absoluto G actúa de

forma transitiva sobre los conjugados de α, y podríamos entonces tomar un elemento
σ ∈ G tal que αj = σ(αi). Sea e > 0 el orden de este Q-automorfismo, es decir, el
entero positivo mínimo tal que σe = IdQ. Así,

α2
i = σ(αi)4 = σ(α2

i )2 = σ(σ(αi)4)2 = σ2(αi)8 = · · · = σe(αi)2e+1
= α2e+1

i ,

lo cual no es posible, ya que α no es ni nulo ni una raíz de la unidad.
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Por el lema 2.5, estos polinomios son congruentes módulo 4, y por lo tanto existe
otro polinomio Q ∈ Z[X] de grado menor que d tal que

P2 = P4 + 4Q.

Sean P4 = Xd + pd−1Xd−1 + · · · + p0 y Q = qd−1Xd−1 + · · · + q0 con pi, qj ∈ Z.
Podemos escribir el cociente entre P2 y P4 como

P2

P4
= 1 + 4 Q

P4
= 1 + 4 qd−1Xd−1 + · · · + q0

Xd + pd−1Xd−1 + · · · + p0

= 1 + 4 qd−1X−1 + · · · + q0X−d

1 + pd−1X−1 + · · · + p0X−d
= 1 + 4 R(X−1)

con R ∈ XZ[[X]]. Este cociente define entonces una función holomorfa

f : P1(C) ∖ {α2
1, . . . , α2

d, α4
1, . . . , α4

d} −→ C, z 7−→ P2(z)
P4(z)

que no se anula en ningún punto, y cuyo desarrollo de Taylor en ∞ es

f(z) = 1 + 4R(z−1).

En particular, f(∞) = 1.
Consideremos el erizo

H = H(α2
1, . . . , α2

d, α4
1, . . . , α4

d).

El teorema de Dubinin (teorema 3.6) implica que su constante de Chebyshov se
puede acotar superiormente por

cheb(H) ≤ 4−1/2d máx(|α2
1|, . . . , |α2

d|, |α4
1|, . . . , |α4

d|) = 2−1/d α 4. (5.2)

Por otra parte, su complemento en la esfera de Riemann Ω = P1(C) ∖ H es un
abierto simplemente conexo, y por lo tanto podemos considerar la (única) función
holomorfa g : Ω → C tal que

g2 = f |Ω, g(∞) = 1.

La función g no puede ser un cociente de polinomios: como ya hemos visto, P2/P4
tiene d ceros simples, y por lo tanto no puede ser el cuadrado de otro cociente de
polinomios ya que, si lo fuera, sus ceros serían dobles.

Queremos ahora estudiar el desarrollo de Taylor de g en el infinito. Para ello
consideramos S = 1 +

∑
k≥1 akXk ∈ Q[[X]] la serie formal que cumple S(0) = 1 y

S2 = 1 + 4X, por lo que el desarrollo buscado es g(z) = S(R(z−1)).
Esta serie formal tiene coeficientes

ak =
1
2 ( 1

2 − 1) · · · ( 1
2 − k + 1)

k! 4k.
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Para cada primo p, denotamos por νp la valoración p-ádica correspondiente. Luego,
para cada k ≥ 1,

ν2(ak) = k − ν2(k!) = k −
∑
ℓ≥1

⌊ k

2ℓ

⌋
≥ k −

∑
ℓ≥1

k

2ℓ
= 0.

Por otra parte, para cada primo impar p tomamos enteros r, b tales que r ≥ νp(k!)
y 2b ≡ 1 (mód pr). Luego

1
2 ( 1

2 − 1) · · · ( 1
2 − k + 1)

k! = b(b − 1) · · · (b − k + 1)
k! + prc

2kk!
para un cierto entero c, lo cual implica νp(ak) ≥ 0. Así, todas las valoraciones
p-ádicas de ak son no negativas y, por lo tanto, este coeficiente es un entero, con lo
cual S ∈ Z[[x]].

Así, el desarrollo de Taylor de g en ∞ es g(z) = T (z−1) con T ∈ Z[[X]]. Como
g no es cociente de polinomios, el teorema de racionalidad de Pólya (teorema 4.6)
muestra que

cheb(H) ≥ 1.

De esta desigualdad, junto con la obtenida en (5.2), se sigue que α 4 ≥ 21/d, lo cual
es equivalente a la cota inferior (5.1) y termina la demostración del teorema.
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