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Résumé. — On présente plusieurs facettes des variétés toriques projectives, intéressantes du
point de vue de la géométrie diophantienne. On montre comment la théorie s’explicite sur un
certain nombre d’exemples significatifs et on établit également un théoreéme de type Bézout pour
les poids de Chow des variétés projectives.

Abstract. — Some diophantine aspects of projective toric varieties. We present several
facets of projective toric varieties, of interest from the point of view of Diophantine geometry.
We make explicit the theory in a number of meaningful examples and we also prove a Bézout
type theorem for Chow weight of projective varieties.

Introduction et résultats

Les variétés toriques jouent un role important au carrefour de l'algebre, la géométrie et la
combinatoire. Elles constituent une classe de variétés suffisamment rigide pour que beaucoup
des invariants s’explicitent en termes combinatoires, et en méme temps suffisamment riche
pour permettre de tester et illustrer diverses conjectures et théories abstraites. Elle trouve
application dans de nombreuses branches des mathématiques : géométrie algébrique bien str,
algebre commutative, combinatoire, calcul formel, géométries symplectique et kahlerienne,
topologie et physique mathématique, voir par exemple [Ful93], [GKZ94], [Stu96], [Cox01],
[Aud91], [Don02].

Par définition, les variétés toriques projectives sont les compactifications équivariantes des
translatés de sous-tores des tores multiplicatifs G%. Du point de vue de la géométrie dio-
phantienne, ces variétés se trouvent a la croisée des problemes de Lehmer et de Bogomolov
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généralisés sur les tores. En effet, on sait que lorsqu’elles ne sont pas de torsion, les minorations
pour la hauteur normalisée de ces variétés sont de nature fondamentalement arithmétique,
dépendant essentiellement du corps de définition de la variété. Au contraire, pour les sous-
variétés de G qui ne sont pas des translatées de sous-tores on dispose de minorations ne
dépendant que de leur géométrie, voir [ADO03], [ADO04], [Dav03]. D’un autre coté, R. Fer-
retti [Fer03] a exploité les variétés toriques afin de trouver des exemples concrets de I’extension
du théoreme du sous-espace aux variétés projectives, qu'il a obtenue avec J.-H. Evertse [EF02].

Dans [PS04] (voiraussi [PS05]) nous avons étudié 1'un des invariants arithmétiques les plus
significatifs des variétés dans le cas torique, & savoir leur hauteur normalisée. Cet invariant
est I'analogue arithmétique du degré, il mesure la complexité binaire d’une représentation
de la variété et controle aussi la distribution des points algébriques de petite hauteur sur la
variété. Dans [PS04], on a donné une expression explicite pour la hauteur normalisée d’une
variété torique et plus généralement pour la multihauteur d’un tore par rapport a plusieurs
plongements monomiaux.

Ces résultats sont en parfait parallele avec la théorie géométrique. En fait, on construit un
objet adélique O x associé a une variété torique X (constitué par une famille finie de fonctions
concaves et affines par morceaux) qui est le pendant arithmétique du polytope classiquement
associé a l'action du tore et dont l'intégrale donne la hauteur. Grace a cette approche, il
est possible de calculer explicitement cette quantité pour n’importe qu’elle variété torique
particuliere et de tester utilement des conjectures et résultats.

Le présent texte a le double propos d’introduire le lecteur a 1’étude des variétés toriques
débutée dans [PS04] (§ IV, § V), et de présenter de nouvelles applications des variétés toriques
a des problemes diophantiens ou d’origine diophantienne (§ II, § III, § VI, § VII).

Dans le § IT on s’intéresse aux indices d’obstruction successifs des variétés toriques définies
sur un corps algébriquement clos K. 1l s’agit des plus petits degrés de formes d’une suite
sécante (soit globalement, soit dans un ouvert) découpant un ensemble algébrique ayant la
variété comme composante. Différentes variantes de ces indices jouent un role important dans
les généralisations des problemes de Lehmer et de Bogomolov par exemple, voir [ADO03].

Les sous-variétés toriques de PV (K) correspondent & des idéaux binomiaux premiers et
homogenes de anneau K[z, ...,zx]. De plus, les binémes engendrant 'idéal d’une variété
torique X s’explicitent en termes d’un certain Z-module I'y C ZN*! naturellement associé &
X, voir [ES96] ou § II.

On montre que le premier indice d’obstruction d’une variété torique X est égal au premier
minimum de I'x par rapport a une métrique convenable; et plus généralement, que les indices
d’obstruction successifs w; (X; (P™V)°) de cette variété relatifs a 'ouvert (PY)° coincident avec
les minimums successifs de I'x et qu’ils se réalisent par des équations binomiales (Proposi-
tion I1.4). Via ce résultat, le deuxiéme théoreme de Minkowski se traduit en des estimations
pour le produit des indices d’obstruction successifs, qui précisent dans le cas torique les esti-
mations de M. Chardin [Cha89] et de Chardin et P. Philippon [CP99]:

Proposition 0.1. — Soit X C PN une variété torique de dimension n, alors
deg(X) < wi(X; (PY)°) - wn—n(X; (PY)°) < (N + 1)V deg(X).

En outre, le réseau 'y s’identifie au réseau des périodes de l'application exponentielle
restreinte a ’espace tangent en 'origine de X°. On retrouve ainsi au § III certains résultats
de [BP88] reliant degré et multi-degrés d’un sous-groupe algébrique d’un tore multiplicatif
au volume de son réseau des périodes et a la hauteur de son espace tangent.
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Dans l'article [PS06] on poursuit une étude approfondie des indices d’obstruction des
variétés toriques et de son application a la minoration de la hauteur des points dans ces
variétés.

Soit maintenant X C P¥ une variété quelconque de dimension n et 7 = (79,...,7n) €
RN un vecteur poids. Soient n + 1 groupes Uy, ...,U, de N + 1 variables chacun et con-
sidérons la forme de Chow de X

Chx = > cUge - Ui € KUy, ..., Uy

a€N(n+1)(N+1)

Le poids de Chow relatif a T (ou T-poids de Chow) de X est défini comme le poids de sa forme
de Chow par rapport au vecteur (7, ...,7) € ROTDWHD) est-a-dire

er(X) := max{(ag, 7) + - - - + (an, 7) : a € NOFDVWNHD tel que ¢, # 0}

ou (-,-) désigne le produit scalaire ordinaire.

Le poids de Chow a été introduit par D. Mumford [Mum?77] en relation avec la stabilité des
variétés projectives. On le retrouve (et en particulier I’énoncé IV.3 du présent texte) dans un
travail de S.K. Donaldson [Don02] montrant la relation entre stabilité des variétés toriques et
existence de métrique kahlerienne a courbure constante. Il apparait également en géométrie
diophantienne au travers des travaux de Ferretti [Fer03], Evertse et Ferretti [EF02] et dans
notre formule pour la hauteur d’une variété torique [PS04].

Pour 7 € ZN*1, considérons I’action du sous-groupe & un parametre
71 G x PY - PV (t,(zg:---:an))— (tCxo:---:t™NxN)
et la déformation torique X, de X associée, définie comme ’adhérence de Zariski de ’ensemble
{(1:t),t%r2) : t€ G, z€ X} P x PV |
La variété initiale de X relative au poids T € ZN11 est par définition
init, (X) := (X, - ({(0: D)} x PV)) € Z,(PY) |

oit s : PNV — P! xP¥ désigne I'inclusion (zg : - : 2x) +— ((0: 1), (zo: - : xx)). Autrement-
dit, init,(X) est le cycle limite lim;_, t *; X de X sous l'action *,. C’est un cycle de méme
dimension et degré que X.

On montre au § IV que lorsque 7 € NV*1 le poids de Chow relatif & 7 s’interpréte comme
un bi-degré d’une variante de la déformation torique ci-dessus et se comporte donc comme une
hauteur. Comme conséquence de cette interprétation, on démontre un théoreme de Bézout
pour le poids de Chow du cycle intersection X - H, qui précise la majoration obtenue par
Ferretti [Fer03, Prop. 4.3].

Théoréme 0.2. — Soit X C PN une variété projective et H € Div(PN) un diviseur ne
contenant pas X , alors pour T € ZN*! on a
er(X-H) = e (X)deg(H)+e(H)deg(X)— (r0+ -+ 7n) deg(H) deg(X)
=S (X HeulY)) deg(Y)
Yelrr(init, (X))

ot la somme porte sur les composantes irréductibles de init,(X).
En particulier, si H est effectif on a pour tout T € RN 1

er(X - H) < e,(X) deg(H) + e-(H) deg(X) — (9 + -+ + 7v) deg(H) deg(X) .

avec éqalité si et seulement si les variétés initiales de X et H s’intersectent proprement.
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Remarque 0.3. — Lorsque H est effectif, le terme correctif Y -, m(X;-Hy;1(Y)) deg(Y) est
le degré la partie du cycle intersection X, - H;, contenue dans la variété initiale de X .

Suivant 'attitude générale adoptée dans ce texte nous écrivons également au § VII ce
théoreme en termes combinatoires pour 'intersection d’une variété torique avec un diviseur
monomial. Comme autre application de la formule de la hauteur d’une variété torique, on
en déduit dans ce cas un théoreme de Bézout exact pour la hauteur normalisée du cycle
intersection (voir Corollaire VII.6).

L’étude des points algébriques de petite hauteur (ou petits points) a recu une attention
considérable au cours des dernieres années. La taille des petits points dans une variété est
quantifié par ses minimums algébriques successifs.

Soit X ¢ PY(Q) une variété quasi-projective quelconque, de dimension n. Pour 6 > 0 on
pose X (f) pour l'ensemble des points de X de hauteur normalisée h majorée par 6. Pour
i1=1,....,n+1, le i-eme minimum algébrique de X par rapport a la hauteur normalisée est

wi(X) :=inf {0 : dim(X(0)) >n—i+ 1} ,

ot X () désigne I’adhérence de Zariski de X (6). On écrit %%(X) := i1(X) et p*P5(X) :=
tn+1(X) pour les minimums essentiel et absolu respectivement; on a fi1(X) > -+ > lp41(X
> 0.

La répartition de la hauteur des points algébriques d’une variété projective fermée X est en

relation avec sa hauteur, le lien est donné par le théoréme des minimums successifs [Zha95,
Thm. 5.2 et Lem. 6.5]:

h(X) .
< (n+1 X) .
Comme application de la formule pour la hauteur d’une variété torique de [PS04], on con-
struit au § 6 des exemples montrant que toute configuration possible des minimums successifs
est arbitrairement approchable et que le quotient h(X)/deg(X) peut atteindre n’importe
quelle valeur dans 'intervalle autorisé par ’encadrement ci-dessus:

(1) (X)) + -+ g1 (X) <

Théoréme 0.4. — Soient n,N € N tels que N >3n+1 et p1,..., ns1,v € R tels que
p1 > 2 g1 >0 et A g Sy < (n+1)pg .

Alors pour 0 < g1 < (n+ 1)u1 — v, €2 > 0 arbitraires, il existe une variété torique X C PV
de dimension n telle que

~ . h(X
O0<p—pi(X)<e pouri=1,...,n+1 et deg(g()g)_y < gty .
De plus, la variété X peut étre choisie de degré < (4n? 62_1)” et définie sur une extension

kummerienne K = Q(21/€) de degré < |log(2) 5I1J + 1.

Les exemples construits présentent une codimension minimale N —n = 2n + 1 de l'ordre
de la dimension de la variété produite. La question se pose donc de savoir ce qu’il en est pour
les variétés de petite codimension (cf. Proposition VI.3).

Pour faciliter la lecture, nous avons tressé dans le texte plusieurs paragraphes d’introduction
aux variétés toriques (§ I), aux poids de Chow (§ IV) et a la théorie de l'intersection multi-
projective (§ I). Les paragraphes § IT a § VI doivent pouvoir étre lus de maniére essentiellement
indépendante. Dans les paragraphes I a IV nous prenons un corps de base K algébriquement
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clos quelconque ou C pour le § III. L’arithmétique apparait a partir de la fin du § IV, ou
nous posons nos conventions sur les places et valeurs absolues des corps de nombres (Conven-
tion 1V.4).

Plan de ’article

Introduction et résultats ........ ... 1
1. Généralités sur les variétés toriques projectives ..................i... 5
II. Equations et indices d’obstruction successifs .......... ... L 10
ITI. Volumes, hauteurs d’espaces tangents et degrés ........................ 16
IV. Un théoreme de Bézout pour les poids de Chow ........................ 18
V. Hauteur normaliS€e .. ....... ..o 23
VI. Optimalité du théoreme des minimums algébriques successifs .......... 27
VII. Poids de Chow et hauteur des diviseurs monomiaux .................. 32
REfErences . .. ... 39

I. Généralités sur les variétés toriques projectives

On note G, := (K*)" le tore algébrique et PV Pespace projectif sur K, de dimension n et
N respectivement. Une variété est toujours supposée réduite et irréductible. Pour une famille
de polynémes homogenes f1,..., fs € K[zg,...,zn] on pose Z(f1,...,fs) € PN I'ensemble
de ses zéros communs. Réciproquement, pour un ensemble algébrique Z € P on pose I(Z2)
son idéal de définition dans K|z, ..., znN].

On note R et R} les ensembles des nombres réels non-négatifs et positifs, respectivement.
On note encore N et N* les entiers naturels avec et sans 0, respectivement. Pour N, D € N
on pose Ng“ i={ae NV : qg+---+ay =D}.

Dans ce paragraphe on donne un bref apercu des propriétés géométriques des variétés
toriques. Pour plus de détails, on renvoie le lecteur & [GKZ94], [Ful93|, [Ewa96], [Cox01].

Soit A = (ag,...,ay) € (Z")N*+! une suite de N + 1 vecteurs de Z", on considere ’action
diagonale de G, sur PV
x4: G x PN - PV , (s,) = (s xg:---:s"Vay) .

On s’intéressera a l’adhérence de Zariski des orbites de cette action; pour un point a = («ay :
- :ay) € PN on pose

Xio:=Ghsia PV
la variété torique projective associée au couple (A, «). Autrement-dit, X 4, est 'adhérence
de Zariski de 'image de ’application monomiale

@A,a::*A|a:G%—>PN, s (aps® - ran st .

C’est une variété torique projective au sens de [GKZ94], c’est-a-dire une sous-variété de PV
stable sous ’action d’un tore Gy, avec une orbite dense X9 , = GJ, x4 a.

Lorsque le point a est contenu dans un des sous-espaces standard de PV, la sous-variété
X 4,o toute entiere reste dans cet espace, puisque l'action x4 est diagonale. Quitte a se
restreindre au sous-espace standard minimal contenant «, on peut supposer sans perte de
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généralité a € (PV)° := PV \ {z9---2x = 0} et on fixe désormais pour o des coordonnées
(g, ..., an) € (KX)N+L

On notera X 4 la variété torique associée a A € (Z")VN* ! et (1,...,1) € (K*)¥*L. Dans
ce cas, l'orbite principale X5 est un sous-tore du tore GT]X >~ (PN)° et en fait tous les sous-
groupes connexes de (PY)° sont de cette forme. Dans le cas général

ij =a- X3

ot - désigne la multiplication dans (P?)°, c’est-a-dire que l'orbite principale de X 4, est le
translaté d’un sous-tore.

Le couple (A, «) peut s’interpréter comme une suite finie de monémes ag s, ..., ay s*N
de I'anneau des polynémes de Laurent K[s%l, ...,sF1, on dit que les a; sont les exposants et

ren
les «; les coefficients. Le support
Supp(A) = {aiy,...,ai,,} CZ"

est 'ensemble des exposants distincts dans A. Les variétés X 4 o et Xgupp(4) sont linéairement
isomorphes par ’application

N M -1 -1
PY — PY (o i ran) = (o Tig oty Tiy)
et donc leurs propriétés géométriques sont les mémes. Pour ces propriétés, on peut donc se
ramener au cas habituel ou les a; sont tous distincts et «; = 1 pour tout 7. Soit Ly C Z" le

sous-module engendré par les différences des vecteurs ag,...,ay, on a par exemple

dim(X 4,0) = rang z(Lsupp(a)) = rang z(L.)-

On introduit encore le polytope @ 4 C R" enveloppe convexe des vecteurs ag,...,an.

Lemme I.1. — Soient A = {ay,...,an} et B={bo,...,bar} CZ" des ensembles de cardinal
N +1 et M + 1 respectivement, avec N < M. Posons m : PM — PN [a projection linéaire
standard (yo : -+ :ym)— (Yo: -+ :yYn), on a

(a) si AC B alors X =m(Xg);

(b) si Qa = Qp alors w est un morphisme régulier et fini (au sens des fibres), de degré
deg(m) = [Lp : L4]. Si de plus Ly = Lg alors 7 est un isomorphisme entre Xg et X ;

(c) siQa= Qp=Q et sipour toute face F' de Q on a Lanr = Lpnp, alors m: Xp — X4
est un isomorphisme.

Démonstration. — La partie (a) est conséquence directe des définitions. Pour les parties (b)
et (c), 'hypothese Q4 = Qp = @ entraine que la projection 7 est compatible avec la
décomposition en orbites (I.3) ci-dessous. Pour chaque face F' de Q, 7 : Xgr — Xar
est une application monomiale de degré [Lpnp : 7*(Lanr)] = [Lanr : Lanr], en particulier
on voit que 7 est réguliere a fibres finies (et de degré 1 entre X et Xp si La = Lg).

Dans (c), 'hypothese Lpnp = Lgnp entraine déja que m est une bijection. Pour chaque
exposant b; € B considérons la face F' de () de dimension minimale contenant b;. On écrit
alors b; = Zj:ajeAmF Xija; avec \;j € Z, zj Aij = 0. L’inverse est alors X4 — Xg,

x s (20 ), O

Suivant la philosophie générale, les propriétés géométriques des variétés toriques se tra-
duisent en des énoncés combinatoires sur les vecteurs ag,...,ay € Z™ définissant I'action.
En ce qui concerne la théorie de 'intersection géométrique de ces variétés, le résultat le plus
fondamental est que le degré s’identifie au volume du polytope @ 4.
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Le sous-module L 4 est un réseau de l'espace linéaire L 4 ®z R C R"™; on considere la forme
volume p 4 sur cet espace linéaire, invariante par translations et normalisée de sorte que

pa(La®zR/Lag) =1 ;

autrement-dit, de sorte que le volume d’un domaine fondamental soit 1. Soit r := rang z(L 1),
le degré de X 4 s’explicite comme 7! fois le volume normalisé du polytope associé [GKZ94,
§ 1.6, Thm. 2.3], [Ful93, p. 111]

deg(Xaa) = rlpa(Qa) -
Soit maintenant 7 : Z" < Z™ une application linéaire injective telle que n(Z") = L4 et
posons b; := 1~ (a;) € Z" puis B := (bo,...,bn) € (Z")NHL, alors Xpo = Xaa [GKZ94,
Ch. 5, Prop. 1.2], et ainsi on peut toujours supposer sans perte de généralité L 4 = Z". Dans
cette situation, la forme volume p 4 coincide avec la forme volume euclidienne Vol,, sur R" et
donc

(I.1) dim(Xa4) =n, deg(X 4,0) =n! Vol (Qa) -

Plus généralement, les multidegrés du tore G}, plongé dans un produit d’espaces projec-
tifs via plusieurs applications monomiales s’expriment comme volumes mixtes des polytopes
associés a ces applications. Nous explicitons cela maintenant.

Soit Z € PNo x ... x PVm une sous-variété de dimension n et ¢ = (cg,...,c,) € N+
avec 0 < ¢; < N;, le multidegré de Z d’indice ¢ est défini par

deg,(Z) := Card(X Ny (Eo) N -+ Nt (Em))

ou m; désigne la projection PNo x ... x PNm — PNi et E; est un sous-espace linéaire générique
de PVi de codimension ¢;.

Pour ¢ = 0,...,m on fixe un groupe z; = {z;p,...,x;n,} de N; + 1 variables chacun et
on considere I'anneau Kz, ..., x|, multigradué par deg(x; ;) := e; ol eg,...,ep € Zmtl
désignent les vecteurs de la base standard. Ainsi I(Z) C Klzo,...,Zn] est un idéal multi-

homogene de rang Ng + --- + N,,, — n. Soient do,...,d, € N™*!: pour chaque d; € N™+!
on introduit un groupe de variables U; = {U;p,...,Uinm,}, Mi+1 = H;”:O (dj;\;]_vj), et on

J
considere la forme résultante d’indice dy,...,d, de I(Z):

l“éSd07,..7dn (I(Z)) S K[Uo, ey Un] .

On renvoie le lecteur & [RemO1a, § 3] ou encore a [PS04, § 1.2] pour la définition et propriétés
de base des formes résultantes. Maintenant, & un vecteur ¢ = (co,...,cn) € N™! comme
ci-dessus on associe l'indice partiel

1
d(c) == (€gy. ., €01 Cm,... em) € (N™TH
N’ ——
co fois cm fois
ol eg,...,en, désignent les vecteurs de la base standard de R™*!. Pour toute choix de

dp € N™+1\ {0} on a [RemO1la, Prop. 3.4 et 2.11]
deg.(Z) = degy, (rés4,,4(c) (1(2))) -

Soit encore D = (Do, ..., Dy) € (N*)™+L et considérons

\I/D : PNO X oo X PNm . P(Do];rONO)...(DmN_‘;IL\Im)_l

(Zoy .-y Tm) — (xgo---:r%" 2 by ENggH,..., meNgz'H)
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le plongement mizte associé (composition des plongements de Veronese et Segre), on sait
que [RemO1b, § 2.3]

(I.2) deg(¥p(Z2)) = Z (Z) deg.(Z)D° .

ceNT 1

Considérons maintenant des ensembles convexes Q1,...,Q, C R"™, leur volume mixte (ou
multi-volume) est défini par la formule de type inclusion-exclusion

MV(Q1,...,Qn) ==Y (-1)" 7 > Voln(Qi, + -+ Qy) -

j=1 1<ii<+<ij<n

Cette notion généralise le volume d’un ensemble convexe car MV(@Q, ..., Q) = n! Vol,,(Q). Le
volume mixte est positif ou nul, symétrique et linéaire en chaque variable ); par rapport a la
somme de Minkowski. On renvoie a [CLO98, § 7.4] ou [Ewa96] pour ses propriétés de base.

Interprétons ces notions dans le cas torique: soient Ag € (Z")Notl. .., A, € (Z")Nmt!
tels que L, + -+ La,, = Z". Posons A := (Ay,...,An) et considérons I’action associée
x4 de GJ}, sur le produit d’espaces projectifs PNo x ... x PNm:

x40 G xPNox...xPNm — PNox...x PNm
(S, 0y -y Tim) > (S%4, X0y -5 S *A,, Tm)

On considere la variété torique multi-projective X 4 C PN x ... x PNm adhérence de Zariski

de 'orbite du point ((1:---:1),...,(1:---: 1)), et plus généralement on pose X 4, pour
Padhérence de l'orbite de a = (v, ..., ) € PNo x ... x PNm,
Proposition I1.2. — Soit c € N dans la situation ci-dessus on a
degc(XA> = MVTL(QA(H e 7Q.A()7 cre QAmv LU 7Q.Am) .
cg fois cm fois

Démonstration. — Pour D = (Dy, ..., Dp) € (NX)™*! on pose DA := Do Ag+-- -+ DA,
I'ensemble des sommes de D; éléments pris dans A; pouri =0,...,met @p.4 = DoQ4,+ -+
D, Q 4,, 'enveloppe convexe de D - A. On vérifie ¥p(X4) = Xp.4, et par la multilinéarité
du volume mixte

n‘VOIn(QDA) = Z <Z>MVTL<Q«407'"7Q.A07"'7QAm7"'7Q.Am)DC :

ceNm 1

co fois cm fois

On a deg(¥p(X4)) = n!Vol,(@p.4) pour tout D et la comparaison de I'identité ci-dessus
avec (1.2) permet de conclure. O

Les orbites de I'action * 4 sur X 4 , sont en correspondance avec I’ensemble F(Q 4) des faces
du polytope Q4. Pour chaque face P on associe un point ap := (apg: -+ : apn) € PN
défini par ap j := a; si aj € P et ap ; := 0 sinon; la bijection est donnée par [GKZ94, Ch. 5,
Prop. 1.9], [Ful93, § 3.1]

P— X.»Oét,a,P = GZm *qgap C PN .
On a la décomposition

(1.3) Xao= || Xiap -
PeF(Qa)
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Posons N(P) := Card{i : a; € P} —1et
A(P) = (a; : a; € P) e (ZVYNDHL - o(P):= (o : a; € P) e (K*)NP)HL

on vérifie que szl, ap C PV est lorbite principale d’une variété torique contenue dans un
sous-espace standard de dimension N(P). Restreinte & ce sous-espace, elle s’identifie & la
sous-variété Xj‘( P)ap) C PN(P) | de dimension égale & la dimension (réelle) de la face P.
Plus généralement, soit X4 C PNo x ... x PNm une variété torique multi-projective et
posons Q4 = (Q4,,---,QA,,) la famille de m + 1 polytopes associée.
Pour un polytope @ C R™ et un vecteur b € R™ on note Q(b) la face de @ définie comme
lensemble des points v € () maximisant la fonctionnelle linéaire u +— (b, u). Considérons les

combinaisons des faces des () 4, obtenues par cette méthode:

F(Qa) :==A{(Qap (D), ..., Qa, (b)) : beR"} CF(Qu) x -+ X F(Qa,)

On peut vérifier que I’ensemble des sommes de Minkowski Q 4,(b) +- - - +Q 4,, (b) pour b € R",
coincide avec I’ensemble des faces de la somme de Minkowski Q 4, + -+ + Q4,,-

Soit a = (ag,...,am) € PN x ... x PMm_ les orbites de l'action *4 sur X4, sont en
correspondance avec ’ensemble F(Q 4). Pour chaque P = (P,..., Py) € F(Q4) on considere
le point ap := (ap,,...,ap,) € PN x ... x PVm: la bijection est donnée par

P X3ap =G raap CPYx...x Pl

et cette correspondance préserve la dimension, car dim(X 4o p) = dim(Py + --- + Pp,). La

démonstration est une légere variante de [GKZ94, Ch. 5, Prop. 1.9].

Classiquement les variétés toriques sont construites a partir d’éventails, voir par exemple
[Ful93]. Rappelons qu'un éventail est un ensemble de cones simpliciaux de sommet 'origine
engendrés par un nombre fini de points de Z", tels que toute face et toute intersection de
cones de I’éventail appartienne encore a I’éventail. Le lien avec notre présentation des variétés
toriques wvia des polytopes résulte de ce qu'un polytope @) a sommets dans Z" détermine un
éventail et donc aussi une variété torique au sens classique, qui de plus est munie d’un fibré
en droites ample. Dans les alinéa suivants (tirés essentiellement de [Cox01] et [Ful93]) on
explicite cette construction.

Supposons sans perte de généralité dim(Q) = n et posons F;(Q) 'ensemble des faces de @
de dimension i, de sorte que F(Q) := Uj_oF;(Q). Pour chaque hyperface (c’est-a-dire face de
codimension 1) F' de @ on prends le vecteur normal intérieur primitif vy € Z™ et on note

mp = —min{(z,vp):x €Q} €Z ,

ou (-,-) désigne le produit scalaire ordinaire sur R™. On peut donc décrire () comme inter-
section de demi-espaces

(1.4) Q= () {zeR": (z,0p)>-mp} .
FeF,1(Q)

A chaque face P de @ on associe le cone op engendré par les vecteurs vp correspondant aux
hyperfaces F' O P; on a dim(P) 4+ dim(op) = n. L’ensemble de ces cones forme un éventail
complet 3 de R, c’est-a-dire un éventail recouvrant R"™.

La figure suivante montre la correspondance P +— op entre faces de () et cones de X, pour
Q le simplexe standard de R2.
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0,1)

(0,0) '(1,0)

Notons Xy, la variété torique (non plongée dans un espace projectif) définie par cet éventail.
Pour chaque hyperface F' de Q on note D le diviseur correspondant a la sous-variété torique
de X5, associée a 'aréte op de ¥ et on introduit un diviseur de Weil sur A, invariant sous
laction de G,

DQ = Z mpg DF 5
FeF,—1(Q)
qui est en fait un diviseur de Cartier ample [Ful93, § 3.4]. Pour a € Z", lapplication
monomiale x* : G, — Gy, s — s peut se voir comme une fonction rationnelle sur Xx.
Cette fonction rationnelle s’étend en une section globale de O(Dg) si et seulement si a € Q,
et en fait

['(Xs5,0(Dg))= P K-x".

acQnzZn
En posant finalement Ag := Q@ NZ" = {aop,...,an}, on vérifie que l'application G}}, —
PN s (s%,...,5%) s’étend en un morphisme régulier Xs — P, dont I'image est la variété

torique projective X 4,. De fait, ceci est le morphisme de normalisation de X4, [Stu96,
Cor. 13.6].

Cependant, notons que la notion d’éventail permet de définir des variétés toriques qui,
meéme completes, n’admettent pas nécessairement de diviseur G} -invariant ample. Toutefois,
lorsqu’une variété torique abstraite posseéde un tel diviseur, elle admet une application mono-
miale réguliere vers un espace projectif et son image est une variété torique projective du type
que nous étudions ici. On notera encore que les variétés toriques abstraites sont des variétés
normales, voir [Ful93, § 2.1, p. 29], ce qui n’est pas toujours le cas pour les variétés toriques
projectives.

II1. Equations et indices d’obstruction successifs

Soit X C P une variété projective de dimension n > 0 et I(X) C K[z, ..., xy] son idéal
de définition, I’indice d’obstruction w(X) est défini comme le plus petit degré d’une équation
homogene f € I(X)\ {0}. Plus généralement, pour i = 1,..., N —n on définit le i-éme indice
d’obstruction de X par

wi(X):==min{D e N : dim(Z(f : feI(X)p)) <N —i},
ou I(X)p désigne la partie de degré D de 'idéal homogene I(X). Alternativement, w;(X)
est le plus petit entier D > 0 tel qu’il existe des polynémes homogenes f1,..., f; € I(X) de
degré borné par D formant une intersection complete. Evidemment w(X) = wi(X) et

l1<wi(X) < - <wyp(X) .

L’invariant w(X) joue un réle important dans les problémes de Lehmer généralisé et de Bo-
gomolov sur les tores [Dav03], [ADO04], [Rat04]. D’un autre c6té, les lemmes de zéros
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consistent & minorer le premier indice w(X) pour une variété de dimension 0, éventuellement
munie de multiplicités; ces résultats sont des outils fondamentaux en théorie des nombres
transcendants, voir [Ber8T7]. Signalons que pour ces applications, il est souvent important de
considérer des indices d’obstruction sur des sous-corps de Q (i.e. dont les équations sont &
coefficients dans un sous-corps fixé) et pour des schémas projectifs quelconques.

Plus généralement encore, on peut considérer des indices d’obstruction successifs relatifs a
un ouwvert donné U C PV:

wi(X;U) :==min{D e N : dim(Z(f : f€I(X)p)NU) <N —i} .

Les idéaux des variétés toriques sont binomiaux, c’est-a-dire engendrés par des famille de
polynémes de la forme az® — S 2P avec a,b € N™ et a, f € K*. Dans la suite on explicite la
relation entre variétés toriques et idéaux binomiaux, qui est la clé de notre étude des indices
d’obstruction successifs de ces variétés.

Soit A = (ag,...,an) € (ZY)N*! tel que Ly = Z" et a = (ag,...,ay) € (KX)VNFL
Considérons I'application linéaire

na:ZNYY S Zx 2", A= (Xo+--+Av, doao+ -+ Ayan) ,

et posons I' 4 := ker(n,4) son noyau. C’est un sous-module saturé de ZV*! (c’est-a-dire que le
quotient ZV+1 /T 4 est sans torsion) de rang N —n. Notons A C RN*! Phyperplan d’équation
Mo+ -+ Ay =0 et posons AZ := AN ZN*L: évidemment on a T'y C AZ.

Pour b € RN on écrit de facon unique b = b, — b_ avec by, b_ € R_]XH a supports
disjoints, c’est-a-~dire (by); = b; si b; > 0 et 0 sinon, et (b_); = —b; si b; < 0 et 0 sinon. Le
résultat suivant est une reformulation de [Stu96, Cor. 4.3]:

Proposition I1.1. — [(X4,) = (2% —abab- 1 beTy).

Démonstration. — Le cone de X 4, coincide avec 'adhérence de Zariski de I'image de
G" x G, — ANTL (8,t) = (81, -y 8n,t) = (apts®™,...,ants*™) |

donc I(X 4,) coincide avec le noyau de ’homomorphisme

K[xg,...,xN]HK[sfl,... sEL T — ot 8™

r n
le résultat devient une conséquence directe de [Stu96, Cor. 4.3]. O
Ainsi, 'idéal d’une variété torique projective est binomial, il en résulte automatiquement

que c’est un idéal premier et homogene (puisque X 4 o est une variété projective) ne contenant
aucune des variables x;, & cause de I'hypothese o € (PV)°.

Soit maintenant I' € Z¥*! un sous-module quelconque et p un caractére partiel, ¢’est-a-dire
un homomorphisme p : I' — K*. Ces données définissent un idéal binomial

I(T, p) := (" — p(b)zb~ : bel) cKlxog,...,zn] .
Proposition I1.2. — ([ES96, Cor. 2.6]) — La correspondence
(I, p) = I(T, p)

est une bijection entre les sous-modules saturés T' C ZNT1 munis d’un caractére partiel p, et
les idéauz de K[xo, . ..,xN]| binomiauz, premiers et ne contenant aucune des variables x;. De
plus rangy (') = rang (I(T', p)).
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On vérifie sans peine que I(I',p) est homogene si et seulement si I' ¢ AZ. Ainsi, la
donnée d'un couple (A, ) définit un sous-module saturé I'y C A% et un caractére partiel
PA b= a®; la proposition II.1 peut étre reformulée sous la forme

I(XA,a) = I(FA7 pA,a)'

Réciproquement, & partir d’un idéal binomial de K]z, ...,z y]| premier, homogene et ne
contenant aucune des variables x;, on peut construire (A, a) tel que I = I(X 44): soient I' C
AZ le sous-module saturé et p le caractere partiel associés a I, n := N —ranggz(T") et prenons

00, ...,v, € ZNTL une base de lorthogonal I't de T' dans ZV*! relativement au produit
scalaire usuel. Puisque I' € A% on peut supposer sans perte de généralité vg = (1,...,1); on
pose alors

a; = (Vi4,...,Un;) € Z" pour i =0,...,N ,

et A = (ao,...,an) € (Z")N*T1. En outre, p peut s'étendre (de maniere pas forcément
unique) en un caractere total p : ZV*T! — KX et on prend a := (p(eq), ..., plen)) € (K*)N+1
ott les e; désignent les vecteurs de la base standard de ZN*1.

Par constructionI' 4 = I et L4 = Z", parce que v, . . ., U, est une base de I't et I est saturé.
La proposition II.1 entraine I(X 4,,) = I. En particulier, on en déduit que la correspondance
X + I(X) est une bijection entre I’ensemble des variétés toriques de PV et 1’ensemble des
idéaux de K[z, ..., zy| binomiaux, premiers, homogenes, ne contenant aucune des variables
de z;, i = 0,...,N. Dans la suite, on notera 'y et px le Z-module et le caractere partiel
associés a une variété torique donnée X.

Exemple I1.3. — Soit
G2 - P? | (5,8) = (1:5:35%t: st?)

et posons S C P3 la surface torique, adhérence de Zariski de l'image de cette application. Soit

1 1 11
al=]0 1 21
0 01 2

la matrice de Uapplication linéaire n4 : Z* — Z3 dans les bases canoniques, alors T 4 = ker(n4)
est engendré par le seul vecteur

v = (Mo, — My, My, —M3) = (2,-3,2,—1) € Z*
ot M; désigne le i-eme mineur de la matrice [n4]. Et donc une équation de S est

2t -2 = 1:(2) x% — 956‘;’ x3 € K|xg, x1, 22, 23] .

Réciproquement, partons de l’équation binomiale f := x% ac% - 93:? x3 € K[zg, z1,x2,23]. Le

Z-module saturé T C AZ correspondant est engendré par v = (2,—3,2, —1) et le caractére
partiel est p: T — K>, m -y +— 9™,

On wvérifie que (1,1,1,1),(0,1,2,1),(0,0,1,2) € Z* forment bien une base de I'" et que
Z* — KX, b — (1,1,3,1)% = 3% est une extension possible de p, donc Z(f) = X avec
A= ((0,0),(1,0),(2,1),(1,2)) € (Z>)* et a = (1,1,3,1) € (K*)*.

La figure suivante montre les exposants et le polytope associés a cette surface:
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Considérons la norme ¢t
N
HUH1:Z|UZ‘| pour v € RVN*!
i=0

et pour un Z-module quelconque I' € RN*! notons y; := ;(T;|| - ||1) le i-éme minimum
successif de I' relativement a cette norme. Rappelons que p; est défini comme le plus pe-
tit v € R4 tel qu'il existe ¢ vecteurs indépendants vy,...,v; € I' de norme bornée par v.
Alternativement

pi(Ls )] - [[1) == min{r € Ry : ranggz(v- B, NI') > i} ,

ou B, désigne la boule unité pour la norme ¢'. Le résultat suivant montre que les indices
d’obstruction d’une variété torique relatifs & 1'ouvert (P™V)° coincident avec les minimums
successifs du Z-module associé:

Proposition II.4. — Soit X C PN une variété torique de dimension n, alors
oy _ 1 :
wi(X;(PN))ziui(Fx;H-Hl) pouri=1,....N —n .

Démonstration. — On peut se restreindre sans perte de généralité au cas a = (1,...,1).
Soient v1,...,vN_p des vecteurs formant une base de I'x. D’apreés [ES96, Thm. 2.1(b)],
X° = X N (PY)° est une intersection complete decoupé par les binémes

x(U1)+ — x(vl), s :L»(UN*H)JF — x(vN*")* S K[x(], . ,LUN]

1
et on a deg(z(™)+ — z(W)-) = 3 llvjl|1 (car Zi\fzo vjr = 0). En prenant vq,...,vn_, réalisant

les minimums successifs du module I'x on obtient
1
wi(X; (PN)°) < max{deg(a*)+ —x(7)-) : 1<j <i} = 5 kT[]l -

Dans l'autre direction, soit f1,..., fn—pn € I(X) une suite de polynémes homogeénes réalisant
les indices d’obstruction successifs de X sur (P?)°. Par la proposition II.1

fiw) =) gjp(x) (2" —a")

bel'x
pour certains g;, € Klxo,...,zn] et, pour tout b € I' 4 tel que g;, # 0, on a
1 1
(IL.5) deg(f;) = deg(g;p) + deg(a" — o) = deg(g;p) + 5 Ibll > 5 [bllr -

Soit 1 <7 < N —n, posons L; le Z-module engendré par les b € 'y tels que g;, # 0 pour un
certain 1 < j <i. Alors, f; € J; := (2% —ab~ : be L;) C K[zo,...,zny] pour j=1,...,i et
donc

i =rang(fi,..., fi) <rang(J;) = rangy(L;)
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par la proposition I1.2 ci-dessus. Ainsi L; est un sous-module de I'x de rang au moins i et on
peut trouver i vecteurs linéairement indépendants parmi les b € I' 4 tels que g;; # 0 pour un
certain 1 < j < 4. L’un au moins de ces vecteurs est de norme ||b]|1 > u;(Tx;| - |]1) et on en
déduit avec (I1.5)

wr (X5 (PV)°) = mac{des(f;) : 5= 1,1} > 5 T, | 1)
]

Soit X C P une variété de dimension n, comme conséquence directe de sa majoration de
la fonction de Hilbert géométrique, Chardin a montré qu’on a toujours

w1 (X) < N deg(X) ¥

et aussi wa (X )% < N deg(X)~ = [Cha89]. Ultérieurement, Chardin et Philippon ont consi-
déré le probleme de l'interpolation algébrique, qui consiste a estimer le degré minimal de
sous-variétés

X=YynC--CYi CPV

telles que codim(Y;) = j. Ils ont montré qu’on peut choisir Y7,...,Yny_, comme ci-dessus,
satisfaisant [CP99]
(I1.6) deg(Y, )J < N4V~ deg(X )

L’interpolation algébrique est tres proche des problemes d’estimation des indices d’obstruction
successifs. En fait, une reformulation de leur démonstration montre qu’il existe des équations
fiy.ooy fn—n € I(X) formant une intersection compléte au voisinage du point générique de X
et telles que

deg(X) < deg(f1) - - deg(fn—n) < ¢(IV) deg(X)
pour une constante ¢(NN) > 0 explicite. Ceci équivaut aux inégalités
(I1.7) deg(X) <wi(X;U) - wn_n(X;U) < c(N) deg(X)
pour un ouvert U C PV tel que X NU # (). L’interprétation des indices d’obstruction des

variétés toriques comme minimums successifs d’un module permet de traduire le deuxieme

théoreme de Minkowski en des estimations pour le produit de ces indices relatifs a I'ouvert
(PN)°:

Corollaire II.5. — Soit X C PN une variété torique de dimension n, alors
deg(X) < wi(X; (PY)°) - wn—n(X; (PY)°) < ¢(N,n) deg(X)

= (1) (2 T2 s ()

Ceci est la proposition 0.1 dans 'introduction, avec une constante plus précise.

avec

Démonstration. — La premiere inégalité est conséquence directe du théoreme de Bézout;
passons a la deuxieme. Posons F§ =Ty ®R = RN de sorte que 'y est un réseau de F%.
Posons aussi B := B, ﬂFE} la boule unité de F% par rapport & la restriction de la norme £!.
Ceci étant un ensemble convexe et symétrique par rapport a l'origine, le deuxiéme théoréme
de Minkowski sur les minimums successifs d’un réseau entraine

2N7’I’L VOIN n N
< (T <247n
(N —n)! = Voly_n( FR/F H pallac ) <
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et donc

(118) ]\hnwi(X; (PN)O) < VOIN—n(F;R(/FX)
=1

VOIN,n(B)

par la proposition I1.4.
Pour conclure, il suffit de majorer le quotient Voly_,(I'¥/T'x)/Voly_,(B). Soient A €
(ZMNHL et a € (K*)NVH tels que X = X 4 4; en particulier I' 4 = I'y. Soient

. N+1 s
v; = (ag,...,an;) € Z pour i =0,...,n

les lignes de la matrice (dans les bases standard) de Papplication 74 : ZNHL ozt Te
module I'x est I'orthogonal du sous-module V' C ZV*! engendré par vy, ..., v,. C'est aussi
un sous-module saturé a cause de 'hypothese L4 = Z"; la formule de Brill-Gordan (voir par
exemple [PS04, formule (I1.2)]) entraine alors

Voly_n(TR/T'x) = Vol,, .1 (VR/V)

et par la formule de Cauchy-Binet

1/2
Voly (TR /Tx) = Vol n (VR/V) = [[ug A -+ - Avy|2 = ( Z det([nA]J)Q) ,
J:Card(J)=n+1

ou [n.4]s désigne le mineur (n+1) x (n+1) de la matrice de 14 dont les colonnes sont indexées
par J. Chaque terme det([n.4]s) est £n! fois le volume d’un simplexe contenu dans le polytope
Q) 4; ainsi on peut majorer cette quantité par

N+ 1\ 2 N +1\"?
VolN_n(r§/rX)g<n+1> n!Voln(QA):<n+1> deg(X) .

~1/2 centrée en

En outre, notons que B contient la boule euclidienne de 'R de rayon (N + 1)
I’origine, ainsi
N—n

2 1
oly—n(B) = Voly_n(( ) > N TX) N +1 I (1+ &on)

On en déduit

il Voly_n (TR /T'x)
wi(X; (PY)°) n
Il

Voly_n(B)
<]§:11)§ <N7—:1>N2_n -F(1+N2_n> deg(X)
(N +1)

(N—n;vin ' <N7j_1> ' ::0 (N;n —k) . deg(X)

(forlf deg(X) .

N

Ce résultat améliore la constante ¢(IN) dans (I1.7) pour le cas torique et précise 'ouvert U
par rapport auquel les indices peuvent étre considérés.

En revenant au cas général d’une variété X c PV quelconque de dimension n, il est naturel
de se demander si I'estimation (I.7) reste valide pour U = PY. Autrement-dit, s'il existe
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toujours des polynoémes homogenes fi,..., fy—, € I(X) formant une intersection complete
globale et tels que

deg(X) < deg(f1)---deg(fn-n) < c(INV) deg(X) .

Il serait intéressant de décider cette question déja sur la classe des variétés toriques. Pour ce
faire, on voudrait expliciter les indices w;(X; PV ) de maniere analogue a la proposition 11.4
pour w;(X; (PY)°).

III. Volumes, hauteurs d’espaces tangents et degrés

Dans la définition du § I, les sous-groupes algébriques connexes de G% correspondent aux
variétés toriques X9 wvia lidentification ¢ : G} < (PY)°. D’un autre coté, I'ensemble des
points complexes d’un sous-groupe algébrique connexe G de G%, de dimension n, est décrit
via I'application exponentielle par son espace tangent TG (C) € CV & I'origine et son réseau
de périodes

A :=TG(C)N (2irZ)N ,
de rang n sur Z.

Munissons 'espace tangent & GX en I'origine TG (C) ~ CV de la structure euclidienne
pour laquelle les 2N éléments e; et 2ime; (i = 1,..., N) forment une base orthonormée.

Soit A = (ag,...,an) € (Z")NT! tel que Ly = Z" et G := 171(X5). Des générateurs
de A sont donnés par les vecteurs 2im\i,...,2i7\, € (2irZ)" ou Aij = aj; — ag; pour
i=1,....,net j=1,...,N. En fait, le Z-module ﬁ[\ est I'orthogonal de la projection par
7 RNt = RN (2o, 21,...,2N8) — (21,...,25), du Z-module T4 C AZ, introduit au § II
précédent.

Considérons encore I’adhérence de Zariski G de G dans la compactification (P!)Y de GY,
ses multidegrés sont indexés par des multi-indices ¢ = (c1,...,en) € NN ot ¢; € {0,1}. A
toute suite croissante 1 < j; < -+ < j, < N on associe un multi-indice ¢(j1,...,j,) défini
par c(ji,...,jn); = 1si j € {j1,...,jn} et 0 sinon. Indiquons comment on retrouve par ce
biais la proposition 4 de [BP88].

Proposition III.1. — Avec les notation ci-dessus, le volume euclidien de la projection de A
sur le produit des n facteurs de RN indexés par jy, ..., jn est égal a MV, (@ aj,...,0005,) =

degc(jl’_“,jn)(G), ot ag a; désigne le segment de droite joignant ag a a; dans R™.

Démonstration. — En effet, la projection de A considérée est un réseau de (2irR)"™ engendré
par les vecteurs (2imA; j,,...,2i7A;j,) pour i =1,...,n. Son volume pour la structure eucli-
dienne fixée est donc égal a |Aj, ;.| = MV, (agay,,...,aoa;,) ol
A17j1 oo A17jn
Ajy,...j, = det : : €Z.
)\nvjl cce )\nm]n

Finalement, par la formule (I1.2) ce multivolume est égal au multidegré degc(jlr_.,jn)(é) corre-
spondant. O

On notera que les Aj, . ;. introduits dans la démonstration précédente sont des coordonnées
grasmaniennes de 'espace tangent 7'G(C) en I'origine de G’ dans CV. Comme A est un réseau
primitif de TG(C) on a

ppem(Aj, G, 1< < <jp <N)=1.
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L’image de G par le plongement de Segre s : (P1)Y — P27 1 est décrite par la somme de
Minkowski
apai +---+agany C R"
dont le volume est égal a la somme des volumes mixtes pour toutes les projections du type
envisagé dans la proposition III.1. En particulier
degP2N71(s(G)) = nl!Vol,(agay +---+apan)

= Y icjccjnen MVa(@oay, . .. a0 ay,)

= ”!Z1§j1<...<jn§N|Aj1,.~~,jn| .

Ainsi, le degré de s(G) est égal a n! fois la hauteur associée & la norme ¢! des coordonnées
grasmaniennes de son espace tangent dans C¥.

Si l'on considere la hauteur de Schmidt hg(7") d’un sous-espace 1" C QN définie comme la
hauteur projective du point qui le représente dans la variété grasmanienne [Sch91, page 28],
on a la formule

hs(TG) = ST g P | = Vol (TG(C) N (2i7R)N /A) = Voly (TR /T.4) |
1< <<jn<N

car TG(C) C CV est défini sur Q et ses coordonnées grasmaniennes Aj, ;, dans Z sont
premieres entre elles dans leur ensemble. La seconde égalité n’est autre que la formule de
Cauchy-Binet déja utilisée au § II. La troisieme égalité s’obtient en identifiant 1’hyperplan
A={X+-+Ay=0}C RN avec RN par la projection sur les N dernieres coordonnées,
de sorte que 'image de AZ est ZV.

En remarquant que Q4 = Conv(ag,...,ay) contient tous les simplexes de sommets pris
parmi les a; et est contenu dans I'union de ces mémes simplexes ayant ag comme sommet fixe,
on vérifie facilement (le volume d’un simplexe Conv(ag, a;, ... ,a;,) est égal & 2[A;, ;. |)

1 1
e g SVo(@Qa) oy el
1<ji<<jn<N

D’apres la formule (I.1), on sait que degp~ (G) = n!Vol,(Q4) et en particulier

Proposition III.2. — Pour tout sous-groupe algébrique G C G de dimension n on a

n!degpy (G) < degpov_, (s(G)) < n! (]Z) degpn (G) .

On pourra comparer avec le résultat analogue pour la hauteur normalisée dans [DP99,
Prop. 2.2].

Si l'on introduit la fonction f4 sur 'enveloppe convexe @ 4 des points A = (ag,...,an)
dans R"™, a valeur dans N, définie pour u € ()4 par :

fa(u) == Card{(ji,...,jn);1 <j1 <--- <jn <N et u € Conv(ag,aj,...,a;)} ,
on vérifie facilement 1’égalité

degp2N—1(S(G)) _ .
n!degpn (GQ) Vol,(Qa) Jo,

fa(u)du .
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Ezxemple II1.3. — En considérant des points ag, . ..,an dans Z" tels que any1,...,an soient
trés proches de ag comparativement a ay,...,a, (voir figure ci-dessous pour n =2), on a
E A = max A=A .
| ]17"‘7]77,‘ 1§]1,,]nSN‘ ]17"'7]n| | 7"'7”‘

1<j1<--<jn<N

On obtient ainsi une variété torique pour laquelle n!degp (G) ~ degP2N71(s(G)), montrant
que l'inégalité de gauche dans la proposition II1.2 est optimale.

a
a;, 1>2
4q, a,
Exemple III.4. — Considérons maintenant N = mn points ai,...,an de Z™ également
concentrés autour de aj,. .., an, par exemple agn+; =~ a; G lintérieur de Conv(ag, ai,...,a,),
pourk=1,....m—1eti=1,...,n (voir figure ci-dessous pour n =2). On a alors

N\" |
oo Nl 2 — ) nlVoly(ag,ar,....an) -

1< <+ <jn<N

. . . sy, . AN n - .
On obtient ainsi une variété torique pour laquelle dengN,l(S(G)) > n! (%) degp  (G), lais-
sant supposer que linégalité de droite dans la proposition II1.2 pourrait étre améliorée d’un
facteur €. De fait, lorsque n = 2 on vérifie pour toute configuration A de points et tout

u € Qa la majoration fa(u) < (%)2, d’ou degp2N_1(S(G)) < 2(%)2degPN(G), qui est
optimal.

a. _ya;, i>2 pair

a, i>2 impair

IV. Un théoréme de Bézout pour les poids de Chow

Soit X € PN et 7 = (70,...,7n) € RVT! rappelons que e.(X) € R désigne le 7-poids de
Chow de X défini dans I'introduction.

Pour A € R" on a e),(X) = Ae,(X). De méme, on vérifie facilement que pour 7/ €
R on a e, (X) = e (X) + 7/(n + 1) deg(X). On vérifie encore que si o5 : PV —
PM M+1 = (N J‘S), désigne le plongement de Veronese de degré § et 7(9) le vecteur des
7-poids des mondmes de degrés &, on a e s (05(X)) = " - e, (X). Plus profonde est
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Iexpression de e, (X) comme coefficient dominant d’une fonction poids de Hilbert démontrée
par Mumford [Mum?77, Prop. 2.11] :

er(X)

n+1 n
P +0(D"

s (X; D) := max Z(Tgx\o +- 4+ TNAN) =
Aed
ol le maximum porte sur tous les ensembles J d’éléments de Ng“ tels que les mondmes

associés induisent une base de la partie graduée de degré D de ’anneau de la variété X.

Exemple IV.1. — Si H est une hypersurface de PN d’équation f € K[xg,...,zn] et T €
RN*L on a

er(H) = (104 -+ + 7v) deg(H) — wi(A7(f))
ot NE(f) == f(t™0xg, ..., t"™Nay) et wy désigne la valuation t-adique.

Lorsque 7 € ZV*! le poids de Chow peut s’interpréter en termes de bidegré de la déforma-
tion torique X, C P! x PV de X relative & 7. Une forme résultante d’indice (1,n + 1) de X,
s’écrit

UTT(X)'UgiT(X)Chx(. ooy (—Uo/’Ul)TjuiJ‘, e ) y
son degré en (vp,v1) est e-(X) + e_-(X) d’apres la définition du poids de Chow et c’est par
ailleurs le bidegré degg ,11)(X7), d’ott
deg(o,n—i-l)(XT) =e (X)+e,(X) .
Rappelons que le degré deg(om +1) est obtenu en intersectant par n+ 1 formes linéaires relevées
du second facteur PN+ yoir § I pour plus de détails.

Lorsque 7 € NV*1! on peut aussi interpréter le poids de Chow e, (X ) isolément comme un
bidegré en considérant une variation de la déformation torique précédente. Précisément, il
s’agit maintenant de ’adhérence de Zariski X, C P! x P2N+1 de

{(T:t)x (tPxg:--:t™Ney:zp:--:xn);t € G,z € X} .

En appliquant ce qui précede on a

deg(O,nJrl)(XT) = ez (X) + 6—7'(5(:) )
ol X désigne le plongement diagonal de X dans P2NT1 et 7 = (79,...,7x,0,...,0) € N2N+2,
On vérifie sans difficulté ez(X) = e, (X) et e_z(X) = 0, d’out deg(g ,11)(X7) = e, (X).

Donnons maintenant la démonstration du théoreme 0.2, en commencgant par une variante
de ce théoreme de Bézout pour les poids de Chow. Notons

7 PLx PPN PN (g ty), (o cancyoroyn)) — (Mot yN)
la projection de P! x P2N+1 sur PV donnée par les N + 1 derniéres coordonnées de P2V +1 et
PN S PPV (g rian) = ((0:1), (g iy 02 0))

Théoréme IV.2. — Soit X C PN une variété projective et H un diviseur de PN ne con-
tenant pas X, alors pour tout T € ZNT on a

(X H) = er(X) deg(H) = 3 m(X, -7 (H):i(Y)) deg(Y) .
Y elrr(init, (X))

De plus, si H est une hypersurface et f € Klxo,...,zN]| est une équation de H on a, avec les
notations du théoréeme 0.2,

m(Xy 7t (H); 1Y) = m(Xr - div(Ar(f));e(Y))
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ot )\i';.(f) = f(tgol'o, e ,th(L'N) S K[to, tl][aﬁo, . ,xN].

Démonstration. — 11 suffit d’établir le résultat pour 7 € NV+1 on se ramene & ce cas en
ajoutant & 7 un vecteur (7/,...,7") ot 7 € N est suffisamment grand et on remarque qu’avec
les propriétés d’homogénéité du poids de Chow 1’égalité désirée reste invariante.

Dans ce cas, comme H ne contient pas X, le cycle intersection X, - 7*(H) s’écrit comme la
somme du cycle ()?\_I:T )r et d’un cycle supporté par i(init- (X)), le second vivant donc dans
{(0: 1)} x P2NHL. Comme deg(,,11)(X;) = er(X) et deg( (X - H):) = e (X - H) on a,
d’apres le théoreme de Bézout multi-projectif [RemO01b, Thm. 3.4],

deg(H)e-(X) = deg(H)degqpni1)(Xr)
= deg(n)(Xs -7 (H))

= degon((X-H))+ > m(X, 7" (H);i(Y)). deg(Y)
Y elrr(init, (X))

= e(X-H)+ > m(X; 7" (H);i(Y)). deg(Y) .

Y €lrr(init- (X))
Notons finalement que le morphisme
vy P! x p2N+1 R P! « PN
((to:t1),(mo:---:txn:yo:---:yn)) +— ((to:t1),(xo: -+ :2N))

est un isomorphisme de X, sur X, dans louvert ¢, # 0, tel que 7 07 = ¢ et «,(x*(H)) =
div(A%(f)). Cela entraine, pour toute composante irréductible Y de init,(X),

m(Xr -7 (H);1(Y)) = m(X, - div(AL(); (Y)) -
OJ

Démonstration du théoréme 0.2. — On reprend la fin de la démonstration du théoreme 1V.2
en se placant dans une carte affine contenant une composante Y de init,(X) et sur laquelle
H est décrit par une équation f, on a

m (X, -7 (H); i((Y)) =long (K[X;]/(w* (/)i
=long(K[X-]/(A (f)))L
=m(X; - div(AZ(f)); (Y ))
m( Xy - Hr; l(Y) + wio (A7 (f)) m(init, (X); V)
=m(Xr - He;o(Y)) + (70 + - - - + 7v) deg(H) — e-(H)) m(init,(X); V)

d’apres le calcul de 'exemple IV.1. Enfin, en sommant sur toutes les composantes Y de
init, (X) on a )y m(init;(X);Y) deg(Y') = deg(init, (X)) = deg(X). O

Dans les notations du théoreme IV.2, soit f € K]zo,...,xn] une équation de H et 7 €
RN*! posons

1
V.9 Af) = ——
c’est une fonction continue de 7. Lorsque 7 € NV on a donc par le théoreme IV.2
5 X _ deg(Y
wer) == Y m(E (). )
— deg(X)
Y €Irr(init- (X))

(er(X - H) — er(X) deg(H))
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Toujours dans ce cas, on vérifie wx ;- (f) = kwx +(f) pour tout k € N* et wXJJrT/(Lm’l)(f) =
wyx (f)—7' deg(H) pour 7/ € N. On peut donc écrire en général (c’est-a-dire pour 7 € RV*+1)
I’égalité

e2(X - H) = e(X) deg(H) + w1 (f) deg(X)

en posant
.1
wx,r(f) = lm EwX,[k(T—T’(l,...,l))](f) + 7' deg(H)
ot 7 := min(7y, ..., 7n) et [] désigne le vecteur des parties entieres dans NV+1,

Dans le cas d'une variété torique X 4, le poids de Chow er(X4,0) = e;(X4) s’exprime
naturellement en termes d’un polytope construit a I’aide du vecteur 7, au-dessus du polytope
Q4 déja introduit au paragraphe 1.

Proposition IV.3. — (PS04, Prop. 111.1]) — Awvec les notations introduites on suppose
Zao+ -+ Zan = Z". Soit Q. Uenveloppe convexe des points (ag, 19),- .., (an,Tn) dans
R et Uar: Qa4 — R la paramétrisation de la toiture de Q4 au-dessus de @ 4, alors

er(Xa) = (n+1)!/ 19A,T(u)du1...dun .
Qa

La démonstration qu’on donne de cette proposition dans [PS04, § III] est basée sur un calcul
explicite des poids de Hilbert des variétés toriques; nous y montrons également qu’on peut
I’obtenir comme conséquence des résultats de I.M. Gelfand, M.M. Kapranov et A.V. Zelevinski
sur le polytope de Newton du A-résultant [GKZ94, Ch. 7 et 8]. Elle est également implicite
dans [Don02, § 4.2]. L’interprétation ci-dessus du poids de Chow comme bi-degré permet
d’en donner encore une autre démonstration simple et directe :

Démonstration. — Tout d’abord on remarque qu’il suffit de démontrer 1’énoncé pour un choix

générique (au sens de Zariski) du vecteur 7 dans RN*!, puisque les termes considérés sont

continus par rapport a 7. L’identité étant invariante par homothéties et translations, on peut

se ramener & supposer 7 € NVt & coordonnées premieres entre elles dans leur ensemble.
On a Ly, = Z""; la proposition 1.2 entraine alors

er(X) = degni1)(X7) = MVyt1(Quaz, .-, Qaz) = (n + 1)!/@ Var(u)duy - duy,
A

Ol\l?:(Tg,...,TN,O,...,O)€N2N+2. ]

La proposition IV.3 permet de reformuler de fagon amusante le théoreme du sous-espace
de Schmidt, dans la version projective qu’en ont donné Evertse et Ferretti [EF02] mais dans
le cas tres particulier des variétés toriques.

Convention IV.4. — Si K est un corps de nombres et v une place de K on notera | - |, la
valeur absolue de K dans v étendant la valeur absolue usuelle de Q si v est archimédienne et
la valeur absolue p-adique standard de Q (i.e. |p|l, = p~') si v est ultramétrique. On notera
encore Mg ’ensemble de ces valeurs absolues représentant les places de K.

Soit K un corps de nombres et S un ensemble fini de places de K. On considere une variété
torique X 4, C Py définie sur K, pour toute place v € S des réels 7,0,...,7 Ny > 0 et le
systeme d’inéquations en z € X 44(Q) :

)

(IV.10) log ( !:L"z\w) < —7yi-h(x) pour tout i = 0,..., N et toute place w | v de K(x),
x
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1/2
ou |||y := max(|zi|y;i =0,...,N) si w est ultramétrique, ||z||, = <Zi]\i0 |xz|12v) si w est
archimédienne, et h(z) désigne la hauteur projective.
Dans cette situation notons ¥J4-(u) := > cg [[[([g Q]} YAz (u) pour u € Q4. Le théore-

me 3.2 de [EF02] explicite pour tout € > 0 des réels
ci(N,n, deg(Xaa),€) 5 c2(N,n,deg(Xaa),6) 2 1

tels que 'énoncé suivant soit vrai (7, := (7v,0,...,To,N), V € S) :

Théoréme IV.5. — ([EF02|, Thm. 3.2) — Si la valeur moyenne de ¥ 4 r sur Q4 est > 1+-¢,
alors les points © € X 4.4(Q) solutions du systéme d’inéquations (1V.10) et satisfaisant

h(z) > c1(N,n,deg(Xaa),€).(1+ h(Xa.a))

appartiennent a un sous-ensemble algébrique propre de X 4o, défini sur K et de degré <
c2(N,n,deg(Xa.q),€).

Démonstration. — Notons X = X 4, la condition donnée dans le théoreme 3.2 de [EF02]
s’écrit
1 Ky : Qy
. e (X)>14¢ .
o DdesR) 2 K q ) 21
Or deg(X) = n!Vol,,(Q.4) d’apres la formule (I.1) et, vue la proposition IV.3, on a
Ky : Qy er, (X) 1 /
. L = . Yar(u)duy...duy,
21K Q) T 1) den(X) ~ Vol (@) Jo, A0
qui est bien la valeur moyenne de 9 4 » au-dessus Q 4. O

Le résultat trivial, provenant de la formule du produit, permet d’affirmer que le syteme
(IV.10) n’a pas de solution dans P3,(Q) des qu’il existe ¢ € {0,..., N} tel que

[KU:QU]T‘
%[K:Q] Toi > 1.

On donne un exemple ou ce résultat trivial s’applique bien que la condition du théoreme IV.5
ne soit pas remplie et un autre exemple ou le théoreme IV.5 donne un résultat non trivial.

Exzemple IV.6. — Soient 0 < e <n+1, A CZ" et 1, tels que 7,; = 0 pour tout v € S
eti=1,...,N et g [I[(I”é 8” Tvo = 1 +¢e > 1. On calcule a l'aide de la proposition IV.3

er,(Xa) < deg(XA) Tp,0, d0U Y cq [[(I”é 81’].@:{;((1228&) < 7111:81 < 1. On sait donc que

dans ce cas le systéme d’inéquations (IV.10) n’a pas de solution telle que xo # 0, bien que
Uhypothese principale du théoréme IV.5 ne soit pas satisfaite.

Exzemple IV.7. — Soit maintenant N' > 3 un entier, N := 2N’ et D > N'(N'—1) un autre
entier. On considére A := (0,...,.N' —=1,D—N'+1,....,D) € Z et S = {v1,...,on/} un
ensemble de N’ places de Q. A chaque place v; de S on associe le vecteur T, € RN dont
toutes les coordonnées sont nulles sauf celles d’indices i et D — N’ + i qui valent ﬁ On

) 3 RN o X N ’ )
a ainsi ez, (Xa) > 2D NEL of 3™ s ;deg ){‘j) > DAL I > 1, tandis que Y, g Toi =
ﬁ < 1 pour tout © = 0,...,N. Le théoréeme IV.5 s’applique donc et donne un résultat a

priori non trivial dans ce cas.
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V. Hauteur normalisée

L’espace projectif peut étre vu comme une compactification équivariante du groupe mul-
tiplicatif GY ~ (P™)°, cette structure de groupe permettant de définir une notion de hau-
teur pour les sous-variétés de PV plus canonique que les autres, appelée hauteur normalisée.
Cette notion joue un role central dans I’approximation diophantienne sur les tores, et tout
particulierement dans les problemes de Lehmer généralisé et de Bogomolov sur les tores,
voir [DP99], [ADO03] et leurs références, voir également [Dav03] pour un apergu historique.

Suivant [DP99], la hauteur normalisée peut se définir par un procédé «a la Tate». De
fagon précise, pour k € N on pose [k] : PNV — PN, (zg : -+ : an) = (zF + -+ 2k)
I'application puissance k-ieme; restreinte au tore (PV)° c’est I’application de multiplication
par k. La hauteur normalisée d’une variété projective X est par définition

R0 =) i, e

ou deg et h désignent le degré et la hauteur projective, voir [DP99, § 2] ou [PS04, § 1.2].
Lorsque X est de dimension 0, il s’agit de la hauteur de Gauss-Weil des points.

ERJr?

On sait que le comportement de cette hauteur normalisée est lié & la nature géométrique
de la variété X. En particulier, E(X ) = 0 si et seulement si X est une variété de torsion,
c’est-a~dire un translaté de sous-tore un point de torsion. Dans [PS04] on a établi un analogue
arithmétique de 'expression du degré d’une variété torique comme volume du polytope associé,
que nous rappelons maintenant.

Soit My l’ensemble des places du corps K et rappelons la convention IV.4. Pour chaque
v € My on considere le vecteur 7o, := (log |aglv, - - -, log |an]s) € RV et le polytope

QA7 = Conv((ao,log laoly), - - -, (an, log |ozN|U)) c R |
dont la toiture au-dessus de @ 4 (c’est-a-dire I’enveloppe supérieure) s’envoie bijectivement sur
Q4 par la projection standard R"*! — R™. On pose alors

VAra, 1 Qa— R, meaX{yeR: (x,y)eQAJM}

la paramétrisation de cette toiture; c’est une fonction concave et affine par morceauz.

Théoréme V.1. — ([PS04, Thm. 0.1]) — Soit A € (Z")N*! tel que Lqa = Z" et o €
(K>X)N*HL ] alors

W(Xa0) = U;ﬂ;}{ m er(X4) = (n+1)! v;ﬂ;}( M [ D)

Notons que 74, = 0 pour presque tout v, donc cette somme ne contient qu’un nombre fini
de termes non nuls. Dans les cas des points (n = 0) la formule se réduit & la définition usuelle
de la hauteur normalisée (hauteur de Gauss-Weil) d'un point de P .

Comme on a /H(X 4) = 0, on peut s’interroger si cette formule n’est pas la manifestation
d’une propriété générale de la hauteur normalisée par translation. Dans ce sens, B. Sturmfels
nous a demandé si pour toute variété projective X on a

~ ~ K, :
h(aX)=h(X)+ > ﬂemo{) ?
W57 K Q]
K
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Soit [T, I =0 Ui %7 un monéme apparaissant dans la forme de Chow de X, on vérifie facile-

ment
n n
eTa'U(X) > <Z bi,O) Tav,0+ -+ (Z bi,N> Tav,N -
=0 =0

K, :
Comme Z [Ugg?]ram = 0 pour tout ¢ = 0,..., N par la formule du produit, on en
veEMK ’

déduit

[y 0 Qy AX\N+1
—————¢r,,(X) >0 pour tout o € (Q") )
veZMK (K : Q]

Une formule du type précédent ne peut donc étre valable en général.

Mustrons cette formule par un exemple en dimension 1. Soient Ay := (0,1,2,...,N) €
ZNH et ay = (1,2,3,..., N +1) € (Q")N*!; ainsi
Cayay Gm —PY | s (1:25:--: (N 4+ 1)s™).

Les figures suivantes montrent pour N = 3 les polytopes associés et leurs toitures, pour chaque
place v € Mq:

log(4) |
log(3) |-
lOg(Z) 1 V=00 v=2
| | | | 4 |
T T T T I
—log(2) |
—log(4) -
v=3 v #00,2,3
{ | i I l {
g 1 * * *
—log(3) T

Ainsi ¥, = 0 pour v # 00,2, d’ou

h(XAd as) = 2' / Voo(u) du + /3 Va(u) du) = 2 log(2) + 2 log(3) = log(36) .

En général

M Xayan) = 2!( ON Joolu)du + Y /ON ﬂp(u)du>
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A Dinstar des multidegrés, les multihauteurs du tore G}, plongé dans un produit d’espaces
projectifs via plusieurs applications monomiales peuvent aussi s’expliciter a ’aide d’intégrales
miztes des fonctions concaves apparaissant dans le théoreme V.1.

Soit Z ¢ PNo x ... x PNm de dimension n et ¢ = (cg,...,cm) € Nnm_fll avec 0 < ¢; < N;.
Soit 1ésq(¢)(1(Z))) la forme résultante associée, dans les notations du § I. La multihauteur

projective de Z d’indice c est définie par

he(Z) = h(résy)(1(2)))
ou h désigne la hauteur des polynomes multihomogenes définie a l'aide de la Sny41 % -+ %
SN, +1-mesure pour les places archimediennes; on renvoie a [Rem01a] ou encore [PS04, § 1.2]

pour les détails. Notons s : PYVo x ... x PNm — p(No+1)~(Nm+1)~1 16 plongement de Segre, la

suite
he([k] Z)

'k deg([K] 5(2))
converge lorsque k tend vers l'infini [PS04, Prop. 1.2]). Sa limite est par définition la multi-

k+— deg(s(Z))

hauteur normalisée de Z d’indice c, notée he(Z).
D0+N0)_“(Dm+Nm)_1

Pour D = (Dy, ..., Dy,) € (N*)"H soit Up : PN x ... x PNm p("% Non le
plongement mixte introduit au paragraphe I, alors on a la formule [PS04, (I1.4)]

(V.11) Mun(2) = % <”j1>ﬁc(2)pﬁ

m—+41
ceNJLT

Les multihauteurs des variétés toriques s’explicitent en termes de ce qu’on appelle des
intégrales mirtes d’'une famille de fonctions concaves [PS04, § IV.3], notion analogue au
volume mixte. Soient f : @ — R et g : R — R des fonctions concaves définies sur des
ensembles convexes ), R C R" respectivement. On pose

fHg:Q+R— R, z—max{f(y)+g(z) : y€Q, z€R, y+2z=1} ,

qui est une fonction concave définie sur la somme de Minkowski () + R; on obtient ainsi une
structure de semi-groupe commutatif sur ’ensemble des fonctions concaves (définies sur des
ensembles convexes). Pour une famille de fonctions concaves fo: Qo — R, ..., [, : @n — R
lintégrale mixte (ou multi-intégrale) est définie via la formule
n
MI(fo, oo fu) =Y (D)"Y (fio BB fi;)(w) dus - duy, .
j=0 0<ig<<iy<n” Qio T +Qi;

Comme pour le volume mixte, l'intégrale mixte est une fonctionnelle positive, symétrique et
linéaire en chaque variable f;, voir [PS04, § IV.3].

Soit Ag € (ZM)Notl . A, € (ZM)NmF! tels que L, + -+ L, = Z" et A =
(Ao, ..., Am). Soit ag € (KX)Notl € (K*)Nm+l et posons a := (ag, . .., apy). Consi-
dérons alors I’action monomiale x4 de GJ}, sur le produit d’espaces projectifs PNox ... xPNm
associée; on note X 4 , 'adhérence de Zariski de 'orbite du point o € PNo x ... x PNm,

Pour chaque v € Mg on note aussi ¥ Aistazo R4, — R la fonction paramétrant la toiture
du polytope Q; r,,, C R™ ! associé au vecteur A; et au poids T, -

Théoréme V.2. — [PS04, Thm. 0.3 et Rem. IV.7]— Soit ¢ € N'', dans la situation
ci-dessus on a
[Kv : Qv]

EC(XAyg) = Z m

vEMK

MIC(ﬁA:Tgv )
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avec MIc(V 4,y ,) i= MI(’ﬂAO,mOw o sV AgTage 1o s VUl gam s+ VA ram o )
co‘gois cm fois
Exzemple V.3. — Soient &1,...,En € K* et considérons l’application monomiale
G, - (PLN Segre pav

s — ((1:&s),...,(1:&ns) — (([Les&) - s T c{1,...,N}) .

Soit X l'image de ¢ dans (PY)N et pour 1 <i,j < N notons c(i,5) € NV le vecteur dont les
coordonnées d’indices i et j valent 1 et les autres 0, on vérifie a l’aide du théoréme V.2 et de
la définition des multi-intégrales

/];’C(i,j) (X) = ZUEMK [I[(Ilégf] MIC(’ﬁAyTgv)
= Yocny et max(log |&lu; log 1)
= h&:&) .

Dans la figure suivante les parties grisées montrent pour N = 2 et en supposant log |&;| <
log [£;|, pour chaque cas le calcul de la multi-intégrale MI.(V 4~ ,)-

- loglg | -
log 1€ glE gl

loglel 4/ e loglel 4 e

loglel A e

Par la formule (V.11), on en déduit que la hauteur de l'image de Segreo ¢ dans P27 -1 est
égale a

h(Segre(X)) =2 > hupX)=2 > h(&:&)= > h((&:§)) -

1<i<j<N 1<i<j<N 1<i,j<N

Une conséquence du théoreme V.1 est que E(X A,a) est le logarithme d’un nombre algébrique.
En effet, e, ,(X4) = 0 pour toutes les places v sauf un nombre fini et, comme le poids de
Chow est combinaison a coefficients entiers des composantes du vecteur poids 7,4, ¢’est a dire
des log |a,, notre assertion est claire. Un tel logarithme de nombre algébrique étant nul ou
transcendant, on peut énoncer:

Proposition V.4. — Soit X une variété torique qui n’est pas de torsion, alors ﬁ(X) ¢ Q.

Les hauteurs normalisées des variétés toriques qui ne sont pas de torsion, sont donc des
nombres transcendants parmi les plus simples que I'on connaisse, a savoir les logarithmes de
nombres algébriques. On sait qu’il devrait résulter des conjectures les plus générales sur les
variétés et les motifs que les hauteurs des variétés projectives s’expriment rationnellement en
termes de valeurs de fonctions L et de leurs dérivées, ou encore en termes de polylogarithmes.

Deés qu’on considere des variétés projectives qui ne sont plus toriques on doit s’attendre a
ce que leur hauteur normalisée fasse effectivement intervenir des polylogarithmes supérieurs.
De méme, si 'on s’intéresse a la hauteur projective d’'une variété torique, une quantité supplé-
mentaire s’ajoute aux intégrales des fonctions ¥ 4 -, ,, qui s’écrit bien sur des exemples a l’aide
de polylogarithmes mais est en général difficile a évaluer exactement (calculs non publiés).
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VI. Optimalité du théoréme des minimums algébriques successifs

Dans ce paragraphe on étudie les minimums algébriques successifs des variétés toriques,
définis dans l'introduction. Comme résultat principal, on démontre le théoreme 0.4 énoncé
dans 'introduction qui entraine I'optimalité des estimations dans le théoréme des minimums
algébriques successifs: on construit des exemples montrant qu’a des e-pres, toute configuration
possible des minimums successifs se réalise et que le quotient E(X )/deg(X) peut atteindre
n’importe quel valeur dans l'intervalle autorisé par les inégalités (1).

Notons que I'analogue abélien du théoréeme 0.4 est faux: soit A une variété abélienne définie
sur Q munie d’un fibré en droites L ample et symétrique, permettant de définir une notion
de hauteur normalisé i = hz, pour les sous-variétés de A [Phi91]. En particulier, on a une
notion de minimums successifs et le théoréme de Zhang y est toujours valable, voir [Zha95,
Thm. 5.2].

Soit a+ B C A le translaté d’une sous-variété abélienne B par un point « et Tors(B) le sous-
groupe des points de torsion de B. Soit # un point quelconque dans o+ B, alors [+ Tors(B)
est un sous-ensemble de points de hauteur /I{(ﬂ) dense dans a+ B (puisque Tors(B) est Zariski
dense dans B), donc (o + B) < 71\(6) On en déduit 7i°*(a + B) = i?P(a + B) et donc

il +B) =p*(a+B) pouri=1,...,n+1.

Ainsi, dans cette situation l'intervalle du théoréme des minimums successifs se réduit a un
point, et on a les égalités

~

h(a+ B)
deg(a + B)
La situation est plus riche dans le cas torique, la différence tenant au fait que les translatés
de sous-tores de (P™V)° ne sont pas des ensembles fermés.

— (n+ D) A (a+ B) = fula+ B) + -+ finsi(a+ B) .

Soit A = (ag,...,an) € (Z")N et a = (ap,...,an) € (Q™)N+L. L’ouvert principal X
est le translaté de sous-tore o - X 4 et avec le méme raisonnement que pour le cas abélien

(VL12) A°(Xa0) = A%(Xa) = Ai(Xqa) pouri=1,...,n+1 .

Cependant, les autres minimums successifs de X 4, dépendent des orbites de dimension
inférieure, et peuvent donc différer du minimum essentiel.

Lemme VI.1. — Avec les notations ci-dessus, pouri=1,...,n+1
(X aa) = min {A (X5 p) ¢ P €F(Qu), dim(P)=n—i+1} .
ot P parcours l'ensemble des faces F(Q.4) du polytope Q4 de dimension n — i+ 1.

Démonstration. — Considérons la décomposition en orbites: X 4, = UPeF(QA) X% ap (for-
mule (I.3)). C’est un recouvrement de X 4, et donc par [Som05, Lem. 2.2] on a

fi(Xa) = min{ fgimp)—nti(Xdap) + dimP)>n—i+1}
= min { aabs (XQap) : dm(P)=n—i+1}
car ce minimum est atteint sur les faces de dimension n — i + 1. O

Ainsi, le calcul des minimums successifs de X 4 o se réduit & celui du minimum essentiel (ou
absolu) d’un sous-tore. Le lemme suivant donne le minimum essentiel pour certaines variétés
toriques particulieres.
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Lemme VI.2. — Soit A = (ag,...,ay) € (ZY)YNT! et a = (ap,...,any) € (KX)NF1 et
supposons qu’il existe a € Supp(A) tel que pour toute place v € My le mazimum des |a;ly
pouri=20,...,N est atteint au-dessus de a, autrement-dit

max{|aily : 0<i< N} =max{|agly : 0<L< N,ap=a} .

Alors i (X a,0) = 2 (X% ) = h(a).

Démonstration. — Notons 0 < £y, ..., ¢y < N les indices pour lesquels a; = a et soit w :
PN — PM la projection z — (g @ -+ : x4, ). Alors pour un point quelconque & = (ag s :
eran sN) € X5, onaw(§) = (ag sy, sY) = (ag, 0t agy,) et done

h(f) > h(w(f)) = h(afo S an) )
et /ﬁ(ago Deetoyy,) = () grace a I'hypothese du lemme, donc ﬁabS(X},a) > h(a). En outre
E(a) > [1°%(X 4,) d’ou la conclusion. O
Démonstration du théoréme 0.4. — On peut supposer sans perte de généralité N = 3n + 1,

puisque le cas général se déduit de celui-ci par immersion de P3"*! comme un sous-espace
standard de P .

Soient d un nombre premier, 1 < k < n, 1 < f < d — 1 des parametres entiers a fixer

ultérieurement et encore qo > --- > ¢q, > 0 des parametres rationnels. Rappelons que
el ..., e, désigne la base standard de Z" et S le simplexe standard Conv(0, ey, ...,e,) C R",
on pose
a; :=de; pourt=1,...,n
(d—1)e; pour 1 <i<k-—1
b; =< fe pour i = k
e; pour k+1<i:<n
puis

A:=(0,a1...,an,0,a1,...,0an,b1,...,b,) € (Z")3"+2 |

X
ai= 1,00, 1,200 201 20n 200 290 1 1) € (Q)3nt?
—~ N— e N——

n+1 fois k fois n—k fois

et on considere X C P3"*! la variété torique associée au couple (A, ) ainsi défini. On a
Lg=17Z"¢et Qq = dS, donc la dimension et le degré de cette variété sont égaux a n et
n!Vol,,(Q4) = d" respectivement, et si ¢ est un dénominateur commun de qo, ..., g, cette

variété est définie sur I’extension kummerienne K := Q(Q%). De plus, il résulte du lemme VI.1
et du lemme VI.2 appliqué a toutes les faces de Q4

(VL.13) wi(X)=¢qi—1log(2) , i=1,....n+1,

le i-éme minimum se réalisant sur la face Conv(a;_1,...,a,). En outre, on estime la hauteur
en utilisant la formule dans le théoreme V.1. On décompose le polytope de base en

Qa=0Q1UQ2UQ3

avec Q1 := Conv(0,by,...,bg, k11, ... an), Q2 := Conv(by,...,bg,ak,...,an) et Q3 := Q4 \
(Q1UQ2). Pour n =3 on a une figure du type montré ci-dessous :
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Pour toute place finie v de K on vérifie ¥4 -, = 0; la formule pour E(X ) se réduit alors
aux contributions des places archimédiennes. Pour v € Mz, la décomposition du domaine
considérée sépare l'intégrale en trois morceaux I; := fQi VA s, (w)du (1 =1,2,3). On vérifie
d’abord que la fonction ¥ 4., est linéaire sur chacun des simplexes Q)1 et Q2. L’intégrale
d’une fonction linéaire sur un simplexe étant égale au volume du simplexe multiplié par la
valeur moyenne de la fonction, on trouve

(E+1)qo+ qes1 + -+ qn) log(2)

I = Vol,(Q1) )

_ 1\k—1 mn—k
_ f(d (nl—)i_ 1)!d (k+1)qo+ Qg1 + - + qn) log(2) ,

kqo+ qi + - + qn) log(2
n+1

(=) (d=1*
(n+1)!
En outre on estime brutalement la troisieme intégrale
d® — (d — 1)1 gn—k+1
n!

puisque Vol,(Q3) = Vol,(Q4) — Vol,,(Q1 U Q2) = d" — (d — 1)k~1 @»=*+1 1l s’ensuit

(kgo+qp+ - +qn) log(2) .

0 < I3 < Vol,(Q3) - max(Var,,) =

qo log(2) ,

(n—f—l)!/@ Var,,(wdu=(n+1) (1 +L+1I3)=d" (0 + E(A o))
D) (5 (ot g+ )+ L (R4 Do+ a4 a)) Tog(2)
= (1 - é)k_l ((kQO+Qk+"'+Qn) + £ (g0 _Qk>> log(2)
(n+1)(k—1)

I3 < (n+1) (1— (1—%)#1) qo log(2) < S E— log(2) .

_ (n+1)!

d'I’L
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On déduit alors du théoréme V.1

_ h(X) _ (1) (k1)
deg(X) — d

(VL.14) 0<6 qo log(2) .

Maintenant on fixe les parametres : d’abord on prend ¢ := [log(2) ;'] +1, et pour 0 <i <n

on pose g; := % KOZZ(;;J de sorte que fi;4+1(X) = ¢; log(2) satisfait

(VL.15) 0 < pit1 —qi log(2) < ey
comme voulu. On vérifie
(@0 + -+ G 108(2) < i1+ + pinss < < (n+ Va1 — &1 < (n+ 1o log(2)
et on fixe 1 < k < n tel que
(kgo+aqr+---+aqn)log(2) <v < ((k+1)g0+ qe1 + -+ + qn) log(2) .
Soit A € [0,1] tel que
v=0=X(Faq+aq+- - +3¢)log2) + A((k+1)q + g1+ +qn)log(2) .
On prend alors 1 < f < d —1 tel que
(VIL.16) IA—f/d] <1/d
et on considere le § = 6(d) associé & ces parametres. On vérifie facilement
=0 < =4 (@0 -a)10g@ + (1= (1= D) (B + Dao + arsa + -+ + an) log(2)
<t =Dt D n’p

—d d d

Finalement on obtient le résultat cherché en sommant avec I'inégalité (VI.14)

h(X)
deg(X)

n+1)(k—-1 n+1)(k=1)+1 on?
S( )d( )M1+< )(d ) N1§7M1-

4

En prenant, grace au postulat de Bertrand, d un premier entre 2n? 5 Let dn?uiey L on
arrive au résultat annoncé. O

Ce résultat montre que déja dans le cadre torique, toute configuration possible des min-
imums fi1(X),. .., ln+1(X) se réalise, et ’encadrement (1) est optimal en toute dimension,
lorsque le degré de X et celui du corps de définition sont assez grands. Toutefois, notre
exemple présente une codimension minimale N —n = 2n 4+ 1 de 'ordre de la dimension de
la variété produite. La question se pose donc de savoir ce qu’il en est pour les variétés de
petite codimension. Dans le cas de codimension 1 on a le résultat suivant qui laisse ouverte
la possibilité de raffinements de (1) en petit codimension.

Proposition VI.3. — Soit X C PV une hypersurface torique d’équation homogéne mini-
male fx = x* — Aa¢ € Q[xo, ..., zy], alors
h1:2)  h(X)

A = Gl ~ deg(x) P2 == () =0
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Démonstration. — Les contributions des places archimédiennes a la hauteur normalisée de X
sont égales aux mesures de Mahler des conjuguées de fx et donc /f;(X ) =h(1:X), voir [PS04],
suite de ’exemple II1.7. Par la proposition II.1 on a A = a®~¢ pour tout point € X°. En
choisissant a de hauteur normalisée aussi proche du minimum essentiel 1i°*(X’) que I'on veut,
on a

h(X) _h(l:ab*C)_h(ab:ac) ~ s
dog(X) ~ deg(fx)  deg(fy) — @ SATE)we

pour tout € > 0. Avec la formule (1) de I'introduction on obtient fi1(X) + -+ + fp+1(X) <

ﬁ(X)/deg(X) < 11 (X), ce qui entraine I’énoncé. O

Il serait tres intéressant d’expliciter les minimums successifs d’une variété torique quel-
conque, en généralisant a la fois le lemme VI.2 et la proposition VI.3. Grace au lemme VI.1
on sait qu’il suffit de le faire pour le minimum essentiel.

Une question liée est celle de construire explicitement des points de Xj" ., de hauteur com-
parable au minimum essentiel. De plus, on peut se demander s’il existe un point dans la
variété réalisant ce minimum essentiel, c¢’est-a-dire de savoir §’il existe un point de hauteur
minimale. Dans le méme ordre d’idée, existe-t-il un point de X 4 o, dont la hauteur normalisée
soit égale au quotient B(XAya)/deg(XAa)?

Pour conclure ce paragraphe, explicitons I’encadrement pour le quotient hauteur-sur-degré
qui découle de la formule pour la hauteur d’une variété torique:

Proposition VI.4. — Soient A € (Z")YN11 et o € (Q)N*1, alors
~ ~ h(XA0) -
h(a) —nh(a:! : F — < 1)h
() —n (a] a; € Fo(Qa)) < dog(Xan) = (n+1)h(a) ,

ot a; parcours l'ensemble Fo(Q ) des sommets de Q 4.

Démonstration. — Soit K le corps de définition de a et v € Mg. On a max(Var,,) =
log max{|aoly, - - ., |an|v} =: log(||a||»), ce qui entraine

1
/Q O Aras (1) du < Voln(Qu) log([lalle) = — deg(Xa,a) log(llal.)
N !

et donc TL(XA@) <(n+1) deg(XA,a)/l{(a), ce qui établit la majoration. Pour la minoration,
soit v € M et posons

My 1= mé?n (A, , (w)) = min { max{log |a;|y : 0<i< N,a;=a} : a€Fo(Qa)}
ue

et considérons le polytope @, := Conv((a,-, log |aily), (a;,my) = i =0,..., N) c RV*L. Soit
0 < ¢ < N tel que log|ay|, soit maximal, alors @, D Conv((ar,log |oyly), @ X {my}) et donc
Vol 41(Qy) > %H (log|lally — my) Vol (Q.4). On en déduit

o, VA7, (1) du = Voly11(Qy) + my Vol (Qa) > (n 1 log(||e|») + ) Vol ( ,
d'oit h(XAa) > deg(Xaa) (h(a) — nh(a;' : aj € Fo(Qa))) car zveMK ”f;;;gfl(—mv) <
h(aj_l taj € Fo(QA)) ]

Notons qu’en remplagant le point o par un point de X5 , de hauteur aussi proche que
I'on veut du minimum essentiel, on retrouve simplement la majoration de (1); par contre on
obtient une minoration différente.
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VII. Poids de Chow et hauteur des diviseurs monomiaux

Dans ce paragraphe on considere l'intersection d’une variété torique avec un diviseur mono-
mial de PV. On montrera comment dans cette situation, le théoreme de Bézout pour les
poids de Chow (Théoreme 0.2 de l'introduction et Théoreme IV.2) s’explicite comme la
décomposition polyédrale d’un certain volume, et dans cette situation peut se démontrer de
fagon indépendante. En combinant ceci avec la formule pour la hauteur d’une variété torique
(théoreme V.1), on obtient un théoréme de Bézout arithmétique pour la hauteur normalisée
du cycle intersection d’une variété torique avec un diviseur monomial.

Soient A € (Z™)N*! tel que L4 = Z™ et b € ZNV+! notons X4 C PV et div(z®) € Div(PY)
la variété torique et le diviseur monomial associés. On s’intéressera au cycle intersection
découpé sur X 4 par le monéme z?; le lemme ci-dessous explicite ce cycle.

Pour chaque hyperface F' € F,,_1(Q4) on considere la variété X 4 p C PV, adhérence de
Zariski de 'orbite associée th’ - On considere aussi 'hyperplan d’appui Hr C R" de cette
face et H % = Hp N Z"; fixons également un point quelconque ap € F. Notons L4 r le Z-
module engendré par les différences des éléments de AN F', qui est un sous-réseau de H% —ap
d’indice

i(A; F) = [HE —ap: Lar] .
Rappelons que vp € Z™ désigne le plus petit vecteur entier, orthogonal & Hp et dirigé vers
intérieur de Q4. On pose M 4(b) = byag + -+ + by ay € Z" et D := deg(z®) = Z;V:o b;.

Lemme VII.1. — Awvec les notations ci-dessus, on a
Xa-div@@®) = > (M) — Dap,vr)i(A; F) [Xar] € Zn1(PY)
FeFn_1(Qa)

ot (-,-) désigne le produit scalaire ordinaire de R" et [X 4 ] le cycle défini par X 4 F.

En particulier, un cycle [X 4 ] intervient comme composante de X, A-div(a:b) si et seulement
si M 4(b) n’appartient pas & '’hyperplan Hr + (D — 1)ap.

Démonstration. — Grace a la décomposition en orbites (I.3) on vérifie que le cycle considéré
est supporté par la réunion des orbites de codimension 1, celles-ci correspondant aux hyper-

faces de Q 4, soit
U  Xar.

FeFp—1(Qa)
Explicitons les multiplicités correspondantes. Par linéarité on peut se ramener sans perte de
généralité au cas ot b = e; est un des vecteurs de la base standard de RV*! pour un certain
0 < i< N, cest-d-dire 2 = z;. Fixons une hyperface F et soit a; € F'un sommet quelconque.
Considérons le cone dual de I'angle de @ 4 en a;:

g;:{ueR" : <u,ak—aj>20p0urk=0,...,]\7}CR” ,

et soit U, la variété torique affine correspondante, définie par

Uy := SpeC(Q[SU])
olt Sy := oV NZ" est le semi-groupe des points entiers dans Pangle de Q 4 en a; [Ful93, § 1.3].
Considérons encore I'application naturelle N : Uy — (X4)z; C Py ); donnée par I'inclusion
d’algebres
Q[(Xa)a;] = Q[s™™Y, ..., s"" "] = Q[S,] = Q[Us] .
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La variété U, est normale car S, est un semi-groupe saturé, et de ce fait N est le morphisme
de normalisation de la carte affine (X),; [Stu96, Cor. 13.6].

Soit p laréte du cone o duale de la face F, notons V(p) la cléture dans U, de l'orbite
correspondante [Ful93, § 3.1]. On a un diagramme commutatif

Ql(Xa)e,] &5 QU]

! !
Ql(Xar)e] — QV(p)
qui implique N~ (X4 r) = V(p) et deg(Nly(,)) = [HE : Lar] = i(A;F). Le monome
X = N*(x;) = s% % € Q[s{,..., s ] définit une fonction rationnelle U, --» Q. On a
ordy , (i) = deg(N|y(y))ordy(,) (x) puisque U, est normal [Ful84, Exerc. 1.2.3.]. On en
déduit

10ng§[(XA,F)zj](Q[(XA)wj]/(xi)) = ordx, p(7:)

= deg(Nly(p)) ordy () (x) = i(A; ) ordy () (X) -

Finalement, le lemme de [Ful93, § 3.3, p. 61] entraine ordy () (x) = (@i — a;,vr) car vp est
le générateur du semi-groupe pNZ" = N, d’ou

m(Xa-div(z;); Xar) = longg(x , ) ](Q[(XA)J;7]/(JJZ)) = (a; — aj,vp)i(A; F) .

T3

Le théoreme de Bézout géométrique
(VIL17) deg (X 4 - div(z")) = D deg(Xa)

s’interpréte en termes de décomposition du volume du polytope Q4 : on a deg(X4) =

n!'Vol,(Q4) et

deg(XA,F) = (TL— 1)'MA(F)(F)
- (n _ 1)‘ fe) o & f6)
= Vol ((Hr — o) Tar) O ) = A ey YO )

a cause de la normalisation de la forme volume 1 4(p) sur Hp et du fait que
Vol,_1(Hr/Lar) = i(A; F) - Vol,_1(Hp/HZ) = i(A; F) - |Jvp]|2

conséquence de la formule de Brill-Gordan. On a encore
(Ma(b) — Dap,vp) = (b, F) [[vp|2 dist(Ma(b), Hp + (D — L)ar) ,

ou e(b,F) = +1 si My(b) et vp sont d’'un méme co6té de 'hyperplan Hp + (D — 1)ap et

g(b, F) = —1 sinon. Combiné avec le lemme VII.1 cela donne
deg (X4 - div(z?)) = > (Mu(b) - Dap,vp)i(A F) deg(Xar)
FeF,_1(QAa)
= > &b, F)(n—1)!Vol, 1 (F) dist(Ma(b), Hp + (D — 1)ar)
FeFn—1(Qa)

= > nle(b, F) Vol (Conv(F + (D — 1)ag, Ma(b))) -
Fanfl(Q.A)
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L’identité (VIL.17) ci-dessus (multipliée par n!~!) se traduit ainsi en la décomposition de

volume

(VIL.18) Z (b, F) Vol,(Conv(F + (D — 1)ap, M 4(b))) = D Vol,,(Q4) -
Fan—l(Q.A)

La figure suivante illustre cette décomposition, pour A = ((1, 1),(1,0),(3,1),(2,2), (0, 2)) €
(Z%) et b= (1,0,0,0,0) (donc Ma(b) = (1,1) =apet D =1) :

Soit 7 = (79,...,7n) € ZNHL. Pour le cas 7 € (N*)V*1 le théoreme de Bézout pour les
poids de Chow (théoreme IV.2) s’écrit dans les notations du § IV

(VIL19) e (X 4-div(z®)) = De (X 4)— > m((X4)r-div(:(2%)); 1(Y))-deg(Y) .
Yelrr(init- (X 4))

On va expliciter les termes intervenant dans cet enoncé. Soit

Q.A,T = COHV((CLO,'R)), ey (CLN,TN)) C R”H’l

le polytope associé au couple (A, 7), dont la toiture E 4 » (c’est-a-dire I'enveloppe supérieure)
s’envoie bijectivement sur ()4 par la projection R™ x R — R’™. On appelle pan de la toiture
toute face de dimension n de E4 .. De méme, on appelle mur tout polytope de la forme
Conv(Q 4(r), ' x {0}) pour une hyperface I de @ 4; dans le cas 7 > 0 ceci est un des murs de
la maison M 4 := Conv(Q.4-U(Qax{0})), c’est-a-dire une face de dimension n se projetant
sur une face de dimension n — 1 de Q 4.

La déformation torique (X 4), est 'adhérence de Zariski de 'application

G x Gt Pl x PV | (t,s) = ((1:t), (E0s% oo 1 TN SON))

C’est donc la variété torique bi-projective associée aux vecteurs ((0,0),(0,1)) € (Z x Z)? et
(r,A) = ((To,ag), ol (TN,aN)) € (Z x Z")N*1 woir § 1. Le couple de polytopes associé est
donc 0 x [0,1] et @Q4,-; comme conséquence de la décomposition en orbites décrite au § I,
on vérifie que les points de (X 4), contenus dans I'’hyperplan {(0 : 1)} x P correspondent
nécessairement aux couples de faces de la forme ({(0,1)}, F') avec F' € F,(E 4 ). On voit ainsi
qu’il y a bijection entre les pans de E 4, et les orbites de X 4, contenues dans I’hyperplan
{(0: 1)} x PN, en particulier le support de X - - ({(0:1)} x PV) est contenu dans

U XA,T,P .

PeFn(Ea,r)

L’identification ¢ : PY — {(0: 1)} xPY € P!x P met en correspondance le cycle X 4 ,-({(0 :
1)} x PY) et la variété initiale init, (X 4), on en déduit qu’il y a bijection entre les composantes
de init; (X 4) et les pans de E4 ;.

Pour chaque pan P on considére son hyperplan d’appui Hp € R"*!, posons L Arp C yASES
le Z-module engendré par les différences des éléments de (7,.4) N P. Modulo une translation,
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ce dernier est un sous-réseau de H % .= Hp N Z""! d’indice
i(A,T; P) = [H% :Larp] .

Avec ces notations, d’apres [Stu94, formule (27), page 222] (voir aussi [KSZ92, Thm. 5.3.]),
on a

Xar-({(0: 1)} x PY) = (init (X)) = > i(A7P)[Xarp] .
Pan(EA,T)

Pour chaque pan P on note (vp,wp) € Z™ x Z le plus petit vecteur entier orthogonal au plan

d’appui Hp € R™*! tel que wp < 0. On note aussi (ap, 7p) un point quelconque de P.

Le vecteur 7 induit une décomposition polyédrale cohérente DPC.(Q 4) du polytope de base
Q4. Les faces S de dimension n de cette décomposition sont en correspondance avec les pans
de la toiture; pour S € DPC,(Q.4) on écrit Pan(S) € F,,(E 4,+) pour le pan correspondant.

Lemme VIL.2. — Soient T € ZNt! et P € Fn(EAr) un pan de la toiture de Q4+ alors,
m(X a7 - div(\e(2")); Xarp) = ((Ma(b) — Dap,vp) — D7pwp)i(A,7; P) |

avee NE(x) = (t70xq, . .. Nz )0 = (200 TINTN b

Démonstration. — Cette démonstration étant tout a fait analogue & celle du lemme VII.1, on
n’indiquera que les pas principaux.

Par linéarité on peut se ramener au cas ou b = e; est un des vecteurs de la base standard de
RN*! donc 2 = z;. Soit (aj,7j) un sommet quelconque du pan P, on se place dans la carte
affine Al x AN ¢ P! x P correspondant & t; # 0 et xj # 0 (puisqu’on veut calculer une
multiplicité le long d’une sous-variété de Z(ty)). Dans cette carte, application monomiale
s’écrit

G x G — Al x AN | (t,8) > (7770 89079 L TITTN AN T4

et donc l'algebre de cette carte affine de X 4 ;- est

Q[(XA,T)tl,wj] — Q[t tijTo Saofaj? L ’tijTN SaN*aj] .
La normalisation de cette algebre correspond au cone
o:={uv)eR" xR : v>0,(u,ap —a;)+v(rj—71) >0, k=0,...,N} .

Le reste de la démonstration suit les lignes de celle du lemme VII.1, en considérant la nor-
malisation de (X 47)¢ o ; donnée par le semi-groupe des points entiers S, := oV nznr.

L’hyperplan Hp C R™*! est un des plans d’appui du céne ¢V, car P est un pan. Il définit
donc une aréte p du cone dual o, dont le semi-groupe p N Z" est engendré par (vp, —wp).
Comme \i(z;) = t7ix; = t77s%~% sur la carte considérée, on en conclut

m(Xar - divAL(z:)); Xarp) = ((ai,0) = (¢, =), (vp, —wp)) i(A, 7; P)

= ((a; —aj,vp) — Tjwp)i(A,T; P) .
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Proposition VIL.3. — Soit A C (Z")N*! tel que Ly = Z™, b € ZV*! et 7 € NNV*1, alors
légalité (VII.19) correspond terme a terme a la suivante, multipliée par (n + 1)!,

DVol,1(My,) = Z e(b, F)Vol,,+1(Conv(M(F) 4+ (D — 1)(ar,0), (MA4(b),0)))
FeFp-1(Qa)

+ Y &b, P)Volyy1(Conv(P + (D — 1)(ap, 7p), (Ma(b),0)))
PEF,(Ea)

ot e(b, F) = +1 (resp. €(b, P) = +1) si M A(b) et vy (resp. (Ma(b),0) et (vp,wp)) sont d’un
méme coté de Uhyperplan Hp + (D —1)ap (resp. Hp+ (D —1)(ap,7p)) et (b, F) = —1 (resp.
e(b, P) = —1) sinon.

La figure suivante (pour b =e;, D =1 et M 4(b) = a;) illustre cette décomposition:

Démonstration. — Montrons comment (VIL.19) se traduit en la décomposition de I'intégrale
de la fonction ¥4, : Q4 — R paramétrant la toiture £ 4, de la proposition VIL.3. On a
d’abord

er(Xa)=(n+1)! Var(u)duy -+ duy, = (n+ 1) Volp11(Ma,r)

Qa
puis, par le lemme VII.1 il vient
er(Xa-div@®) = > (Ma(b) - Dap,vp)i(4F)er(Xar)
FeF,-1(QAa)

et pour chaque face F' de Q)4

n! n!
i(A; F) |Jor 2 /FﬂAJ Wont = 5 F) [forll
ot M(F) c R™! désigne le mur de la maison M4, au-dessus de F. Ainsi
(MA(b) — Dap,vr)i(A; F)er(Xar) = nle(b, F)dist(M4(b), F + (D — 1)ar) Vol, (M (F))
= (n+ 1)!e(b, F)Voly11(Conv(M(F) + (D — 1)(ar,0), (Ma(b),0))) .

Finalement, soit Y une composante irréductible de init.(X4) puis S € DPC,(Q4) et
P := Pan(S) € F,(Fa,) les faces correspondantes dans la subdivision et dans la toiture
respectivement, on a

er(Xar)= Vol,,(M(F))

n! n!

deg(Y) = mv()l”(s) - i(A,7; P) ||[(vp,wp)||2

Le lemme VII.2 entraine alors
(XA - divA(2?); oY) deg(V) = s (Ma(b),0)-D (ap, 7p), (vp, wp)) Vol (P)
= (n+ 1)l e(b, P)Vol,41(Conv(P + (D — 1)(ap, 7p), (M4(b),0))) .

Vol,(P) .
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En regroupant ces calculs on voit que I'identité (VIL.19) (multipliée par ﬁ) se traduit dans
la décomposition cherchée. O

Pour S € DPC.(Q4) on définit 0, 5(b) € R l'unique réel tel que (Ma(b),05(b)) €
Hpan(sy + (D — 1)(@pan(s)> TPan(s))- Le lemme suivant explicite cette quantité.

Lemme VII.4. — Soit S € DPC,(QA) et ajy,...,a;, €S des vecteurs affinement indépen-
dants. Soit b € ZN*t! et D := Z;V:o bj, alors

1 ... 1 D 7
1 . 1
aj071 e ajml MA(b)l
Ajo, 1 "7 Gyl
6:s(b) - det o ) = —det
' - Ao -+ W Ma(b)n
a]()?n e ajn7n
L T - T 0 |

En triangulant S par des simplexes et en utilisant la relation entre déterminant et volume,
on peut rééerire ceci sous la forme (on pose P = Pan(S)) :

0r.5(b) Vol (S) = (n + 1) £(b, P)Voly 41 (Conv(P + (D — 1)(ap, 7p), (M.a(b),0)))

(VIL.20) =m(X 4, - diviA*(2?)); (V) deg(Y)

qui s’interprete comme 1’égalité des volumes montrés dans la figure suivante (lorsque D = 1
et en posant a = M4(b)) :

Pan(s)
GT,S (a')
A -
S
Démonstration. — C’est un calcul direct de I'intersection des espaces linéaires Hpap(g)+ (D —

1)(apan(s): TPan(s)) €t {Ma(b)} x R : on a 0. g(b) = Y7 jvi7j, ol v = (vp,...,v,) € R"H!
est 'unique solution du systeme linéaire

n n
Z'Ui:D y Zviaﬁ:MA(b) .
=0 =0

On résout ce systeme par les formules de Cramer et on trouve ainsi

1 ... 1 1 ... 1 D 1 o1
Ajo1 @1 n jo,1 aj, ;0 Ma(b)1 aj 0 .. aj,
0.5(b)det |~ =D det |
: . . i=0 .
Ajoon 7 Qjpn Ajoon -+ Q51 MA(b)n Ajivym -+ Qjun

qui est le développement du déterminant dans le membre droite de I’énoncé, par rapport a la
derniere ligne. O

Ceci permet d’écrire I'identité (VII.19) de la fagon suivante:
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Proposition VIL.5. — Soit A € (Z")YN*!, b c ZNT et 1 = (10,...,7n) € RNTL, posons
D =N bj, al
=) i—obj, alors

er(Xa-div(z?)) = Der(Xa) —nl D 0-5(b) Volu(S)
SEDPC,(Q.4)
ot la seconde somme porte sur les faces S de dimension n de la décomposition polyédrale

DPCT(Q.A)

Démonstration. — Le cas 7 € NVT! résulte de la proposition VIL3 et de (VIL.20). Ceci
s’étend successivement & 7 € ZVt1 & cause de I'invariance de la formule par remplacement de
TparT+c-(1,...,1) avec ¢ € N. Puis, la formule s’étend a 7 € QN+ par homogénéité et
finalement & 7 € RV par continuité. O

Avec la notation (IV.9) on peut encore écrire cet énoncé sous la forme :

Vol, ()

b n

wx,, @) == Y b))
SEDPC,(Q) Voln(Qa)

dont on vérifie, par continuité et homogénéité, la validité pour tout 7 € RN¥*!. Dans le cas
ot div(z?) est effectif, c’est-a-dire quand b € NV*1 on a 0, 5(b) > 79bg + - -+ + Tn by pour
tout S € DPC,(Q.4) & cause de la concavité de la toiture du polytope Q4 -, et donc

(Tobo + -+ 7w by) deg(Xa) <nl > 0r5(0) Volu(S)
SEDPC,(QA)
ainsi
(VIL.21) er(Xa-div(z’)) < Der(Xa) — (robo + - + 7 by) deg(X4) .

Alternativement, on peut démontrer cette inégalité par application directe du théoreme 0.2
et de 'exemple IV.1.

On en déduit un théoreme de Bézout arithmétique exact pour la hauteur normalisée de
I'intersection d’une variété torique avec un diviseur monomial:

Corollaire VII.6. — Soit K un corps de nombres, A € (ZM)Nt1 tel que Ly = Z", o €
(KN et b € ZN*L. Posons 744 = (log|aoly, . - -, log |an|,) pour toute place v € My et
D := Z;VZI b;, alors

WX ao-div(a?) = Dh(Xae) —nt 3 Bz QL5 Vol (s)

vEME [K : Q] SeDPCr, , (Qa)
~ K, :Q,
= Dh(XA’a) + ( Z [U(Vg]]wXAaTav (xb)> deg(XAp[) .
vEM ’

En particulier, si div(z?) est effectif (c’est-a-dire b € NNT1) on q /H(XA’Q - div(2?)) <
Dh(X4,a)-

Démonstration. — Pour l'identité on remarque que X4, - div(z?) = (X4 - div(z?)). En

sommant sur v € Mg 1’égalité de la proposition VIL.5 avec les coefficients %, on conclut

grace au théoreme V.1.
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Pour établir I'inégalité, on a par (VIIL.21)

/H(XA,O[ . div(a?b)) < D/ﬁ(XAa) — Z W(Tawo bo+---+ Taw,N bN) . deg(XA)
vEME ’

~

< Dh(Xa.a)

K,:
car Z [[I;BT]T&M =0 pour i =0,...,N, grace a la formule du produit. O

vEME

Si I'on définit la hauteur de x° relative a la variété X 4, par la formule

h zb) = Mw zb
X.A,a( ) UEXM:K K : Q] XA,TM( )

le résultat précédent se réécrit

M(X a0 - div(z?)) = Dh(Xa0) + hx, . (%) - deg(Xaa) -
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