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LA COLUMNA DE MATEMATICA COMPUTACIONAL
Seccién a cargo de

Tomés Recio

El objetivo de esta columna es presentar de manera sucinta, en cada
uno de los numeros de La Gaceta, alguna cuestion matemdtica en la que
los cdlculos, en un sentido muy amplio, tengan un papel destacado. Para
cumplir este objetivo el editor de la columna (sin otros méritos que su
interés y sin otros recursos que su mejor voluntad) quisiera contar con la
colaboracidon de los lectores, a los que anima a remitirle (a la direccion
que se indica al pie de pdgina') los trabajos y sugerencias que consideren
oportunos.

EN ESTE NUMERO. ..

En este numero de La Gaceta, presentamos un articulo firmado por dos jévenes
(desde la perspectiva de la mayoria de los autores que contribuyen en esta Colum-
na. .., pero ya con un extenso curriculum matemético) investigadores Ramdn y Cajal
de la Universidad de Barcelona, los doctores Carlos D’Andrea y Martin Sombra.

Se trata de dos excelentes matematicos, oriundos (geografica y matematicamen-
te) de Argentina, que trabajan —simplificando mucho— en diversos problemas de
Célculo Simbdlico en Geometria Algebraica y cuyo dinamismo y competencia con-
tribuirdn decisivamente al avance de este campo en nuestro pais.

Por ejemplo, podemos senalar su implicacion, como miembros del comité orga-
nizador, en el congreso europeo mas prestigioso de este ambito, el congreso MEGA
2009, que tendréd lugar en Barcelona, del 15 al 19 de junio del afio préximo (ver
http://wuw.imub.ub.es/megal9/).

En este articulo, Carlos y Martin hacen una somera y elemental introduccién
a la geometria de los objetos (curvas, superficies, etc.) definidos implicitamente co-
mo soluciones de ecuaciones polinomiales o, paramétricamente, mediante funciones
racionales, planteando el problema de la conversién de una a otra de estas formas
de representacion. Su trabajo se centra, a continuacién, en la obtencién, a partir
de las ecuaciones paramétricas y sin necesidad de efectuar la costosa operacién de
implicitar, de un objeto préximo a las ecuaciones implicitas asociadas: el politopo
de Newton de una hipersuperficie dada paramétricamente.

El problema, interesante en si mismo, completa su atractivo con la descripcién de
las técnicas usadas para su resolucion, que son introducidas de modo elemental por
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los autores: la geometria tropical y la teoria de la interseccién. Redondea el articulo
la Seccién 3, dedicada a calculos concretos y aplicaciones.

En la dltima seccién se avanza en la otra direccién: como obtener informacién
sobre la parametrizabilidad de una curva, conocido su poligono de Newton.

El articulo estd escrito de manera accesible (a pesar de tratarse de resultados
recientes y originales de la investigacién de sus autores) y amena, incluyendo una
serie de referencias para saber mds. Por todo ello confiamos en que este nuevo trabajo
de divulgacion sea del agrado de los lectores de La Gaceta.
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Sobre curvas paramétricas y poligonos de Newton

por

Carlos D’Andrea y Martin Sombra

Proponemos al lector el siguiente problema elemental: sean

(t+1)2 At —1)3

) =57 g(t) := NS

C2t(t—1)’ )

dos funciones racionales. Encontrar el polinomio irreducible E(x,y) € Z[z,y] tal que
E(f(t),g(t)) = 0. En otras palabras, se trata de determinar la ecuacién implicita de
la curva plana parametrizada por ¢t — (f(t), g(t)).

Mientras usted lo piensa un poco, aprovecharemos para introducir algunas nocio-
nes necesarias (y un poco mas) para poner este problema en su contexto y discutirlo.

1. PARAMETRIZACIONES vs ECUACIONES EN GEOMETRIA ALGEBRAI-
CA

El estudio de los sistemas de ecuaciones polinomiales es el objeto central de la
geometria algebraica. Para ser mas concretos, tomaremos como cuerpo base a C,
el cuerpo de los ntimeros complejos. De todas formas, la mayoria de nuestras con-
sideraciones seguiran siendo véalidas si se reemplaza a C por cualquier otro cuerpo
algebraicamente cerrado.

Por definicién, un conjunto algebraico de C™ es el conjunto de ceros

{zeC: fila) == fu(x) = 0}

de una familia de polinomios multivariados f1,..., fs € C[z1,...,z,]. Una variedad
algebraica afin es un conjunto algebraico irreducible, en el sentido de que no es unién
finita de subconjuntos algebraicos propios.

Desde la misma definicién de variedad, la geometria algebraica privilegia la re-
presentacién por ecuaciones de los objetos geométricos. ;Por qué no representarlos
por parametrizaciones?

Veamos coémo seria esto: dada una familia de funciones racionales p1,...,p, €
C(t1,...,tm) consideramos la aplicacion racional

piC™ -5 C"  t=(t,....tm) — (p1(t),..., pu(t)),

que esta bien definida fuera de los puntos donde el denominador de alguna de las p; se
anula. La imagen de un tal morfismo es “casi” una variedad algebraica: precisamente,
existe una (tinica) variedad V' que contiene a la imagen Im(p) y tal que esta imagen
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contiene un abierto denso de V. Esta variedad se llama la clausura de Zariski de la

imagen de p y la denotaremos Im(p).

. . . .7 . 2
Por ejemplo, consideremos la aplicacién racional C --+ C2, ¢ (tfﬁ, 53_4).

Esta parametrizacién es la inversa de la proyeccién estereografica de dimension 1
(figura 1). Cuando t recorre C, la aplicacién recorre todos los puntos de la circun-
ferencia definida por la ecuaciéon 22 + (y — 1)? = 1 salvo el polo norte N = (0, 1).
De hecho, se sabe que una aplicacién racional no constante p : C --» C™ (n = 2,3)
recorre todos los puntos de una curva algebraica, salvo a lo més uno [2, 14].

t
.\

Figura 1: La proyeccién estereogréafica de dimensién 1.

Una de las preocupaciones importantes de la geometria algebraica computacional
es el problema de la implicitacion, consistente en calcular ecuaciones de una variedad
V' a partir de una aplicacién racional p : C™ --» C" tal que V = Im(p). La versién
mas corriente del problema es para hipersuperficies, es decir, cuando la codimensién
de V es 1. En este caso, el ideal de definicion de V estd generado por un solo
polinomio irreducible: se trata entonces de calcular esta “ecuacién implicita”.

Reciprocamente, ;es cierto que toda variedad algebraica se puede parametrizar
por polinomios o por funciones racionales, al menos en un abierto denso? Lamenta-
blemente, la respuesta es “no” incluso para el caso més simple: las curvas planas.

En un sentido estricto, una parametrizacion de una variedad V de dimensién r
es una aplicacién racional p : C" --» V tal que Im(p) = V. Decimos “una” y no “la”
parametrizacién porque de hecho hay muchas: por ejemplo, dada una parametriza-
cién p de una curva y una funcién racional ¢(t) € C(t) \ C, entonces p o ¢ es otra
parametrizacion de la misma curva. Las variedades que admiten parametrizaciones
reciben un nombre especial, son las variedades paramétricas (o unirracionales). Si
ademds la parametrizacion es invertible sobre un abierto denso, se dice que p es
birracional y que la variedad es racional. Las nociones de variedad paramétrica y de
variedad racional coinciden para los casos de curvas (teorema de Liiroth) y de super-
ficies (teorema de Castelnuovo), pero para toda dimensiéon > 3 existen variedades
paramétricas que no son racionales.

Hemos visto que la circunferencia es una curva paramétrica. Mas generalmen-
te, toda conica (curva plana definida por una ecuacién irreducible de grado 2) es
paramétrica. Para grados superiores esto ya no es cierto. Por ejemplo, el folio de
Descartes (figura 2) estd definido por la ecuaciéon z* + y® — 3zy = 0 y se puede
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parametrizar por

3t 32
t _ ). 2
H<1+1f3’1+t3) (2)

-2 -1
I B B

Figura 2: El folio de Descartes.

Sin embargo, la ctibica de Fermat F = {(z,y) € C? : 23 +y3 = 1}, aparentemente
mas sencilla, no admite ninguna parametrizacion.

Esta situacion contrasta fuertemente con lo que ocurre en geometria lineal, dife-
rencial o analitica, donde las variedades correspondientes pueden definirse tanto por
ecuaciones como en forma paramétrica, al menos localmente. Hay razones profun-
das para que sea asi, y en parte se debe a la rigidez de los objetos de la geometria
algebraica. Por ejemplo, se puede ver que la cubica de Fermat es topoldgicamen-
te isomorfa a un toro menos tres puntos. Una aplicacién birracional no constante
C --s F necesariamente es un isomorfismo entre C menos un conjunto finito y F
menos un conjunto finito. Si tal aplicacién existiera, induciria un homeomorfismo
entre el plano menos un conjunto finito y el toro menos un conjunto finito, lo cual
es imposible. Luego la ctibica de Fermat no puede ser racional y, por el teorema de
Liiroth, tampoco paramétrica.

En todo caso, la clase de las variedades paramétricas es muy rica e importante,
tanto desde el punto de vista tedrico como practico. En diseno geométrico asistido por
ordenador (CAGD por sus siglas en inglés: Computer Aided Geometric Design) las
curvas y superficies paramétricas juegan un rol central, ya que proporcionan formas
faciles de dibujar. En efecto, la parametrizaciéon permite producir muchisimos puntos
en la variedad utilizando solamente las operaciones elementales (4, x, =) del cuerpo
base. En cambio, es més dificil producir puntos a partir de sus ecuaciones implicitas.

Un pequeno experimento demuestra lo dicho: pidale al programa de célculo sim-
bélico Maple que dibuje el folio de Descartes usando sélo la ecuacion implicita
2% +y>—3xy. El resultado es pobre, especialmente alrededor del punto singular (0,0)
(figura 3). Esto se debe a que, para obtener puntos en el folio de esta manera, hay que
resolver cada vez una ecuacioén ctbica y, para colmo de males, los puntos producidos
no son racionales sino que estan en una extensién de grado 3 de Q.

Por otro lado, para decidir si un punto dado esta o no en la curva es mejor contar
con la ecuacién implicita. Por ejemplo, es inmediato concluir que el punto (—2,1) no
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Figura 3: El folio de Descartes segtiin el comando de Maple implicitplot.

esté en el folio de Descartes evaluando la ecuacién: (—2)3 +1% —3(—2) = —1 # 0. Si,
en cambio, quisiéramos averiguarlo a partir de la parametrizacion, tendriamos que
determinar si el sistema de ecuaciones

3t 3t?
1+t 7 1+t3
tiene o no solucién para t € C, lo cual no sélo es més dificil, sino que hasta podria
ocurrir que el punto esté en la curva pero no en la imagen de la parametrizacion.

Es por esto que, dependiendo de lo que se quiera saber sobre una cierta variedad
paramétrica, puede que convenga disponer de la representacion paramétrica o de la
implicita, y ciertamente seria 1til poder pasar dgilmente de una representacion a la
otra.

Desde un punto de vista computacional, la implicitacién se obtiene eliminando
los parametros de un cierto sistema de ecuaciones. Por ejemplo, para calcular la
ecuacion del folio a partir de la parametrizacién (2) hay que “eliminar” la variable ¢
del sistema de ecuaciones

(1+t3)x—3t=0, (1+t3)y—3t2 =0,

es decir, encontrar la ecuacién en Clx, y] que verifican los puntos (z,y,t) que satis-
facen este sistema de ecuaciones. Esta tarea de eliminacién puede hacerse tanto con
bases de Grobner como con resultantes [4].

El mismo procedimiento funciona en general. Para el caso de curvas planas,
escribiremos la parametrizacién como

(1) = (p(t) Q(t))

r(t)” s(t)

para polinomios p, g, r, s tales que ged(p,r) = 1y ged(g, s) = 1. Luego, la ecuacién
implicita se obtiene al eliminar ¢ de las ecuaciones

r(t)z —p(t) =0, s(t)y —q(t) = 0.

Si llamamos E(x,y) a la ecuacién de la curva imagen, en términos de la resultante
de Sylvester se tiene

E(x, y)i“d(”) = Res (r(t) x —p(t),st)y — q(t); t)
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donde ind(p) > 1 es el éndice de trazado (o grado) de la parametrizacién en la
terminologia de [14], es decir, la cantidad de veces que p(t) recorre la curva cuando
t se mueve por C.

2. EL poLiTOPO DE NEWTON DE LA ECUACION IMPLICITA

El problema en el cual centraremos este articulo es el de determinar el polito-
po de Newton de la ecuacién implicita de una hipersuperficie presentada en forma
paramétrica. Trabajaremos con polinomios de Laurent, es decir expresiones del tipo
Ty by :cfQ:EQ donde los exponentes pueden ser niimeros enteros cualesquiera.

DEFINICION 1. El politopo de Newton N(F) C R"™ de un polinomio de Laurent
F e (C[:Elil, . ,zfl] es la envolvente convexa de los exponentes en el desarrollo
monomial de F.

Por extensién, el politopo de Newton N(Z) de una hipersuperficie Z C C" es
el politopo de Newton de su ecuaciéon de definicién. Salvo por un factor escalar,
esta ecuacién es tnica y por lo tanto N(Z) estd bien definido. Para el caso n =
2 utilizaremos la denominacion méas usual de “poligono” de Newton, en lugar de
“politopo”. Por ejemplo, el poligono de Newton del folio x5 + 23 — 32129 = 0 es la
envolvente convexa Conv ((17 1), (3,0), (0, 3)) (figura 4).

Figura 4: El poligono de Newton del folio de Descartes.

El politopo de Newton nos dice cudles son los posibles exponentes de los mo-
nomios en un polinomio de Laurent dado: si el politopo es pequeno entonces el
polinomio es ralo, en el sentido de que tiene pocos monomios. Es un refinamiento de
la nocién de grado: si llamamos S := Conv(0, eq,. .., e,) al simplex estandar de R™,
entonces el grado de un polinomio F € C[zy,...,2,] es el menor entero d tal que
N(F) C dS. De paso notamos que el politopo de Newton de un polinomio (y a fortiori
el de una hipersuperficie afin) esté siempre contenido en el primer octante (R>g)™.

De manera general, el problema que nos interesa es el siguiente: sean p1,...,p, €
C(t1,...,tn—1) y consideremos la aplicacién racional

p:C 1t Cn, t=(t1,...,tn—1)— (p1(t),. .., pn(t)).
Supondremos que Im(p) es una hipersuperficie o equivalentemente, que la matriz
jacobiana (gf? (t))ij es de rango n — 1 para t € C"~! genérico. Se quiere entonces

J B}

determinar el politopo de Newton de esta hipersuperficie.
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El politopo de Newton no determina la hipersuperficie pero retiene mucha infor-
macion relevante. Por otra parte, calcularlo resulta sorprendentemente mas sencillo
que implicitar en una gran cantidad de situaciones. En lo que sigue describiremos
algunos de estos hechos.

El politopo de Newton de la ecuaciéon implicita ha despertado mucho interés en
los 1ltimos anos debido a su conexién con la geometria tropical, la combinatoria,
la teoria de interseccién y el algebra lineal numérica. Una version de este problema
fue planteada por primera vez por B. Sturmfels y J.-T. Yu. En el espiritu de la
teoria de la eliminacién rala, la pregunta de Sturmfels y Yu podria resumirse en
;ipuedo conocer el politopo de la ecuacién implicita a partir de los politopos de la
parametrizacion? De manera més formal:

Problema 2. Sean Py, ..., P, C R" ! politopos enteros con interior no vacio y con-
sideremos la familia de n polinomios de Laurent en n — 1 variables

B +1 +1
pi = Z Aia ity € Clty .o 1,24
acPnZn—1

paral <i<mny )\, € C genéricos. Determinar el politopo de Newton de la imagen
de la parametrizacion t — (p1(t),. .., pn(t)).

Un politopo P C R™! es entero si sus vértices estan en Z"~!. La hipétesis de
que los P;’s tienen interior no vacio garantiza que la imagen de la parametrizacién
es una hipersuperficie. En este problema, la eleccién genérica de los coeficientes A; ,
(es decir, dentro de un abierto denso del espacio de todos los coeficientes posibles)
garantiza que el politopo de Newton de la ecuacién no depende de estos coeficientes,
aunque la ecuacién misma si que depende.

Como ejemplo del problema que nos interesa, consideremos la parametrizacién
propuesta por A. Dickenstein y R. Froberg [8]:

p:C - C2 PN (t487t567t607t627t63’t32). (3)

Los politopos de Newton de los polinomios que la definen son relativamente
pequefios: el intervalo [48,63] y el punto {32}. Los exponentes son un poco grandes
pero de todas formas la ecuaciéon implicita se puede calcular usando la resultante de
Sylvester correspondiente; es interesante notar que el algoritmo de bases de Grébner
no termina en tiempo razonable en este caso. Con la ecuacién en la mano (o, mejor
dicho, jen el ordenador!), veamos qué pasa con su poligono de Newton (figura 5).
iEs justamente el tridngulo con vértices (32,0), (0,48), (0,63)!

i Por qué ocurre esto? El problema fue estudiado por I. Emiris e I. Kotsireas,
quienes lograron calcular este poligono via especializaciones de la resultante, mos-
trando asi que es posible acceder al politopo de Newton sin tener que pasar por el
célculo completo de la ecuacién implicita [8].

El problema cobré verdadero impulso con la aparicién de la geometria tropical.
La variedad tropical asociada a una hipersuperficie afin es un objeto poliedral, equi-
valente al politopo de Newton en el sentido de que se puede recuperar el uno a partir
del otro. Esta interpretaciéon permite abordar el problema con nuevas herramientas
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Figura 5: El poligono de Newton de la ecuacién implicita de (3).

geométricas y de esta forma B. Sturmfels, J. Tevelev y J. Yu lograron explicitar la
variedad tropical asociada a las parametrizaciones genéricas del problema 2 [15, 16],
e incluso han implementado en ordenador el calculo de esta variedad tropical y la
construccién del politopo de Newton a partir de la misma [17, 18]. Esta implemen-
tacion funciona satisfactoriamente en dimension baja.

Desde otra direccién, A. Esterov y A. Khovanskil han mostrado que el politopo de
la ecuacién implicita de una parametrizaciéon genérica se identifica con el “politopo-
fibra mixto” en el sentido de P. McMullen, dando asi una caracterizacién distinta de
este objeto [9].

2.1. EL poLiGONO DE NEWTON DE UNA CURVA PARAMETRICA

A pesar del interés evidente del caso genérico, es claro que, para poder determinar
el politopo de la ecuaciéon implicita en todos los casos, serd necesario considerar inva-
riantes mas finos que los politopos de Newton de la parametrizacion. En lo que sigue
nos centraremos en el caso de curvas paramétricas planas, resuelto recientemente
gracias a los trabajos [5, 6, 15, 20].

En el caso de curvas, el poligono de Newton esta univocamente determinado por
las multiplicidades de la parametrizacién. Sea p : C --» C? una parametrizacién
racional dada por funciones no constantes f, g € C(t) \ C. Dado un punto v € P!, la
multiplicidad de p en v se define como

ord, (p(t)) := (ordy(f(t)), ordu(g(t))) € Z2,

donde ord,(f) designa el orden de anulacién de la funcién f en el punto v. Recor-
demos que P! es la recta proyectiva y que se identifica con C U {oo}. El orden de
anulacién en v = oo de una funcién racional % € C(t), escrita como cociente de dos

polinomios, es ords (f) = deg(q) — deg(p).
Las propiedades béasicas de estas multiplicidades son:

= ord,(p) = (0,0) para todo v € P!, salvo un ntimero finito, y
= Y vepr 0rdy(p) = (0,0).
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Definimos una operaciéon auxiliar que produce un poligono convexo a partir de
una familia de vectores en el plano cuya suma es cero. Sea B C Z? una familia
de vectores que son nulos salvo un ntimero finito y tales que su suma es (0, 0).
Denotaremos por P(B) C (Rs)? al (tnico) poligono convexo que se obtiene al:
1) rotar —90 grados los vectores no nulos de B, 2) concatenarlos siguiendo sus
direcciones en el sentido contrario a las agujas del reloj y 3) transladarlos al cuadrante
(R>0)? de forma que toque los ejes coordenados (figura 6). La condicién de que la
suma de los vectores en B sea cero es equivalente a que el poligono se “cierre” al
finalizar el proceso de concatenacion.

B c7? --- 1)

Figura 6: La operacién P(B).

Recordemos que el indice de trazado ind(p) > 1 de la parametrizacién es el
nimero de puntos en la preimagen de un punto genérico de Im(p); es decir, es el
ntmero de veces que p(t) “traza” o recorre la curva. En particular, la parametrizacién
es birracional si y sélo si ind(p) = 1.

La respuesta al problema del calculo del poligono de Newton de una curva pla-
na paramétrica puede encontrarse en los trabajos de Dickenstein, E.-M. Feichtner,
Sturmfels y Tevelev [6, 15, 20], y también en nuestro articulo [5].

TEOREMA 3. Sea p: C --+ C? una parametrizacion racional y C := Im(p). Entonces

ind(p) N(€) = P((ord, (p))er1)- (4)

La “multiplicacién” ind(p) N(C) en este enunciado es la homotecia de razén ind(p)
del poligono de Newton de C.
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Ejemplo 4. Consideremos la parametrizacion

1 t2—5t+2)

p:tH(t(tfl)’ t

Las multiplicidades de esta parametrizaciéon son

ordg(p) = (-1, 1), ord; (p) = (—1,0), ords(p) = (2,-1)

y ord,, (p) = (0, 1) para cada uno de los dos ceros simples vy, vo de t? —5t+2, mientras
que ord,(p) = (0,0) para v # 0,+1, 00, v1, v2. La figura 6 ilustra esta familia B de
vectores y el poligono P(B) que se construye a partir de ella.

Gracias al teorema 3, sabemos que este poligono es la homotecia de razén ind(p)
del poligono N(Z). Méas atn, vemos que este poligono es no-contractil, en el sentido
de que no es un miultiplo por un entero > 2 de otro poligono entero. Concluimos asi
que ind(p) = 1y que P(B) es el poligono de Newton de la curva Z.

Podemos verificar este resultado comparandolo con la ecuaciéon implicita:

B(z,y) =1 — 16z — 4% — 92y — 22%y — xy>. (5)

2.2. RELACION CON LA GEOMETRIA TROPICAL Y LA TEORIA DE INTERSECCION

Ya hemos visto y probado el plato principal; ahora toca enterarse un poco sobre la
cocina. Hay dos métodos para demostrar este resultado: geometria tropical y teoria
de interseccion.

En geometria tropical, la base es el semianillo (R, ®,®) donde las operaciones
son

x @y = min(x,y), rOYy=x+y.

Para simplificar la exposicién, hablaremos sélo del caso de polinomios en Clx,y],
aunque la teoria se extiende a polinomios multivariados con coeficientes en un cuerpo
provisto de una valoracién.
. . .. s . o N a;i b .2
La tropicalizacién de un polinomio F' = 37" o Az y” € Clx,y] es la funcién
concava lineal a trozos

N

tp: R2 -2 R; T = @IGaijbj = minj((aj7bj)7 (.ﬁ,y)), (6)
=0

donde @ es la sumatoria tropical y (-, -) el producto escalar usual de R?.

La variedad tropical Tr C R? se define como el conjunto de puntos de R? donde
esta funcién no es diferenciable. Se deduce de (6) que 7 consiste exactamente en la
reunién de las direcciones normales interiores a los lados del poligono N(F'). A cada
una de estas direcciones 0 se le asigna una multiplicidad ms > 1 que, en el caso que
consideramos de un polinomio de C[z, y], coincide con la longitud entera de la arista
de N(F) normal a esta direccion. La longitud entera €(S) de un segmento entero
S C Z? es la cantidad de puntos de Z? que hay en él (incluyendo los extremos)
menos 1.
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Figura 7: La curva tropical asociada a (5).

La figura 7 muestra la variedad tropical asociada a la curva definida por la ecua-
ci6n (5). Como vemos, la variedad tropical, més las multiplicidades correspondientes,
se identifica con los vectores en la figura 6, por lo que el teorema 3 puede reformularse
facilmente en términos de geometria tropical.

Esta reinterpretacién permite ver al poligono de Newton como una cierta dege-
neracién de la curva paramétrica original y estudiarlo con las herramientas de la
geometria tropical. La demostraciéon de Sturmfels y sus colaboradores del teorema 3
se basa principalmente en el llamado “teorema de Kapranov” [7]. M&s atin, este mé-
todo les ha permitido tratar hipersuperficies de dimension arbitraria parametrizadas
por productos de formas lineales [6, 15], generalizando asi el caso de curvas planas.

Por otra parte, en nuestro articulo [5] proponemos un método que reduce la
determinacién del politopo de Newton a un problema de teoria de interseccion y, mas
concretamente, al calculo del ntimero de soluciones de ciertos sistemas de ecuaciones
polinomiales.

La funcion soporte de un politopo @ C R™ se define como

hg :R™ --5 R, x — max{{u, ) :u € Q},

que es una funcién convexa y afin a trozos que caracteriza a Q. Sean p : C --» C?
una parametrizacién racional y C := Im(p), entonces para o € (N\ {0})? se tiene

hxey(o) = @ #{(t,x,y) €C?:a% = f(t),y°2 = g(t), by + Lz + loy = 0} (7)
para fy, ¢1,{5 € C genéricos. La demostracién del teorema 3 se reduce asi al célculo
de este nimero de soluciones, que, a su vez, se obtiene via el refinamiento del teorema
de Bernstein-Kusnirenko-Khovanskii recientemente obtenido por P. Philippon y el
segundo autor [13].

La igualdad (7) se extiende a cualquier dimensién. Sin embargo, esto no ha
servido ain para calcular el politopo de Newton de otras hipersuperficies debido a
la ausencia de un anélogo de la estimacién de [13] en dimension superior.

3. ALGUNOS CALCULOS Y APLICACIONES

Tal vez usted ya llegd (o no) a la solucién del problema que le propusimos al
principio de este articulo. En cualquier caso, es instructivo ver como se resuelve a la
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luz del teorema 3. Para la parametrizacién p = (f, g) asociada a las funciones en (1)
se tiene

ord_i(p) = (2,-5), ordo(p) =(-1,1), ordi(p) =(-1,3), ords(p)=(0,1),

mientras que ord,(p) = (0,0) para v # 0, +1, co. Gracias al teorema 3 sabemos que
ind(p) N(C) se obtiene girando —90° estos vectores y concatenéndolos; el poligono
producido es el cuadrilatero Conv((0, 0), (1,0), (4, 1), (5, 2)). Nuevamente observamos
que el poligono es no-contréictil, luego ind(p) = 1 y por lo tanto este cuadrilatero es
el poligono de Newton de la ecuacién implicita E(z,y) € Z[z,y] (figura 8).

Figura 8: Las multiplicidades y el poligono de Newton de la parametrizacién (1).

Esta ecuacién es combinacién lineal de los monomios 1, z, z*y, z°y? v 23y co-
rrespondientes a los puntos enteros en el cuadrilatero, y de aqui se deduce facilmente

E(z,y) =1 — 2z + 22ty — 25y + 523y,

A manera de ejercicio, invitamos al lector a aplicar el teorema 3 para calcular
el poligono de Newton de la circunferencia y del folio de Descartes a partir de sus
respectivas parametrizaciones. Asimismo, se verifica facilmente que el poligono de
Newton de la ecuacién de la curva parametrizada por (3) es el tridngulo con vértices
(32,0), (0,48) y (0,63) que se ve en la figura 5. Una vez mas, el dato adicional
ind(p) = 1 es consecuencia de que el poligono es no-contréctil.

3.1. ;PARA QUE NOS PUEDE SERVIR CONOCER EL POLITOPO DE NEWTON?

Ademaés de su interés intrinseco, el politopo de Newton nos puede servir para re-
solver otros problemas computacionales acerca de las hipersuperficies paramétricas.
Senalemos dos de estas aplicaciones.

Conocer el politopo de Newton nos permite calcular la ecuaciéon implicita via
un algoritmo de interpolaciéon. Supongamos que nos han dado una parametrizacién
p = (f,g) : C ——» C? y queremos saber su ecuacién implicita. Si aplicamos el
teorema 3 obtenemos inmediatamente el poligono de Newton @ C R? de la ecuacion
que estamos buscando.
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.Y luego? Pues bien, la ecuacién ha de ser de la forma
N
E(z,y) = Z)\jx‘”ybﬂ'
j=0

donde los (a;,b;) son los puntos enteros en @ y los A; € C son desconocidos. Luego
evaluamos la parametrizacién en N + 1 puntos 79, ...,7n € C para los que p(7;) esté
definido, y obtenemos un sistema lineal en los A, homogéneo de tamafio (N + 1) x
(N +1):

N
E(p(mk)) = Z)\jf(Tk)ajg(Tk)bj =0, para0<k<N.
j=0

Si hemos elegido los puntos interpolacién 7, de manera suficientemente general, el
nucleo de este sistema serd de dimension 1 y la ecuaciéon F estard univocamente
determinada como un generador de este nticleo. Este algoritmo es particularmente
ventajoso cuando la cantidad de puntos enteros en el politopo es pequena.

Un problema que se presenta a menudo en CAGD es el de determinar cémo se
cortan las curvas o las superficies paramétricas que se quieren modelar. Normalmente
este problema se resuelve implicitando una de las dos variedades. Si, en lugar de
conocer la ecuaciéon implicita, tenemos sélo el politopo de Newton, no podremos
calcular esta interseccién pero si que podremos estimar cudntos puntos hay (si la
interseccion es de dimension 0) o cudl es el grado de la curva que resulta de esta
interseccion (si la interseccién es de dimension 1).

En el caso de dos curvas planas distintas C, D C C2, el teorema de Bernstein-
Kusnirenko-Khovanskii dice que el nimero de puntos de (C\ {0})? en comun es,
tipicamente, igual al volumen mizto

Area(N(C) 4+ N(D)) — Area(N(C)) — Area(N(D)),

donde el “47” es la suma puntual de los poligonos (suma de Minkowski). Por ejemplo,
consideremos las curvas C, D C (C\ {0})? parametrizadas respectivamente por

2 133
b (2(:;;1)1)’4;(11)15) ) tH(t’i_g)

La curva C es la del problema al principio del articulo. En la parte izquierda de la
figura 9 vemos los poligonos correspondientes junto con su suma de Minkowski. El
volumen mixto es el area de la zona rayada y es por lo tanto igual a 2.

Como consecuencia, estas curvas C' 'y D tienen a lo mas dos puntos en comun,
que son los puntos (1.33,4.22) y (—4.17,—0.14) (figura 9).

3.2. PARAMETRIZACIONES GENERICAS

Con lo que ya sabemos, podemos calcular facilmente el poligono de Newton de
cualquier curva paramétrica plana que se nos cruce en el camino. En particular,
podemos responder el problema 2 para el caso de curvas planas.
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Figura 9: La interseccién de dos curvas paramétricas.

COROLARIO 5 (Polinomios de Laurent genéricos). Dados D > d, E > e, sean
p(t) = agt® + - +aptP,  q(t) =Bt + -+ Bett € CltT (8)

tales que ag, ap, Be, B # 0y ged(t™p(t),t°¢(t)) = 1. Sean p = (p,q) yC := Im(p).
FEntonces
1

ind(p)

Luego las parametrizaciones definidas por polinomios de Laurent genéricos pro-
ducen, tipicamente, ecuaciones cuyo poligono es un cuadrilatero (figura 10).

N(C): ,P((Dfdvo)a(OvE*e)a(vaiE)v(dve))'

D

Figura 10: El poligono de Newton de una parametrizacion de Laurent genérica.

La demostracién de este corolario es sencilla: por un lado se tiene ordg(p) = (d, e)
y ords(p) = (=D, —E). Por otro lado, si llamamos vy,...,v, # 0 a las diferentes
raices de t~?p(t) y denotamos por m; > 1 la multiplicidad de v; en p, se tiene

ord,, (p) = (m;,0), paral <i<r,

ya que p y ¢ no tienen raices # 0 en comin. Similarmente, sean wy, ..., ws # 0 las
raices de t~“q(t) y n; > 1 su respectiva multiplicidad. Entonces

ord,, (p) = (0.n;).
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El teorema 3 muestra que el poligono ind(p) N(C) se obtiene girando —90° y conca-
tenando los vectores (d,e), (—D,—E), (m;,0) y (0,n;), paral <i<ryl<j<s.
Pero los (m;,0) estdn todos en la misma direccién y por lo tanto se concatenan
juntos en el vector ) _.(m;,0) = (D — d,0). Similarmente, los (0,n;) se concatenan
en el vector »_,(0,n;) = (0, E' — e), lo cual concluye la demostracién.

Mas atn, se puede mostrar que para una parametrizacion asociada a polinomios
de Laurent p, g como en (8), el poligono de Newton de la ecuacion es

1
iy (D= d.0).0.E — ), (~D,~E).(d¢))

si y s6lo si ag,ap,fe, Be # 0y ged(t9p(t),t ¢q(t)) = 1. Ademés, si los vecto-
res (D —d,0),(0,E — e),(d,e) no son colineales y p, ¢ son genéricos, entonces p es
birracional.

La demostracion anterior ilustra un aspecto importante del calculo del poligono
de Newton en situaciones concretas. El poligono no depende de las raices de p y
de ¢ ni de sus multiplicidades, sino sélo del hecho de que son disjuntas y de que
conocemos cuanto es la suma de las multiplicidades. Este es un principio general
que permite calcular el poligono de Newton de una parametrizacién p = (f,g) a
partir de factorizaciones parciales de la forma

f@&)=alp®)®,  g@)=8]]rt)

peEP pEP

donde P C C[t] es un conjunto finito de polinomios coprimos dos a dos, d,,e, € Ny
a, 5 € C\{0}. Tales factorizaciones se pueden obtener usando solamente la operacién
de maximo comun divisor de dos polinomios en una variable y sin necesidad de
acceder a los ceros y polos de f y g, lo cual seria demasiado costoso desde un punto
de vista computacional.

Volviendo a las parametrizaciones genéricas, el siguiente caso a considerar es el
de dos funciones racionales con el mismo denominador. El poligono de Newton que
resulta tiene a lo més cinco lados (figura 11).

COROLARIO 6. Dados D > d, E>e y F >0, sean
p(t) = agt® + ---—l—aDtD, q(t) = Bet® + oo+ BEtf, r(t) =0 + ...+7F1§F.

Sean p = (B,2) € C(t)? y C :=Im(p). Entonces

rlr

N(C) P((D —d,0),(0,E—e¢),(F—D,F —E),(de),(—F,—F))

~ ind(p)

si y s6lo si ag, ap, Pe, BE, Y0, YF # 0 y t~p(t),t=q(t),r(t) son coprimos dos a dos.

El ultimo caso que consideraremos es el de parametrizaciones genéricas por fun-
ciones racionales con distinto denominador. El poligono que resulta tiene a lo méas
seis lados (figura 12).
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Figura 11: El poligono de una parametrizacién genérica por funciones racionales
con el mismo denominador.

COROLARIO 7. Dados D > d, E > e, F,G > 0, sean

p(t) = aat® + - +apt?,  q(t) = Bt +- -+ But® € C[t*!]
y
r(t) =70+ +yrth, s(t) =00 +---+6gt¢ €C[t.
Sean p = (£,2) y C :=Im(p). Entonces
1
N(C) = nd(p) P((D —d,0),(0,E —e),(F - D,G — E),(d,e),(—F,0), (0, -G))

si y sdlo si ag, ap, Be, Br,Y0,7F,00,0a # 0 y t=p(t), t=¢q(t), r(t), s(t) son coprimos
dos a dos.

(G, D)

1 (E,F)

Figura 12: El poligono de una parametrizacién genérica por funciones racionales
con denominadores distintos.

4. EL CASO GENERAL vs EL CASO GENERICO

Ahora le proponemos que mire en la otra direccién: supongamos que tenemos un
polinomio E(z,y) y sospechamos que define una curva paramétrica. ;Qué podriamos
averiguar a partir de su poligono de Newton?

Una primera pregunta natural es cuéles son las formas posibles para el poligono
de Newton de una curva paramétrica. Como acabamos de ver, los poligonos que
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producen las parametrizaciones genéricas son muy especiales: tienen a lo més seis
lados, algunos de los cuales estan en direcciones prefijadas.

Para poder responder a esta pregunta, fijemos un poligono entero Q C (RZO)2,
con interior no vacio y apoyado en los ejes coordenados. Identificamos con CcHQNZ?)
al espacio de los polinomios con poligono de Newton contenido en (). Consideramos
entonces el conjunto

M = {F € Clz,y] : N(F)=Q, F define una
curva paramétrica de (CQ} c c#@nz?)

y sea M¢ su clausura de Zariski. Recordamos que 0@ designa el borde del poligono Q).
TEOREMA 8 ([5]). Mg es una variedad paramétrica de dimensién #(0Q N7Z?).

En particular, dim(Mg) > 3, ya que @ tiene al menos tres lados, por ser un
poligono de interior no vacio. Resulta asi que todo poligono entero, con interior no
vacio y apoyado en los ejes coordenados es el poligono de Newton de una curva
paramétrica.

Como consecuencia de este resultado, la codimensién de Mg es igual al ni-
mero de puntos enteros en el interior del poligono. Por ejemplo, el cuadrilatero
Conv((0,0),(1,0),(4,1),(5,2)) del problema al principio de este articulo contiene
un solo punto entero en su interior, y por lo tanto la variedad Mg correspondiente
es una hipersuperficie.

Este fenémeno es de interés para el problema computacional inverso a la implici-
tacion: dado E(z,y) € Clz, y], se trata de decidir si define o no una curva paramétrica
y, en el caso afirmativo, calcular una parametrizacion.

Si el poligono de Newton de la ecuacién E(z,y) tiene muchos puntos en su
interior, entonces la probabilidad de que defina una curva racional es baja. Si de todas
formas la ecuacion define una curva racional, la parametrizacién correspondiente esté
definida por #(0Q NZ?) grados de libertad y por lo tanto la eficiencia del calculo de
una parametrizacién deberia estar correlacionada con la cantidad de puntos enteros
en el borde de ) y no tanto con la cantidad de puntos enteros en todo Q.

Para saber mds:
= Curvas paramétricas en general: [1, 2, 14, 21].
= Métodos de interpolacién relacionados con implicitacion: [3, 10, 19].

= Politopo de Newton de la ecuacién implicita y geometria tropical: [6, 12,
15, 16, 17].

= Politopo de Newton y politopo-fibra mixto: [9, 11].

= Politopo de Newton y teoria de la interseccion: [5, 13].
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