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Estimaciones para el Teorema de Ceros de Hilbert

Resumen

Se introduce una nueva nocién de altura de variedades afines. Esta nocién extiende al caso
de una variedad arbitraria la nocién de altura de Weil de una variedad de dimension 0 y la
nocién de altura de una hipersuperficie. Se obtiene una desigualdad de Bézout Aritmética
para la interseccion de variedades.

Se estudian luego los aspectos cuantitativos en el teorema de ceros de Hilbert. Se aplica
la nocién de altura de variedades para obtener nuevas cotas para el grado y para la altura
de los polinomios en el teorema de ceros. Se obtiene ademads la primera versién rala
del teorema de ceros afin. En todos los caso que se consideran, las cotas obtenidas son
esencialmente 6ptimas.

Como consecuencia de estos resultados, se obtiene una cota inferior para la aproximacién
entre variedades de dimensién positiva.

Palabras clave: altura de variedades, desigualdad de Bézout aritmética, eliminacion,
teorema de ceros, funcién de Hilbert.

Estimates for Hilbert’s Nullstellensatz

Abstract

We introduce the notion of height of an affine variety. This notion extends to general
affine varieties the well-known notion of Weil height of a zero—dimensional variety and
the notion of height a hypersurface. We obtain an arithmetic Bézout’s inequality for the
intersection of varieties.

We then study the quantitative aspect in the Nullstellensatz. We apply the notion of
height of varieties in order to obtain new degree and height bounds for the polynomials
in the Nullstellensatz. We also obtain the first affine sparse Nullstellensatz. The obtained
bounds are essentially optimal in all the cases we consider.

As a consequence of these results, we obtain a lower bound for the approximation of
positive—dimensional varieties.

Key words: height of varieties, arithmetic Bézout’s inequality, elimination, Nullstellensatz,
Hilbert function.



Introduccion

Muchos resultados centrales de algebra conmutativa y de geometria algebraica son resul-
tados de existencia no efectivos. Un ejemplo tipico de esta situacion es el Teorema de ceros
o Nullstellensatz de Hilbert. Bajo una forma simplificada, su enunciado es el siguiente:

Sean fi,...,fs € Zx1,...,x,] polinomios enteros tales que el sistema de ecuaciones

fi(x)=0,..., fs(x) =0 (0.1)

no tiene soluciones en C™. El teorema de ceros dice entonces que existen polinomios
gis---,9s € Qz1,...,x,] que satisfacen la identidad de Bézout

1:glfl+"'+gsfs' (02)

Este resultado es una de las piedras angulares de la geometria algebraica. Establece
un estrecho vinculo entre un objeto geométrico — el conjunto solucién del sistema de
ecuaciones 0.1 — y un aspecto algebraico — la pertenencia del 1 al ideal generado por

flv"'afs-

Este es un enunciado meramente existencial que no brinda ningin tipo de informacién
sobre los polinomios g¢1,...,¢s. Sin embargo, es crucial para las aplicaciones disponer de
estimaciones para — por ejemplo — el grado y el tamano bit de los coeficientes de los
polinomios que aparecen en la identidad 0.2. Esto es particularmente importante en las
aplicaciones a la teoria de niimeros y a la informatica tedrica.

El propoésito de esta memoria es el estudio cuantitativo del teorema de ceros en sus distintos
aspectos. Asimismo tratamos otros problemas relacionados, como ser estimaciones globales
para la funcién de Hilbert de ideales homogéneos.

Nuestro esfuerzo estd principalmente dirigido hacia el estudio de los aspectos aritméticos
de estos problemas. Con este fin introducimos una nocién de altura para variedades
aritméticas de dimensién positiva. Este concepto es el analogo aritmético de la nocién
clasica de grado de una variedad, y juega un rol central en nuestro tratamiento del teorema
de ceros aritmético. Estudiamos las propiedades bésicas de esta nocién de altura, en
particular su comportamiento con respecto a intersecciones.

Los aspectos aritméticos de los sistemas de ecuaciones polinomiales constituyen una de las
motivaciones histéricas de la geometria algebraica. Ademés existe actualmente un fuerte
interés por estas cuestiones, debido a sus eventuales aplicaciones a la informatica. Como un
objetivo de mayor alcance, nos proponemos introducir nuevas técnicas y herramientas que



contribuyan a entender y eventualmente a resolver los problemas aritméticos en algebra
conmutativa y en geometria algebraica.

En lo que sigue hacemos una introduccion a los problemas que consideramos, junto con
un resumen de los resultados presentados en esta memoria.

Grado y Altura de Variedades. Teorema de Bézout

Un problema clasico de geometria algebraica es el enunciado conocido como teorema
de Bézout. Este enunciado tiene la forma siguiente: el grado de la interseccién de dos
variedades algebraicas es igual al producto de los grados de estas dos variedades, es decir

degVNW =degV -degW.

El caso més simple es el de dos curvas planas de grados d y e respectivamente. Newton
[105] observé que si la interseccién es finita, las abscisas — por ejemplo — de esta
interseccion estan dadas por una ecuacién de grado d-e. Este resultado fue gradualmente
mejorado durante el siglo XVIII. Finalmente, Bézout fue capaz de mostrar que la cantidad
de puntos — contados con propiedad — en la interseccién de dos curvas planas de grados
d y e respectivamente, es exactamente d - e, al menos que tengan infinitos puntos en
comun.

En términos modernos, sean C, D C ]PQ((D) dos curvas proyectivas sin componentes en
comin, definidas por ecuaciones homogéneas F(z,y,z) =0y G(z,y,z) =0 de grados d
y e respectivamente. El teorema de Bézout dice entonces

d-e= > i(C,D,¢

¢eCnD

donde i(C, D, &) es un entero positivo, la multiplicidad de interseccion, que mide el orden
de contacto entre C' y D en el punto £. Notamos ademés que Bézout probd en 1764 la
versiéon n—dimensional de este resultado, es decir, el caso de n hipersuperficies en IP"
que se intersectan en una cantidad finita de puntos [18], [19], [20], [21].

Se plantea entonces el problema de extender el teorema de Bézout al caso general. El
obstaculo principal consiste en definir en forma adecuada las nociones de grado y de
multiplicidad de interseccién.

En 1958, Seérre [116] introdujo una definicién de multiplicidad de interseccién que le
permiti6 a Iversen [74] demostrar el teorema de Bézout en el caso en que la interseccién es
propia, es decir, cuando dimV NW =dimV +dimW —n para V,W C IP"™. El teorema
clasico de Bézout es un caso particular de este enunciado.

Surge entonces como un problema natural el extender esta identidad al caso en que la
interseccion no sea propia. El primer resultado general en este sentido tiene la forma
de una desigualdad. El enunciado es el siguiente: sean V,W C JA™ variedades afines.
Entonces

degVNW <degV -degW.



Aqui el grado degV de una variedad irreducible V' C JA™ se define en el sentido cldsico
como el nimero de puntos en la interseccion de V con una variedad lineal genérica de
dimensién complementaria. El grado de una variedad reducible V' C A" se define como
la suma de los grados de sus componentes irreducibles, es decir

degV = Z deg V;

donde V = U; V; es la descomposicion de V' en componentes irreducibles.

En esta desigualdad de Bézout no se consideran multiplicidades de interseccién. Como
contrapartida tiene la ventaja de ser valida sin hipdtesis adicionales sobre el tipo de
interseccion. Esto la convierte en una herramienta versatil en las aplicaciones de la
geometria algebraica a otros campos, por ejemplo, a la teoria de ntimeros o al calculo
simbdlico.

Este enunciado fue demostrado por primera vez en 1977 por Heintz [65] y por Sieveking
[119], y publicado en [66], [67]. Mas tarde fue demostrado también por Fulton, Lazarsfeld
y MacPherson [49], [50] y publicado en [53]. La desigualdad de Bézout fue posteriormente
generalizada y refinada en el contexto de ciclos algebraicos por Fulton y MacPherson [51]
y por Vogel [131].

El propésito de la primera parte de esta memoria consiste en la formulacién y el estudio
de la nocién de altura de variedades. Este concepto es el andlogo aritmético de la nocién
de grado.

Sea k un cuerpo con férmula del producto. El ejemplo basico es @, o mas generalmente
un cuerpo de nimeros. Otro ejemplo de cuerpo con férmula del producto es el cuerpo de
funciones racionales de una variedad no—singular en codimensién 1.

Sea V C A™(k) una k-variedad afin irreducible de dimensién r. Sea fy su polinomio
de Chow. Este es un polinomio multi-homogéneo en r + 1 grupos Uj,...,U,y1 de n+1
variables y estd univocamente definido salvo por multiplos escalares. Luego consideramos
la altura de V', definida por la férmula

V)= AdogM(ou(fv))+ Y. Aolog|fvle

vESy vEMp—Sy

donde M}, denota un conjunto propio de valores absolutos sobre k& que verifica la formula
del producto con multiplicidades A, , y Si denota el conjunto de valores absolutos arqui-
medianos de M}, . Para v € Si, 0, denota la inclusién correspondiente de k en C,y M
denota la medida de Mahler.

Para una variedad arbitraria V C A" definimos su altura como
hV):=> (V)

donde V = U; V; es la descomposicién de V' en componentes irreducibles. La altura de
una variedad es un nimero no—negativo.

Esta nocion extiende al caso general las nociones de altura de una hipersupeficie y de
altura de Weil de una variedad de dimensién 0. Sea f = >, a;2* € Zlxy,...,x,] un



polinomio separable y primitivo que define una hipersuperficie V(f) C A™(C). Se tiene
entonces

—4(n+1)log(n+1)deg f <h(V(f)) —h(f) <4(n+1)log(n+1)deg f

donde h(f) := log(max;|a;|) denota la altura logaritmica de f. En el caso en que

V C A"(C) es una Q-variedad de dimension 0 se tiene
—log(n+1)degV < h(V) —w(V) <log(n+1)degV

donde w(V) denota la altura de Weil de V.

La estrecha relacion entre la altura de la forma de Chow de una variedad irreducible y
sus propiedades aritméticas fue notada por Weil [132]. La definicién de altura de una
variedad a través de su forma Chow fue introducida y estudiada por Nesterenko [103] y
Philippon [108], [110] en el contexto de la teorfa de nimeros trascendentes, en relacién
con los criterios para la independencia algebraica. La definicién de altura de una variedad
irreducible que consideramos en esta memoria fue introducida por Philippon [108], [110]
para el caso en que k es un cuerpo de numeros.

Extendemos esta definiciéon al caso de variedades reducibles siguiendo la definicién de
grado de Heintz, es decir, no consideramos multiplicidades de interseccién. La teoria de
interseccién que resulta es menos general que la de Fulton-MacPherson [51] y la de Vogel
[131]. Sin embargo, tiene la ventaja de ser mds simple y manejable, y resulta suficiente
para la mayoria de las aplicaciones.

Por otra parte, en el contexto de la teoria de interseccion aritmética — o teoria de
Arakelov — se ha considerado desde hace algtin tiempo otra nocién de altura de variedades
aritméticas irreducibles. Esta nocién fue introducida por Faltings en su trabajo sobre
aproximacién diofdntica en variedades abelianas [45] y luego retomada por Bost, Gillet
y Soulé [24], [25]. Soulé [124] y Philippon [110] probaron que esta nocién de altura es
equivalente en un sentido preciso a la nocién de altura que consideramos en esta memoria.

Existe otra nocién de altura de variedades aritméticas V' C A"™(C) que ha devenido usual
en teoria de eliminacién computacional. Esta nocién fue introducida por Giusti et al. [54]
y retomada, por ejemplo, en [62], [61]. A grandes resgos, consiste en lo siguiente: sea
V C A™(C) una Q-variedad equidimensional de dimensién 7, y sea 7 :V — Al una
proyeccién lineal. Es bien conocido que si 7 satisface ciertas condiciones de genericidad
entonces 7(V) C A" es una hipersuperficie birracional a V. Luego la inversa 7! :
m(V) — V puede considerarse como una forma débil de parametrizacién de la variedad
V . Esta parametrizacién 7! se llama una solucién geométrica de V .

Luego se define la altura n(V) de V como la altura logaritmica de 7~!, es decir, la

maxima longitud bit de sus coeficientes. La indeterminacién proveniente de la eleccién de
la proyeccion 7 se resuelve mediante una eleccion adecuada. Referimos a la subseccién
1.3.4 para la definicién precisa y para una discusion mas amplia de estas cuestiones.

La nocién de solucién geométrica es la forma de representar variedades algebraicas pro-
puesta por Kronecker [85] en su memoria de 1882. Esta nocién fue descripta también por
Konig [80], Macaulay [94] y Zariski [133], entre otros. Esto fue notado recientemente por



Pardo [61]. Entre las distintas representaciones de variedades, la idea de Kronecker ha
resultado ser la més eficiente en teoria de eliminacién computacional, desde el punto de
vista de la complejidad en tiempo y espacio de memoria de los algoritmos [55], [56], [48],

83], [57], [54], [97], [102], [62], [61], [69].

La altura n(V) acota la longitud bit de los enteros que intervienen en los algoritmos de
eliminacién. Por lo tanto, juega un rol importante en el estudio de la complejidad de estos
algoritmos.

Esta nocién de altura es polinomialmente equivalente a la altura h. Obtenemos las
siguientes estimaciones (Teorema 1.3.23):

(V) < ¢ 8*h(V) + ¢26°, hV) < e3 82 (V) 4 ¢4 613,

donde ¢q, c2, c3, ¢4 dependen polinomialmente de n.

Obtenemos distintos resultados para la altura de variedades afines inspirados por la a-
nalogia existente entre altura y grado. Por ejemplo, estimamos la altura del producto
de variedades (Proposicién 1.4.3) y el comportamiento de la altura de una variedad con
respecto a morfismos (Lema 1.4.6). Obtenemos ademds una estimacién para la altura de
la inversa de un morfismo birracional ¢ : V — A" (Proposiciones 1.4.7 y 1.4.8).

Un aspecto crucial es el comportamiento de la altura con respecto a intersecciones. En
este sentido obtenemos la siguiente desigualdad de Bézout aritmética (Teorema 1.4.4):

Teorema 1 Sean Vi,...,V; C A™ variedades. Sea §; el grado de V; y sea 0 :=[]; 0;.
Entonces

A(Vin---nV) <e18®> (Vi) + ez 6°.

Aqui ¢, ¢ dependen polinomialmente de n.

Por otra parte, tanto Bost—Gillet—Soulé [24] como Philippon [110] han obtenido previa-
mente versiones aritméticas del teorema de Bézout para el caso de variedades definidas
sobre un cuerpo de nimeros. En una forma simplicada el enunciado es el siguiente: sean
V,W C IP"(C) variedades aritméticas. Entonces

RVNW) <deg(W)-h(V)+deg(V) - h(W) + c(n)deg(V) - deg(W).

Esta estimacién es mucho mas precisa que cualquier resultado contenido en esta memoria.
El interés principal de nuestra desigualdad de Bézout radica en la extensién al caso de
caracteristica positiva. Resultados similares han sido recientemente obtenidos en forma
independiente del autor por Chardin y Philippon [37].

Casos particulares del teorema de Bézout aritmético fueron obtenidos anteriormente por
Philippon [108], Faltings [45] y Krick y Pardo [83]. Otros aspectos de la teoria de altura
de variedades fueron considerados en los trabajos [91], [135], [111].

Nuestra demostracién de la desigualdad de Bézout aritmética es completamente algebraica.
La idea central consiste en la aplicacién formal del método de Newton—Hensel para la



aproximacion de raices de funciones. Esta idea fue aplicada por primera vez en el contexto
de la teoria de eliminacién algoritmica por Giusti et al. en [57] y continuada en [54], [69].
A grandes rasgos, consiste en lo siguiente: sea ¢ : V — JA” un morfismo finito y sea
p € A" un punto no ramificado de ¢. Luego aproximamos la inversa local de ¢ en un
punto ¢ € p~!(p) hasta un nivel suficiente como para recuperar, en un sentido preciso, la
variedad V.

Esta idea es conceptualmente simple y potente a la vez. Permite obtener propiedades de
variedades de dimension positiva a partir del estudio de una fibra 0-dimensional.

En particular obtenemos una cota para la altura de una variedad intersecciéon completa
en términos de la altura de la fibra O—dimensional de un punto no ramificado con respecto
a una proyeccién lineal (Teorema 1.3.14). Este resultado es la parte técnica central de
nuestra demostracién de la desigualdad de Bézout, y es probablemente — en cuanto a la
teoria de altura de variedades — el aporte original méas relevante de esta memoria.

Teorema de Ceros. Historia

Sea Q[z1,...,xy] el anillo de polinomios n—variados con coeficientes racionales y sea [
un ideal de Qxy,...,zy]. El célebre Teorema de la Base o Bassatz de Hilbert [71] dice
entonces que existen polinomios fi,..., fs € Qz1,...,x,] talesque I = (f1,...,fs), 0en
términos modernos, que el anillo Q[z1,...,z,] es Noetheriano.

En particular todo ideal de Qx1,...,x,] se puede codificar en forma finita. Este es enton-
ces el resultado que permite considerar cuestiones de efectividad en algebra conmutativa.

En este sentido, un problema béasico que se plantea — y tal vez el mas inmediato —
es el problema de la pertenencia: dados polinomios g, fi,..., fs € Q[x1,...,x,], decidir
si g pertenece o no al ideal generado por fi,..., fs. Estrechamente ligado a este, esta
el problema de la representacion, que consiste en encontrar efectivamente g¢i,...,gs €
Q[z1,...,x,) tales que

g:glfl+"'+gsf5 (03)
en el caso en que g € (f1,...,fs).
Notamos que una cota para los grados de g, ..., gs permite, dados g1, f1,..., fs, decidir

si la ecuacion 0.3 es soluble o no. En el caso en que lo sea, podemos entonces encontrar
efectivamente una solucion, ya que reduce el sistema original a un sistema de ecuaciones
Q-lineales. Luego el problema de la efectividad se tradujo en una primera etapa en el
problema de acotar los grados de los polinomios g1, ...,¢s-

Este problema fue resuelto por Hermann [70], quien fuera una alumna de Emmy Noether.
Sea k un cuerpo y sean g, fi,..., fs polinomios en k[zi,...,zy,]. Sea d := max; deg f;.
Hermann probé entonces que g € (f1,..., fs) siy sélo si existen gi,...,¢gs tales que

g=g1f1+ - +9sfs

con deggz’fz’Sdegg+2(1+d2+...+d2“*1)_

Durante mucho tiempo se traté de mejorar esta cota, hasta que Mayr y Meyer [101], [100]
probaron que es esencialmente 6ptima, es decir, que las cotas de grado para este problema



tienen un caricter intrinseco doblemente exponencial.

En el caso particular g =1, se tiene g € (f1,..., fs) siy s6lo si los polinomios fi,..., fs
no tienen ceros comunes en A™. Este enunciado se conoce como el teorema de ceros
de Hilbert [72], aunque probablemente fuera conocido previamente por Kronecker. Este
caso particular del problema de la pertenencia estd entonces en estrecha relacién con
el problema de la consistencia, que consiste en decidir si la variedad afin definida por

fi,---,fs es vacia o no. El teorema de ceros dice que esto pasa si y sélo si existen
polinomios ¢i,...,9s € k[z1,...,x,] que satisfacen la identidad de Bézout
=g fit - +gs/fs (0.4)

Keller y Grobner conjeturaron que en este caso la cota para los grados es simplemente
exponencial.

Esta conjetura fue resuelta por Brownawell [26], quien obtuvo la cota degg;f; < 3n2d™
para el caso char (k) = 0, y por Caniglia, Galligo y Heintz [29], quienes obtuvieron la cota
degg;fi < d"” para el caso char (k) >0.

Estos resultados fueron mejorados por Kollar [78] y por Fitchas y Galligo [47], quienes
obtuvieron en forma independiente la estimacion

deg fi g; < max{3,d}".

Esta cota es 6ptima en el caso d > 3, debido al conocido ejemplo de Mora, Lazard, Masser,
Philippon y Kollar:

d . d—1 d o d—1 d o d—1
Jri=aY, for=ma, — x5, fari=an2xy — Xy g, foni= Ty — L
En este caso es facil ver para cualquier sistema de polinomios g¢1,...,g, que verifica la

identidad 0.1 se tiene degg; > d™.

Como consecuencia de estos resultados se obtuvo que el teorema de ceros estd en la clase de
complejidad PSPACE [32], [97], [98]. Ademads, Koiran probé recientemente que el teorema
de ceros estd en la clase Ilg, si se asume la Hip6tesis de Riemann Generalizada [77]. Esto
contrasta fuertemente con el comportamiento del problema de la pertenencia en el caso

general, que — por los resultados de Mayr y Meyer — es un problema completo en la clase
EXPSPACE [101], [100].

Estas versiones efectivas del teorema de ceros tienen como consecuencia que una amplia
serie de problemas de geometria algebraica computacional tienen complejidad simplemente
exponencial: cdlculo de la dimensién y del grado de una variedad [55], pertenencia al
radical [40], descomposicién de una variedad en componentes equidimensionales [56] y
versiones algoritmicas del teorema de Quillen—Suslin [47], [46].

El teorema de ceros es un resultado bésico en geometria algebraica. Sus diferentes versiones
efectivas se aplican ademds en una variedad de situaciones: lemas de Gelfond multivaria-
dos, desigualdades de Lojasiewicz, [75], [121], consistencia sobre cuerpos primos de ca-
racteristica positiva, [62], [61], etc.. Se pueden encontrar otros resultados en los papers



[4], [12], [109], [115], [118] por nombrar sélo unas pocas referencias. Referimos ademads
a los surveys [11], [106], [128] para una introduccién mds completa a la historia de este
problema, resultados principales y cuestiones abiertas.

Teorema de Ceros. Cotas de Grado

Consideramos en primer lugar las cotas para los grados de los polinomios en el teorema
de ceros. Obtenemos distintos progresos sobre todas las cotas conocidas.

En primer lugar, consideramos el teorema de ceros efectivo en su forma cldsica. Sea
d; := deg f; vy supongamos que se tiene d; > --- > dgs. Obtenemos la cota de grado
(Teorema 2.1.10):
min{n,s}—1
deggif; <2ds [ dj.
j=1

Esta cota es particularmente interesante en el caso en que los polinomios fi,..., fs son
cuadraticos. La mejor cota previa para este caso es degg;fi < n2"t2, debida a Sabia y
Solerné [115]. Nuestra estimacién mejora esta cota a degg;f; < 2"+, que estd muy cerca
de la cota éptima esperada 2".

El comportamiento exponencial de las cotas de grado es inevitable, debido al ejemplo
de Mora-Lazard—Masser—Philippon—Kollar. Sin embargo se ha observado que hay muchas
instancias particulares en las cuales esta cota puede ser mejorada. Este hecho ha motivado
la introducciéon de nuevos parametros que permiten diferenciar familias especiales de
sistemas de ecuaciones cuyo comportamiento con respecto al problema en cuestién es
polinomial en lugar de exponencial [58], [57].

En este espiritu, introducimos entonces un parametro adicional asociado a un sistema de
ecuaciones, su grado algebraico. A grandes rasgos, este invariante mide el grado de los
ideales generados sucesivamente por fi,..., fs. Es el andlogo algebraico de la nocién de
grado geométrico de un sistema de ecuaciones introducida por Giusti et al. [57], y retomada
por Krick, Sabia y Solerné [84] y por el autor [122]. Referimos a la seccién 2.1.2 para la
definicién precisa de estas nociones.

Se han obtenido previamente distintas cotas de grado para los polinomios en el teorema
de ceros que dependen principalmente del grado geométrico (Nullstellenséitze intrinsecos)
[54], [57], [84], [122]. Mostramos aqui que vale una cota similar reemplazando el grado
geométrico del sistema de ecuaciones dado por su grado algebraico (Teorema 2.1.15). Sean
fiy.- oy fs € klx1,...,2,] polinomios sin ceros comunes en A™. Sea d := max;deg f; y
sea § el grado algebraico de este sistema de ecuaciones. Obtenemos entonces la estimacion

deg g; f; < min{n, s}%doé.
Se tiene & < d"! por el teorema de Bézout, y por lo tanto deducimos de lo anterior
deg glf’t < n2dna

es decir, recuperamos esencialmente las cotas conocidas en términos de d y n. Por otra
parte, el grado algebraico estd acotado por el grado geométrico, y por lo tanto también



recuperamos asi las cotas conocidas en términos del grado geométrico. Luego este resultado
contiene a todas las cotas de grado conocidas anteriormente.

Sin embargo, el grado algebraico puede ser mucho menor que el grado geométrico en
ciertos casos particulares, y por lo tanto también puede ser mucho menor que la cota de
Bézout d"~! (Ejemplo 2.1.1). Concluimos entonces que el resultado obtenido es mucho
mas preciso en estos casos que las cotas conocidas.

Teorema de Ceros. Cotas de Esparsitud

Luego consideramos las cotas de esparsitud en el teorema de ceros.

Para un polinomio de Laurent f = 3 ,cpm a; 2° € klx1,. .., xn,a:fl, ...,x;1], su soporte
estd definido como el conjunto {i : a; # 0}, es decir, el conjunto de todos los exponentes de
los monomios no nulos de f. Mas generalmente, el soporte de una familia de polinomios de
Laurent fq,..., fs estd definido como el conjunto de todos los exponentes de los monomios
no nulos de todos los f;.

El politopo de Newton N(fi,..., fs) estd definido como la cdpsula convexa del soporte de
fis--+y fs. Su wolumen no mezclado U(f1,..., fs) esta definido como p! veces el volumen
del politopo N(f1,...,fs), donde p denota la dimensién de este politopo.

El grado de un polinomio estd acotado por un entero no—negativo d si y sélo si su politopo
de Newton esta contenido en d- A, donde A denota el simplex standard de IR™. Asi
la nocién de politopo de Newton da una caracterizacién de la estructura monomial de
un polinomio més precisa que el grado. En particular, se pueden obtener cotas para los
grados a partir de cotas para el politopo de Newton.

El concepto de politopo de Newton fue introducido por Bernshtein [16] y Kushnirenko
[86] con el objeto de obtener versiones mas refinadas del teorema de Bézout, y estd hoy
en dia en la base de la teoria de eliminaciéon rala. Dentro de esta teoria se disenan
algoritmos que explotan la esparsitud de los polinomios involucrados, y la esparsitud se
mide usualmente en términos del politopo de Newton de estos polinomios. Este es el punto
de vista introducido por Sturmfels [125] y seguido, por ejemplo, en [33], [73], [112], [113],
[130] por nombrar s6lo unas pocas referencias.

El aspecto ralo en el teorema de ceros fue también considerado por Canny y Emiris, quienes
obtuvieron un teorema de ceros ralo efectivo, pero sélo para el caso de n+1 polinomios de
Laurent n—variados genéricos [33]. Aqui genérico se interpreta en el siguiente sentido: si
se restringe el soporte de cada f; a un conjunto fijo A; — restringiendo asi los monomios
que pueden intervenir — el conjunto de coeficientes para los cuales el teorema de ceros
de Canny—Emiris falla estd en una subvariedad de codimensién > 1 del espacio de
coeficientes. Esto se deduce facilmente del hecho de que su demostraciéon depende de
que no existan raices a distancia toérica infinita. Notamos que en el caso en que esta
hipdtesis de genericidad se verifica, el resultado de Canny—Emiris es al menos tan preciso
como cualquier resultado obtenido en esta memoria.

El problema de estimar las cotas para la esparsitud en el teorema de ceros ha permanecido
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abierto durante mucho tiempo. Obtuvimos el primer teorema de ceros ralo efectivo en
[123]. Enunciamos este resultado en dos versiones (Teoremas 2.2.1 y 2.2.3).

Teorema 2 Sean fi,...,[fs € klx1,...,2,] polinomios sin ceros comunes en A™. Sea
N el politopo de Newton de los polinomios x1,...,Tn, f1,--.,[s, y sea U el volumen no
mezclado de este politopo. Entonces existen gi,...,9s € k[x1,...,x,] tales que

1:glf1—|—+gsfs’
con N(gif:) C n"SBU-N parai=1,...,s.

Obtenemos un resultado andlogo para el caso de un sistema de polinomios de Laurent.

Teorema 3 Sean fi,..., fs € k[z1,... ,xn,a:l_l, ..., 1] polinomios de Laurent sin ceros
comunes en (E*)” Sea N el politopo de Newton de fi,...,fs, y sea U el volumen no
mezclado de este politopo. Entonces existen a € Z" y

gl,-..,0s € k[azl,...,mn,xl_l,...,xgl] tales que

l=gfi+ - +gsfs,
con a€ n*BU-N y N(gifi) C n*"BU? N —a parai=1,...,s.

Sea d := max; deg f;. Derivamos directamente del teorema 2 la cota de grado
deggif; <n"t3dU.

En el peor caso se obtiene la cota degg;fi < n"t2d"t!, ya que el volumen no mezclado
de los polinomios x1,...,Zy, f1,..., fn estd acotado por d'. Sin embargo, nuestra cota
de grado mejora considerablemente la cota usual en el caso en que el sistema polinomial
de entrada sea raloy d >n (Ejemplo 2.2.1).

La demostracién de ambos resultados es similar. El primer paso consiste en la reduccién
del sistema de ecuaciones original sobre el espacio afin o el toro a un sistema de ecuaciones
lineales sobre una variedad torica adecuada. El sistema resultante se resuelve entonces
por aplicacién de un teorema de ceros efectivo para formas lineales en un anillo graduado
Cohen-Macaulay (Lema Principal 2.1.1). Este lema se demuestra por medio de un argu-
mento combinatorio. Consiste esencialmente en un método de deformacién que permite
reducir el caso general al caso en que las ecuaciones se cortan en forma propia en el
hiperplano {z¢o = 0}. Este caso se resuelve aplicando técnicas cldsicas de eliminacién.
que es un caso mucho mas simple que el caso general.

Como consecuencia se obtiene ademas un teorema de ceros efectivo sobre anillos graduados
Cohen—Macaulay, que vale no sélo para formas lineales, sino también para elementos ho-
mogéneos de grado arbitrario (Teorema 2.1.8).

Teorema de Ceros. Cotas de Altura

Finalmente, consideramos el aspecto aritmético en el teorema de ceros, junto con algunas
de sus consecuencias para la aproximacién diofantica entre variedades de dimensién posi-
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tiva.

Sean fi,...,fs € Z[x1,...,zy,] polinomios sin ceros comunes en A™. Entonces existe un
entero a € Z — {0} y polinomios g1, ...,gs € Z[z1,...,x,] tales que
a=g1 fi+-+gsfs (05)

Tratamos entonces el problema de estimar tanto los grados de los polinomios ¢; como
sus alturas, y la altura del entero a. Estas estimaciones son importantes en aproximacion
diofantica. Se aplican a los lemas de Gelfond multivariados y al problema de la consistencia
sobre cuerpos primos de caracteristica positiva [62], [61].

Sean d, h el méaximo de los grados y de las alturas de los polinomios f;, respectivamente.
A partir de las cotas para los grados en el teorema de ceros, la ecuacién 0.5 puede traducirse
en un sistema de ecuaciones Q-lineales. De esta forma se obtiene una cota del tipo d"’h
para la altura de los polinomios g; y del entero a, por aplicacién de la regla de Cramer.

Se conjeturd, sin embargo, que estas estimaciones podian ser esencialmente mejoradas.
Este problema fue considerado primeramente por Berenstein e Yger [13], quienes obtuvie-
ron

deg g; < d°", h(a), h(gi) < k(n)d®"*h,

donde ¢ es una constante universal y x(n) sélo depende de n. Su demostracién esta
fuertemente basada en técnicas de analisis complejo.

Un poco més tarde, Krick y Pardo [82], [83] obtuvieron las estimaciones
degg; < d™", h(a), h(gi) < d"h,

donde c;, c2 son constantes universales. De hecho, se pueden tomar c¢1,co < 35 [107]. Su
demostracién es completamente algebraica y se basa en técnicas de dualidad en algebras
de Gorenstein.

Posteriormente, Berenstein e Yger [15] mejoraron ligeramente estas cotas de altura y las
extendieron al caso més general de un anillo diofdntico [15]. Sin embargo, cabe senalar que
la posibilidad de esta extensién ya era evidente a partir de los argumentos de Krick—Pardo.

Recientemente hemos obtenido, en colaboracion con Héagele, Morais y Pardo, el analogo

aritmético de los Nullstellensétze intrinsecos [62]. Este resultado estd contenido en la tesis
de Hégele [61].

El problema que nos proponemos consiste en estimar la altura de los polinomios en el
teorema de ceros sobre una variedad. La situacién es analoga a la del teorema 2.1.8, aunque
ahora nos restringimos a una situaciéon menos general ain que la de un anillo Cohen—
Macaulay. Obtenemos el siguiente resultado para el caso de una variedad interseccién
completa (Teorema 2.3.2):

Teorema 4 Sea F :={F,11,...,F,} C Zxy,...,z,] una interseccion completa reducida
que define una variedad V :=V(F) C IA™ de dimension r y grado 6 .

Sean fi,...,fs € Zlx1,...,x,] polinomios sin ceros comunes en V. Sean d := max; deg f;
y h:=max; h(f;), y sean D > d,degF y H > h,h(F).
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Entonces existen a € ZL — {0} y g1,...,9s € Zlx1,...,x,] tales que
6271?1+"‘+§5?5 GQ[V]
con degg; <5n?Dd?" 6% y h(a), h(gi) < cD*(d" §)2(H + h(V)+d"9).

La constante ¢ en este enunciado depende polinomialmente de 7.

Obtenemos cotas similares para el caso en que Z se reemplaza por el anillo de polinomios
Elti,...,tm] (Teorema 2.3.2). Reobtenemos de esta manera el teorema de ceros paramé-
trico de Smietanski [120].

La demostracion de este resultado se basa esencialmente en la teoria de dualidad para
algebras de Gorenstein y sigue las lineas de la demostracién de Krick—Pardo [83]. Esta
técnica ya fue empleada previamente en el contexto de los teoremas de ceros efectivos,
por ejemplo, por [48], [115]. En nuestro caso, la desigualdad de Bézout aritmética cumple
con respecto a las cotas de altura, el rol que cumple la desigualdad de Bézout cléasica con
respecto a las cotas para los grados.

La nocién de altura de una variedad esta en estrecha relacién con sus aspectos métricos.
Por ejemplo, si V' C A"(C) es una Q-variedad de dimensién 0, entonces

log [[V]] := log(max ||¢[[) < h(V)) + log(n + 1) deg V

es decir, la altura acota la distancia de V' al origen.

En este sentido, consideramos el siguiente problema: sean V,W C A" Q-variedades tales
que VNW = (). Tratamos entonces el problema de acotar inferiormente la distancia entre
VyW.

Para V', W C A" variedades y o € R>(, definimos la funcién distancia como

disto (V, W) :=inf{||p —q|| : p € V, ¢ € W, log]|p||, log|lq|| < a}.

El siguiente resultado es una consecuencia directa de nuestro teorema de ceros sobre
variedades interseccion completa:

Sean V,W C A™(C) Q-variedades tales que VNW = (. Sean r,s la dimensién de V
y de W respectivamente. Sea J el grado de V. Asumimos que V' y W son variedades
interseccién completa reducida de polinomios f := {fi,..., fu—r},9 := {91, -, gn-s} C
klx1,...,xy,] respectivamente. Sean d :=degf, h:=m(f), D:=degg y H :=m(g).
Entonces

log(dist, (V, W)) > —c(n) d® D2™262(h + H + h(V) + D" § + log a)

para o > 0.

Casos particulares de este problema fueron considerados previamente por Giusti et al.
[54].

Este resultado nos permite obtener la siguiente estimacién para el caso general (Corolario
2.3.6). Sean V,W C A" variedades equidimensionales tales que v N W = (). Sean r, s
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la dimension de V' y de W respectivamente, y a sumimos que 7+ s > n + 1. Se tiene
entonces

log(distq (V, W) > —c(n)(deg V)1?* (deg W)2" (h(V) 4+ h(W) — log a).

Estos resultados parecen estar lejos atin de las cotas optimas, y constituyen sélo un primer
paso hacia la solucién de este problema. FEn la seccién 2.3.3 formulamos una conjetura para
el caso general del teorema de ceros aritmético sobre variedades. Esta conjetura implica
cotas inferiores optimales para la aproximacién entre variedades de dimensién positiva.
Resultados recientes de Kollar [79] muestran la validez de las cotas de grado propuestas y
dan asi sustento a nuestra conjetura.

Funcion de Hilbert. Cotas

Sea k un cuerpo. Para un ideal homogéneo I de k[zg,...,x,] denotamos por h; su
funcion de Hilbert, es decir

hy: 72 — 7L, m — dim(k[zg, ..., zn]/T)m.

Sea p; € Q[t] su polinomio de Hilbert, de forma tal que se tiene hj(m) = p;(m) para
valores grades de m.

Sea 7 la dimensién de . Luego p;r es un polinomio de grado r—1 y su coeficiente principal
es igual a degI/(r — 1)!. Luego la funcién de Hilbert h; se comporta asintéticamente
como

hr ~ (degI/(r —1))m" L.

Existen, sin embargo, situaciones en donde es importante disponer de estimaciones de
hr(m) para valores pequenos de m.

Consideramos entonces el problema de estimar globalmente a hy. Kste problema fue
primeramente considerado por Nesterenko [104], quien prob6 que para un ideal primo
homogéneo P de k[zg,...,z,] de dimensién r > 1 se tiene

(") = (TREPT) < hp(m) < deg P (4m)" L

T

Msis tarde, Chardin [35] simplificé la demostracién de Nesterenko y mejor6 su cota supe-
rior. Obtuvo la estimacion

hi(m) < degI (")
para el caso de un cuerpo k perfecto y un ideal radical equidimensional homogéneo I de

klxo,...,zy] de dimensién r > 1.

En esta direccién, obtenemos una cota inferior para la funcién de Hilbert de un ideal
polinomial homogéneo arbitrario de dimensién r > 1 (Teorema 3.1.2):
h[(m) > (m-i-r) _ (m—dﬁg[—i—r‘).

r
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Esta cota es 6ptima en términos de la dimensién y el grado del ideal 1. Obtenemos ademas
una cota superior para la funcién de Hilbert de la interseccion — en el nivel de ideales —
de un ideal I C Ek[xg,...,z,] homogéneo radical y equidimensional de dimensién r > 2
con un polinomio f € k[xo,...,x,] (Teorema 3.2.8). Se tiene

hr.p(m) < 3 deg f-deg (™}757)

para m > 5r degl +deg f.

El estudio del comportamiento global de la funcién del Hilbert de ideales homogéneos esta
relacionado con diversas cuestiones de dlgebra conmutativa efectiva, en relacién con la
interpolacién algebraica [36] y con modificaciones del algoritmo de Buchberger [129], [28].
Se aplica ademas en teoria de ntimeros trascendentes, en el contexto de los lemas de ceros

[17].
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Capitulo 1

Altura de Variedades Afines

La nocion de altura estd en la base de toda aplicacion de métodos geométricos en teoria de
numeros. En este capitulo introducimos la nocién de altura de una variedad de dimensién
positiva. Estudiamos sus propiedades bésicas, sobre todo su comportamiento con respecto
a morfismos lineales y a intersecciones.

En la seccién 1.1 introducimos la nocién de cuerpo k con férmula del producto. Este
concepto nos permite tratar de manera unificada los casos de un cuerpo de ntimeros y de
un cuerpo de funciones. Luego definimos la altura de un polinomio en base a su altura
local en cada primo de k.

En la seccién 1.2 introducimos la nocién de altura de una variedad como la altura global
de su forma de Chow. Asimismo describimos su comportamiento con respecto a morfismos
lineales y a intersecciones con hiperplanos.

La seccién 1.3 constituye la parte central de este capitulo. Estd fundamentalmente dedi-
cada al estudio de la relacién entre altura de una variedad y la altura de una fibra con
respecto a una proyeccion finita (Teorema 1.3.14 y Proposicién 1.3.9).

Finalmente, en la seccién 1.4 obtenemos la desigualdad de Bézout aritmética (Teorema
1.4.4) y estimamos la altura de la inversa de un morfismo birracional.

1.1 Altura de Polinomios

Esta seccion es esencialmente preliminar. Tiene como propdsito introducir las nociones
bésicas de teoria de niimeros que vamos a necesitar en las secciones siguientes y de fijar la
notacion. Todo el material incluido es perfectamente clasico. Nuestra presentacion sigue
los libros de Lang [90] y [88], el libro de Artin [6] y el trabajo de Philippon [108].

Introducimos la nocién de cuerpo con féormula del producto, junto con los principales
ejemplos que vamos a considerar, los cuerpos de ntumeros y los cuerpos de funciones
racionales de variedades.

Luego introducimos la altura local de un polinomio, definiéndola en el caso arquimediano
en base a la medida de Mahler. A partir de esta nocién introducimos distintas definiciones
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de altura para un polinomio.

1.1.1 Valores Absolutos

Sea k un cuerpo. Un wvalor absoluto v sobre k es una funcién real z — |z| = |z|, que
satisface las siguientes propiedades:

1. Se tiene |z| >0,y |z| =0 siy sélosi x =0.
2. |x-y|=|z|-|y| para todo x,y € k.

3. |z +y| <zl + |yl

En el caso en que v satisface en lugar de 3 la condicién més fuerte |z +y| < max{|z|, |y|}
se dice que es no-arquimediano. Si char (k) =p > 0 se tiene |z + y| = |(z +y)P" [V?" —
max{|z|, |y|}, es decir que |-| es no—arquimediano.

El valor absoluto definido como |z| =1 para todo x # 0 se llama trivial.

Un valor absoluto define una métrica, y por lo tanto una topologia. Dos valores absolutos
se dicen dependientes si definen la misma topologia, y se dicen independientes en caso
contrario.

Sea k un cuerpo con un valor absoluto no trivial v. Denotamos por k, la completacion
de k con respecto a v. El cuerpo k es denso en k, , e induce un valor absoluto en k, que
extiende al valor absoluto de k& y que también denotamos por v. El cuerpo k, es tnico
con esta condicién, salvo isomorfismo.

Sea k un cuerpo con un valor absoluto arquimediano v. Luego se tiene char (k) = 0. La
restriccién de v a @ es entonces dependiente del valor absoluto ordinario [6, Seccién 1.5].
Por lo tanto la completaciéon k, es el cuerpo de los nimeros reales o el de los ntimeros
complejos, v v es el valor absoluto ordinario. Esta es una consecuencia del teorema de
Gelfand-Mazur [89, Seccién XII.2].

Supongamos ahora que k es completo con respecto a un valor absoluto v. Sea E una
extension algebraica de k. Entonces v tiene una tinica extension a E. Sea o € FE y sea
n = [k(a) : k] . Entonces se tiene

laf = NS ()7,

donde N,f(a)(a) denota la norma de a € k(a) sobre k. Si ademads la extensiéon E es
finita entonces E es completo cos respecto a este valor absoluto.

Sea ahora k un cuerpo con un valor absoluto no trivial v. Vamos a describir cémo se
prolonga este valor absoluto a extensiones finitas de k.

Sea k, la completacion de k. Luego v se extiende en forma tnica a k,, y por lo tanto
también se extiende en forma tnica a su clausura algebraica k., .
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Sea E una extensién finita de k y sea o : E — k, una k-inmersién de F en k,. Luego
o induce un valor absoluto w sobre E que extiende a v. Sea E,, la completacion de E.
Luego se tiene E, = FE - k.

Toda extensién de v a E estda dada por una k—inmersiéon de E en k,. Dos k—inmersiones
o,7: F — k, dan lugar al mismo valor absoluto sobre F si y sélo si son conjugadas sobre
k.. En el caso en que E es puramente inseparable existe una tnica extensién de v a E.

Sea w una extensién de v a E. Notamos esto por w|v. Luego se define el grado local de
FE sobre k en w como
Ny = [Ey : kyl.

En el caso en que E es finita y separable se tiene

an:[E:k]

wlv

y se tiene ademds NF(a) = [T N,ﬁw (a) . Luego

an log |alw = log NE (o)

wlv

para a € B*.

Ahora vamos a considerar familias de valores absolutos sobre un cuerpo. Un conjunto Mj,
de valores absolutos sobre & se dice propio si todos sus valores absolutos son no triviales,
independientes entre si y si, dado x € k*, entonces |z|, = 1 para casi todo v € M}, . Esta
definicién extiende ligeramente la definicién de Lang [90, Seccién 2.1].

En particular, si My es propio, contiene entonces a lo sumo un numero finito de valores
absolutos arquimedianos. El conjunto de valores arquimedianos en M} se denota por Sy
y se llama el conjunto de wvalores absolutos en el infinito.

Sea M), un conjunto propio de valores absolutos sobre k. Para cada v € M}, sea A, un
namero real positivo. Se dice que M}, satisface la férmula del producto con multiplicidades
Ay si para todo o € k* se tiene

H \a\ﬁ” =1.

veEMj,

Por hipétesis existe a lo sumo un ndmero finito de factores en este producto que no son
iguales a 1, y por lo tanto esta bien definido. Equivalentemente se tiene

Z Ay loglal, =0
vE M}

en notaciéon aditiva. En este caso se dice que k es un cuerpo con féormula del producto o
un F P —cuerpo. Se dice que M, satisface la formula del producto si A, = 1 para todo v.

Sea k un cuerpo con un conjunto propio M} de valores absolutos que satisface la férmula
del producto con multiplicidades A,. Sea FE una extensién finita de k y sea Mg el
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conjunto de valores absolutos sobre E que extienden a los valores absolutos de M .
Luego Mg es también un conjunto propio de valores absolutos.

Queremos ver que Mg satisface ademas la férmula del producto con multiplicidades fi, .
Sea H C FE una subextensién separable maximal de k. Se tiene entonces la torre de
extensiones kK C H C F, donde k C H es separable y H C E es puramente inseparable.
Sean n:=[E : kls =[H : k] y p" := [E : k]; := [E : H] el grado de separabilidad y el
grado de inseparabilidad de E sobre k, respectivamente.

Sea v un valor absoluto en M} y sea w una extensién de v a E. Luego k, C H, es
separable y H,, C E,, es puramente inseparable. Sea n,, := [E\, : ky|s = [Hy : k] . Este
entero coincide con el grado local de F sobre k£ en w en el caso en que E es separable.
Se tiene

log INF ()| = log NS (0 )|y =p" > nuwlog|aly

weEMEp:w|v
ya que hay una correspondencia univoca entre Mg y Mg . Luego

Z Z)\vpr ny loglaly = Z Av log‘Nsz(a”v =0
vEM}, wlv vE My,

para « € E*, por la formula del producto en M. Luego Mg satisface la féormula del
producto con multiplicidades

L = MN[Ey ¢ kyls/[E ¢ kls.

Sea k C F C F una torre de extensiones. Sean v € My, w € Mg y z € Mg valores
absolutos tales que zlw y wlv. Sean A,, iy y v, las multiplicidades de v, w y z
respectivamente. Luego se verifica v, = A, - uy, por la multiplicatividad del grado de
separabilidad.

Sea k un F'P-—cuerpo y sea E una extensién finita de k. En adelante vamos a asumir
que las multiplicidades de My y de Mg estdn normalizadas de forma tal que se verifica

ZUESk )\'U = ]‘ y Zw‘y :U"w == )\’U .

1.1.2 Cuerpos de Numeros

El ejemplo clasico de un cuerpo con férmula del producto es el de los nimeros racionales
Q. Consideramos a Mg como el conjunto propio de valores absolutos formado por el valor
absoluto ordinario y los valores absolutos p—adicos.

El valor absoluto p ~ddico |- |, se define para cada primo p € Z por la férmula
|p7’m/n‘p = 1/pT7

donde r es un entero y m,n son enteros no nulos no divisibles por p.

Todo valor absoluto sobre Q es dependiente de alguno de estos valores absolutos (Teorema
de Ostrowski) [6, Seccién 1.5].
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Si ¢ es un primo de 7 entonces

1, si p#aq,
‘q’p = .
1/q, si p=gq,

’(Z|oo = q.

Luego Mg satisface la férmula del producto. Este argumento lo muestra para primos de
7Z vy el caso general se sigue por multiplicatividad.

Para un cuerpo de ntmeros k, el conjunto M} de valores absolutos que extienden a los
valores absolutos de Mg se llama el conjunto candnico. Luego M, satisface la féormula
del producto con multiplicidades A, := [k, : Qp], para un valor absoluto v € M} que
extiende al valor absoluto p—ddico |- |p.

1.1.3 Cuerpos de Funciones

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Sea V' C IP™ una variedad proyectiva irre-
ducible y sea k(V') su cuerpo de funciones racionales. Asumimos que V' es no-singular
en codimension 1, es decir que toda subvariedad de codimension 1 contiene al menos un
punto simple de V. Este es el caso, por ejemplo, si V' es no-singular, o mas generalmente
si es normal.

Sea W C V una subvariedad irreducible de codimensiéon 1. Es un hecho bésico de
geometria algebraica que el anillo local Oy de W en k(V) es entonces un anillo de
valuacién discreta [7, Proposicién 9.2]. Para f € k(V)* notamos por ordy el orden de f
en W, es decir, su orden en el anillo local Oy .

Asociamos a la hipersuperficie W un valor absoluto no—arquimediano |- |y definido como

|f|W — e—orde-degW

para f # 0y |0|lw := 0, donde deg W denota el grado de W', es decir, el nimero de puntos
de la intersecciéon de W con una variedad lineal genérica de dimensiéon complementaria.
Referimos a la subseccién 1.2.1 para una discusién méas amplia de esta nocién.

Sea entonces K := k(V) y sea Mg el conjunto de estos valores absolutos. Es un hecho
elemental que este conjunto es un conjunto propio de valores absolutos, y satisface la
formula del producto, gracias a la relaciéon

> ordy f - degW =0
w

Para una demostracién de este resultado referimos al libro de Hartshorne [64, I1.6.4].

Esta formula del producto se puede escribir también como

H\f|w=1
W
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ya que hay una biyeccion entre hipersuperficies irreducibles de V' y valores absolutos en
My .

Entendemos por un cuerpo de funciones K sobre un cuerpo de constantes & — no
necesariamente algebraicamente cerrado — al cuerpo de funciones racionales K := k(V)
de una variedad irreducible V' C IP" definida sobre k y no—singular en codimensién 1.

Determinamos ahora el conjunto de valores propios de K junto con sus multiplicidades.
Toda hipersuperficie irreducible W de V induce un valor absoluto |- |y sobre k(V) y
por lo tanto induce un valor absoluto sobre k(V) por restriccién. Dos hipersuperficies
irreducibles Wy, Wo C V' definen el mismo valor absoluto sobre k(V) si y sélo si son
conjugadas sobre k.

Luego tomamos a Mg como el conjunto de valores absolutos |- |y, donde W recorre un
sistema de representantes de las clases de conjugacion de hipersuperficies irreducibles de
V. Por lo anterior, este es un conjunto propio de valores absolutos sobre K, y satisface
la formula de producto con multiplicidades Ay, donde Ay es el orden de la clase de
conjugacién de W . Notamos que en este caso todos los valores absolutos en My son
no—arquimedianos.

1.1.4 Alturas Locales

Sea k un F'P—cuerpo, M} un conjunto propio de valores absolutos que satisface la formula
del producto con multiplicidades A, , y sea S el conjunto de valores absolutos arquime-
dianos en M}, . Para cada valor absoluto v € M} denotamos por k, la completacion de
k con respecto a v y por o, la inmersién canénica de k en k, .

Sea P un polinomio en k[z1,...,z,|. Definimos la altura local o medida de Mahler local
M,(P) de P en v de la siguiente forma:

1. Siv &Sk, My(P) esel maximo de los valores absolutos de los coeficientes de o, (P) .

2. Si v € Sg se tiene k, =R 6 k, = C. Luego M,(P) es la medida de Mahler de
ou(P), que se define como

M(P) = M(ou(P) = oxpl [+ [ oglou(P)E ™, ) iy i)

para P # 0 y M,(0) := 0. La funcién log |o,(P)| es integrable [114] y por lo tanto
M,(P) =0 siysolosi P=0.

Alternativamente vamos a usar la medida de Mahler logaritmica, es decir m,(P) :=
log M, (P).

La medida de Mahler fue introducida por Lehmer [93] para el caso de un polinomio
univariado P = a4 [, (x — ;) € C[z] bajo la forma

d
M(P) := |aq] H max{1, |a;|}.
i=1
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La igualdad entre las dos expresiones de M (P) se deduce de la férmula de Jensen. El
caso general fue introducido y estudiado por Mahler [95].

La propiedad fundamental de estas alturas locales es su multiplicatividad. Se tiene
MU(P : Q) = MU(P) ’ MU(Q)

para P,Q € k[xi,...,x,]. En el caso arquimediano esto se sigue directamente de la
definicion de la medida de Mahler, mientras que en el caso no—arquimediano se sigue del
lema de Gauss.

Consideramos también la altura local absoluta de P, que definimos como m,(P) =
max{0, m,(P)} para P € k[z1,...,2y].

Sea A C k un conjunto finito. Luego definimos su wvalor absoluto o altura ordinaria
como H,(A) := |A|, = maxsea{lals} , es decir, el maximo de los valores absolutos de
los elementos de A. Asimismo consideramos su altura (ordinaria) logaritmica h,(A) =
log H,(A) y su altura (ordinaria) logaritmica absoluta h,(A) := max{0, h,(A)}.

Introducimos ademas otra medida para polinomios complejos, su longitud, que se define
como
L(P) := Z |a;]
i

para P = Y, a; 2" € Clwy,...,x,], y la longitud logaritmica I1(P) := log L(P). Estas
nociones estan relacionadas [108], por las estimaciones

M(P) < L(P) < (n+1)% "M (P).

Se tiene L(P 4+ Q) < L(P)+ L(Q) y por lo tanto

M,(P+Q) < M,(P)(n+1)%e? + M, (Q)(n+ 1)@, v e S,
My(P+ Q) < max{M,(P), M,(Q)}, v & Sy.

Andlogamente, se tiene la estimacion

(P Py) < Z I(P;) +log(n +1) Z deg P;.

Por otra parte, se tiene ademas, la relacion siguiente entre la medida de Mahler y la altura
ordinaria

my(P) —deg P —n < hy(P) < my(P)+log(n+1)degP, v € Sy,
hy(P) = my(P), v & Sk.

El siguiente lema técnico nos permite controlar el comportamiento de la altura local con
respecto a la composicién.
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Lema 1.1.1 Sean f € k[t1,...,tm] ¥ 91,---,9m € k[x1,...,2,]. Sean degg := max; deg g;
y My(g) := max; my,(g;). Sea F € k[x1,...,x,] el polinomio dado por la composicion de
f con gi,...,9m, es decir

F:=f(g1,--,9m)-

Entonces

my(F) < my(f)+deg f-my(g) +deg f(log(m + 1) +degg log(n + 1)), v € S,
mv(F) < mv(f) —I—degf'mv(g), v & Sk.

Demostracion. Sean d := degf y D := degg. Sean i := (i1,...,0y,) € N y g =
(915 ---,9m). Consideramos en primer lugar el caso v € Sj.

Se tiene m,(g") < |i| - My(g). Luego I(g") < dmy(g) +d Dlog(n + 1) para |i| < d y por

lo tanto
my(F)

IN

I(F) <I(f)+dmy(g) + dDlog(n+1)
my(f) + dlog(m + 1) + dm,(g) + d Dlog(n + 1).

A

El caso v &€ Si se sigue en forma parecida.

O
En particular, sea f := det(t;;) € k[(tij)i;] el determinante de la m x m-—matriz (t;;)i; v
sean g;; € klx1,...,2,]|. Luego

my(F) mimy,(g) + m(deg g log(n + 1) + 3log(m + 1)), v € Sk,
mv(F) < mmv(g)a v ¢ Sk?

IA

ya que my(f) <I(f) < mlogm para v € S, y my(f) =0 para v & Sk.

1.1.5 Alturas Globales

Sea k un F'P—cuerpo con un conjunto propio de valores absolutos Mj que satisface la
férmula del producto con multiplicidades A, .

Sea P un polinomio en k[xi,...,z,]. Se define la altura invariante o medida de Mahler
invariante de P como

m(P) := > Ay my(P)
para P # 0 y m(0) := 0. Esta nocién fue introducida por Philippon para el caso de un

cuerpo de numeros [108, Definicién 1.1.1].

Esta nocién puede extenderse a una extensiéon finita E de k. Sea Mg el conjunto de
los valores absolutos sobre E que extienden a los valores absolutos en M} . Sean u,, las
multiplicidades de Mg . Asumimos que estas multiplicidades estdn normalizadas de forma

tal que vale
Z Ly = Ay

wlv
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Luego definimos en forma analoga m(P) := ", tw myw(P) para P € E[zy,...,x,]—{0}.
Esta ultima expresion no depende del cuerpo de E', gracias a la normalizacién impuesta
sobre las multiplicidades p,, . Esto permite prolongar la funcién m al anillo de polinomios
klz1,...,2,], y de esta forma nos podemos independizar del cuerpo de definicién de los
objetos — variedades y polinomios — con los que trabajamos.

Andlogamente definimos la altura absoluta de P como mi(P) := > A\, Ty (P).

Se tiene m(AP) = m(P) para A € k* por la férmula del producto. Esta propiedad es la
que justifica el nombre de invariante para la altura m. Esta nocién de altura satisface
ademas

m(P - Q) =m(P)+m(Q)

para P,Q # 0, por la multiplicatividad de las alturas locales. Otra propiedad importante
de m es su positividad, es decir m(P) > 0 [108, Proposicién 1.12].

Se tiene m(P) < m(P) para todo P,y ademés existe A\ € k* tal que m(P) = m(AP)
[108].

Estas propiedades hacen conveniente el uso de la altura invariante como medida de un
polinomio. Para el caso de un conjunto finito A C k introducimos su altura de Weil
(invariante), que se define como h(A) := > A\, hy(A). Andlogamente introducimos la
altura de Weil (absoluta) de A como h(A) := > A\, hy(A). Vamos a utilizar estas
nociones, por ejemplo, para el caso de una familia finita de polinomios o de funciones
racionales.

Estas nociones estan relacionadas por
m(P) —degP —n h(P) < m(P) + log(n + 1) deg P,
m(P) —degP —n < h(P)<m(P)+log(n+1)degP.

IN

Una propiedad importante de las alturas absolutas es que acotan a las alturas locales, es
decir B
my(P) <m(P), hy(A) < h(A),

para todo v € M.

Sean f € kl[t1,...,tm] ¥ 91,---,9m € k[z1,...,2]. Sea F := f(g1,...,9m). Del lema
1.1.1 obtenemos

m(F) <m(f)+deg f-m(g) + deg f(log(m + 1) 4+ deg g log(n + 1)).

En lo que sigue vamos a necesitar algunos lemas técnicos. La siguiente es una estimacién
para la altura de la raiz de un polinomio univariado.

Lema 1.1.2 Sea p € k[t] un polinomio de grado d, y sea &€ € k una raiz de p. Entonces

h(¢) < h(p) + logd.
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Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que p es moénico. Sea p =
4+ aqg—1 el ag € kz[t] y sea q := —aqg—1 [ ag . Luego

¢ = —(ag_1 €7+ +ag) = q(§)

Consideramos primeramente el caso v € Sj,. Luego |€|? < max{1,|¢]}¥ ' L(q) y por lo
tanto

(&) < hy(q) + logd
En el caso v € S se tiene hy (&) < hy(q) y por lo tanto

h(€) < h(q) +logd = h(p) + logd

ya que hy(q) = hy(p) para todo v. O

Para un polinomio P € k[t1,...,tn][z1,...,2,] se define por deg®) Py por deg® P el
grado de P en las variables t1,...,t, v 1,...,T, respectivamente.

El siguiente resultado muestra que existen puntos de baja altura que no anulan un poli-
nomio dado.

Lema 1.1.3 Sea P € klt1,...,tn][z1,...,20] un polinomio no nulo de grado d en las
variables t1,...,tm . Entonces existe £ € k™ tal que P(,z) #0 y h(§) <d.

Demostracion. Este resultado se sigue facilmente tomando £ € Z™ en el caso char (k) =0
y € FZ en el caso char (k) =p > 0. Aqui FZ denota la clausura algebraica del cuerpo
primo IFj. O

Supongamos que k es el cuerpo de fracciones de un anillo factorial A. Este es el caso, por
ejemplo, si k es el cuerpo Q de los niimeros racionales o el cuerpo de funciones racionales

n—variadas ko(t1,...,%,) sobre un cuerpo de constantes ky dado. Sea M4 el conjunto
de valores absolutos no—arquimedianos en M} asociados a los elementos irreducibles de
A, ysea Sy := My — My. Sea P € Alzy,...,x,] un polinomio primitivo, es decir, tal

que sus coeficientes no tienen factores comunes. Luego |P|, = 1 para todo v € M4 y por
lo tanto

m(P) = > Aymy(P).

vES A
En el caso A :=7 el conjunto S4 consiste sélo en el valor absoluto ordinario. Luego
m(P) = log M (P)

para un polinomio primitivo P € Z[z1,...,x,]. Andlogamente h(A) = log|A| =
maxXge 4 |a| para un conjunto primitivo A4 C 7Z.

En el caso A := k[t1,...,t,] el conjunto S4 consiste en el valor absoluto que corresponde
al hiperplano del infinito {tp =0} C IP™. Luego

m(P) = h(P) = deg® P

para un polinomio primitivo P € k[t1,...,tm][z1,...,Zn].
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1.2 Altura de Variedades

Esta Seccién estd dedicada a la definicién de altura de variedades afines y a la derivacion
de sus propiedades mas inmediatas.

En una primera parte nos dedicamos a los preliminares de cardcter geométrico—algebraico.
Introducimos la nocién de grado de una variedad junto con sus propiedades bésicas. Luego
introducimos la forma de Chow de una variedad afin. Esta nocién nos permite definir la
altura de una variedad como la altura de su forma de Chow.

1.2.1 Grado

En primer lugar introducimos la definicién de grado de una variedad afin irreducible y
luego la extendemos al caso general. Adoptamos el punto de vista de Heintz [67].

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y sea V C JA™ una variedad irreducible de
dimensién r. Consideramos el morfismo ¢ : A™ x V. — JA™ x A". Identificamos a
IA™ con la variedad de las r x n—matrices con coeficientes en k y definimos ¢(G,x) :=
(G,Gz) para G € A™ y x € V. La fibra ¢~ 1(G,b) de un elemento (G,b) € A™ x A"
corresponde a la interseccién de V' con los r hiperplanos afines definidos por (G, b).

La aplicacién ¢ es dominante y la extension k(A™ x A") — k(A™ x V) es finita y
separable [67]. Se tiene ademés

#071(G,b) < W™ x V) : K(A™ x A7)
para todo (G,b) € A™ x A" con fibra finita, y vale la igualdad para (G, b) en un abierto
de A™ x A" [67].

Sea V' C JA™ una variedad irreducible de dimensién r. Luego el grado de V se define
como

degV: = [E(A™ xV):E(A™ x A")]
= sup{#VNH N---NH,: Hy,...,H hiperplanos afines de A"
tales que VN H; N---N H, es finita }.

Sea V C JA™ una variedad y sea V = U; V; su descomposicién en componentes irreduci-
bles. Entonces se define el grado de V' como

degV :=> degVi.

El grado es siempre un entero positivo, y se tiene degV =1 si y sélo si V' es una variedad
lineal.

El grado de una hipersuperficie es igual al grado de cualquier generador de su ideal de
definicion. El grado de una variedad finita es igual a su cardinal.
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Para un morfismo lineal ¢ : A™ — A™ y una variedad V' C A" se tiene degp(V) <
degV'.

El aspecto bésico del grado es su comportamiento con respecto a intersecciones. La nocién
de grado introducida verifica la desigualdad de Bézout [67]. Se tiene

degVNW <degV -degW

para V., W C JA™ sin restricciones sobre el tipo de interseccion de V' y W . Con respecto
al producto se tiene degV x W =degV - degW .

Sea V' C JA™ una variedad de dimensién r y sean fi,...,fs € k[x1,...,2,]. Sea d; :=
deg f; y supongamos que vale d; > --- > ds. Como consecuencia de la desigualdad de
Bézout se tiene

deg(V AV (f1,...,fs)) < degV H d;.
=1

Otra consecuencia de la desigualdad de Bézout es la siguiente estimacién para la imagen
de una variedad por una aplicacién racional. Es una variante de [68, Lema 1] y [115,
Proposicién 1].

Lema 1.2.1 Sea ¢ : A" — A™ un morfismo racional y sea V. C IA"™ una variedad de
dimension r. Sean f;,g; € k[x1,...,2,] polinomios tales que o = (f1/91,--- fm/9m) -
Sea d; := max{deg f;,deg g; + 1} y supongamos que vale dy > --- > d,, . Entonces

degp(V) < degV [] d:-
=1

Demostracion. Sea Gr(p) el grafico de ¢. Asumimos sin pérdida de generalidad que f;
y ¢; no tienen factores comunes. Luego

Gr(p) =VnV(giyi — fi,-- - gmYm — fm) € A" x A™

y por lo tanto

deg Gr(p) < degV H d;
i=1

donde s := dimp(V). Sea 7 : A™ x A™ — IA™ la proyeccién (z,y) — y. Luego

o(V) = w(Gr(p)) y por lo tanto degp(V) < degGr(¢), de donde se deduce la cota
anunciada. O

Se obtiene ademds una cota para los grados de los polinomios que definen la inversa de un
morfismo birracional de una variedad en un espacio afin.

Sea ¢ € k(x1,...,x,) una funcién racional, y sean f , g € k[z1,...,x,] polinomios sin
factores comunes tales que ¢ = f/g. Luego definimos el grado de ¢ como

deg g := max{deg f,degg}.
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Lema 1.2.2 Sea V C A"™ wuna variedad y sea ¢ : V. — A" un morfismo birracional.
Sea 1 = o7t = (Y1,...,%n) la inversa de ¢, con ; € k(yi,...,yr). Sean fi,g;i €
klz1,...,zy] polinomios tales que ¢ = (f1/g1,.-., fr/gr). Sea d; := max{deg f;,deg g; +
1} y supongamos que vale dy > -+ > d,, . Entonces

degp; < degV [] di-
=1

Demostracién. Sea p;, q; € kly1,...,y,] polinomios sin factores comunes tales que ; =
pi/qi - Se tiene entonces

Gr(w):{qlxl_pla”w%zxn_pn}QATXIATL

y por lo tanto V(g; z;—p;) = mi(Gr(¢))) donde 7; : A" x A™ — IA"*! denota la proyeccién
(y’ QZ‘) = (yv xz) : Luego

deg ) < deg(q; x; — p;) < deg Gr(yp) < degV' H d;

i=1

ya que el polinomio g; x; — p; es irreducible y el grafico de ¥ coincide con el de . O

Esta nocién de grado se extiende también al caso de una variedad proyectiva. Sea V C IP"
una variedad irreducible. El grado degV de la variedad V' se define como la cantidad de
puntos en la interseccién de V' con una variedad lineal de dimensién complementaria, y
se extiende igual que antes al caso de una variedad reducible. El grado de una variedad
affn V' C A" coincide entonces con el grado de su clausura proyectiva V C IP™.

Existen distintas definiciones alternativas del grado de una variedad proyectiva. Una de
las més usuales es a través de la funcién de Hilbert, y permite extender la nocién de grado
al contexto de ideales. Introducimos ahora la nocién de funcién de Hilbert. En el capitulo
3 hacemos un estudio de esta nocién desde el punto de vista cuantitativo.

Sea S al anillo de polinomios k[zg,...,z,|. Dado un S-médulo graduado M y un entero
m € ., denotamos por M, la parte homogénea de M de grado m.

Sea I un ideal homogéneo de k[zo,...,x,]|. La funcidn de Hilbert o funcidén caracteristica
del ideal I se define como

hy: 72 — 7, m — dimg(k[zo, ..., Tn)/I)m.-

Sea r+1:=dim/ > 0. Luego existe un polinomio p; = a,t" + - + ag € Q[t] de grado r
y mg € 7 tales que

hr(m) = pr(m) m > mg.

El polinomio p; es el polinomio de Hilbert del ideal I. Entonces el grado del ideal I se
define entonces como
degl :=7r! a,.
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Sea V C IP™ una variedad irreducible de dimensién r. Sea k[V] su anillo de coordenadas
homogéneas, es decir
E[V] = k[zo,...,zn|/L(V)

donde I(V) C k[zg,...,z,] denota el ideal de definiciéon de V. Sea k[V], su parte
graduada de grado m. Sea entonces

hy (m) = dimy, k[V ],

su funcion de Hilbert. Luego hy coincide con un polinomio de grado r para m > 0.
El término principal de este polinomio es igual a degV/r!, es decir, que la definicién de
grado via funcién de Hilbert coincide con la definicién usual de grado para el caso de una
variedad irreducible. Esta tltima es una consecuencia del teorema de Bertini [76].

Estudiamos ahora la relacién entre el grado de un ideal y el grado de la variedad que
define. Introducimos previamente la nocién de longitud de un ideal primario.

Sea P un ideal primo homogéneo de k[zg,...,z,] y sea @ un ideal P—primario. Luego
se define la longitud /(@) de @ como la longitud de (S/Q)p como un S/P-mdédulo.
Equivalentemente, [(Q) es igual a la longitud de una cadena maximal de ideales P—
primarios de la forma

P=Qi>5Q=0Q.
Este nimero es finito, y se tiene [(Q) =1 siy s6lo si @ es primo.
Sea I C k[zg,...,x,] un ideal homogéneo y sea I = NpQp una descomposicién primaria

minimal de I. Entonces se tiene

degI =Y 1(Qp) deg V(P)
P

donde la suma se hace sobre los primos asociados de I de dimensién igual a la dimension
de I [131, Proposicién 1.49], [63, Proposicién 13.6]. En particular, el grado de un ideal
homogéneo sélo depende de su parte equidimensional de dimensién méaxima.

La desigualdad de Bézout también vale en el contexto proyectivo, y es, de hecho, equiva-
lente a la version afin [31]. Esta definicién del grado via funcién de Hilbert nos permite
dar una demostracién sencilla de la desigualdad de Bézout en el caso general. Damos aqui
las lineas principales de la demostracién de Fulton [51].

Sean V CIP™ W C IP" variedades irreducibles de dimensiones r y s respectivamente.
Sea
V#W C Pttt

el ruled joinde V' 'y W | es decir, la variedad proyectiva asociada a la k—4algebra graduada
kElV] @ k[W]. Luego dim V#W =1+ s+ 1 y se tiene

hygw(m) = Z hy (i) hw (m — i) = (degV - deg W) /(r 4+ s + 1)! m" 5T 4 O(m" )
y por lo tanto deg V#W =degV - degW .
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Sean ahora V,W C IP™ variedades irreducibles. Luego se tiene VNW = (VAW )N A,
donde A denota la variedad lineal {xo =yo,...,2n =yn} C P2"*1 | Luego se tiene

degVNW < degVH#W =degV -degW.

Este argumento demuestra la desigualdad de Bézout para el caso en que V,W son
variedades irreducibles. El caso general se reduce a éste, pasando por la descomposicién
en componentes irreducibles.

Posteriormente se han obtenido versiones méas generales y refinadas de la desigualdad de
Bézout que incluyen multiplicidades de interseccién. Referimos a lo libros de Fulton [51]
y Vogel [131] para los enunciados precisos de estos resultados.

1.2.2 Forma de Chow y Polinomio Caracteristico

La idea bésica de la construccién de Chow es la de parametrizar el conjunto de las
variedades proyectivas. El punto en esta construcciéon consiste en asociar a toda varie-
dad V CIP"™ una hipersuperficie @y en un espacio proyectivo. En lo que sigue vamos a
describir esta construccién. Seguimos en este punto el tratamiento de Shafarevich [117].

El conjunto de hiperplanos en un espacio proyectivo IP™ es un espacio proyectivo, el
espacio proyectivo dual, que se denota por IP™ . En forma intrinseca, si P™ = P S es
el espacio proyectivo asociado a un espacio vectorial 5, el espacio proyectivo dual es la
proyectivizaciéon IP™* = IP.S* del espacio dual S*.

Sea V C IP" una variedad equidimensional de dimensiéon r. Consideramos la variedad

T:={(p,H,....Hyp1) :pEV, pe H; Yi} CVXP™ x ... x P™

La imagen de T' por la proyeccién canénica 7 : I' — P™ x - - - xIP™ es una hipersuperficie
cerrada ®y . El polinomio fy que define a ®y es tinico salvo por multiplos escalares, y
se llama forma de Chow o forma eliminante de V.

Asumimos como dada una eleccién de coordenadas en IP" e identificamos a IP™* con IP™.
Cada hiperplano genérico H € IP™* lo identificamos con un punto U € IP" de forma tal
que p€ H siysdlosi U-p=0 para p € P". Luego fy se identifica con un polinomio
en r+ 1 grupos de n + 1 variables. Este polinomio es multihomogéneo de grado degV’
en cada uno de estos grupos de variables [117].

Se tiene ademads que fi, es simétrico — salvo por + — con respecto a permutaciones
entre estos grupos de variables. Esto se deduce del hecho de que la hipersuperficie @y es
simétrica con respecto a estas permutaciones y por lo tanto

fV(Hla"'7Hj;'°'7H’ia"'7H’r‘+1):T’iij(Hla"'7Hi7"',Hj7"',HT+1)
para algin 7;; € k*. Se tiene entonces Tfj =1, de donde 7;; £1.

Sea V =U; V; la descomposiciéon de V' en componentes irreducibles. Luego se tiene

fv = va
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Fl significado geométrico de la forma de Chow es claro. Dados hiperplanos Hi, ..., Hy,41 C
IP", entonces fy(Hi,...,H,4+1) =0 siy sélo si

VAH NN Hey #0.

En el caso V =1P" el polinomio fi coincide con el determinante.

Sea V C JA™ una variedad afin equidimensional de dimensién r. Definimos la forma de
Chow fy de V como la forma de Chow de su clausura proyectiva V C P™.

Sean Hi,...,H,11 € IA™ hiperplanos afines. La condiciéon VN Hy N --- N H,y1 # 0
implica como antes fy(Hi,...,Hy+1) = 0 pero no vale la reciproca. De hecho se tiene
fV(Hla"'7HT+1) =0siysélosi VNH N---NHy4q 7'&@

Introducimos ahora la nociéon de polinomio caracteristico de una variedad afin V. Esta
nocion es fundamental en nuestro tratamiento de la altura de una variedad. Este concepto
es muy cercano a la nocién de forma de Chow. A grandes rasgos describe la ecuacién
minimal de una forma lineal con respecto a una normalizacién de Noether genérica de la

variedad V.

Sea V' C JA™ una variedad afin equidimensional. Consideramos a los espacios afines
AT+ v AHD" como las variedades de las (7 + 1) x 1-matrices y de las (r 4+ 1) x n—
matrices con coeficientes en k, respectivamente. Consideramos el morfismo

wy : WD 5 WOFDn sy WOFD s WD e WL (b, G x) — (b,G b+ G - x)

para be A", Ge AUTD" v 2 e V. Para be A" y G € AUTD™ fijos, el morfismo
wy se corresponde con la proyeccién de V' al subespacio afin de A" determinado por b
y G. Se tiene @y (b,G, A"™*') =V y por lo tanto

dim oy (ATTVACHI" V) = (r + 1) (r + D+ r

por el teorema de dimensién de fibras. Luego la clausura de la imagen de wy es una
hipersuperficie Qy :=Im (wy) de AC+TDEHD 5 ;A1 E] polinomio Py que define esta
hipersuperficie es tinico salvo por multiplos escalares, y se llama el polinomio caracteristico

de la variedad V.

Sean U := (Ujj)ij v T := (T}) una (r +1) x (n + 1)-matriz y una (r + 1) X 1-matriz
formadas por variables U;; y T} respectivamente. Sean ademads

ni = Uio + Unz1 + - + Uy
formas lineales genéricas. El morfismo
@i K[ATTD x AU o WD) B AT 5 WO )
estd entonces definido por U;; — U;; v 1) + n;. El nicleo de este morfismo es un ideal

principal y Py € k[U,T| es un generador de este ideal.
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La extensién k(A" x A™) < k(A" x V) definida por Uy; — Uy; y Ti = 7y para
i,k=1,....,7ry j=0,...,n es entera. En otros términos, la proyeccién genérica

V- A" 2= (m(@),...,n(z))

es una normalizacion de Noether de la variedad V.

Sean E := k(AT x AT) y F := E(A"™D x V). Luego F es una E-&lgebra reducida
de dimensién 0, y la extension E < F' es separable y finita de grado degV [67].
Sean E' :=k(Up11) @ E y F' := k(Uy41) ®k F. Luego m,4+1 es un elemento primitivo
de F' sobre E’, es decir

F' = E/[nr-i-l]-

Consideramos entonces la aplicaciéon E’-lineal inducida por la multiplicacién por 7,11,

es decir

Lnr+1:F/_>F/7 g= Mr+1°9-

Luego Py coincide con el polinomio caracteristico de L, ,, salvo por un factor en
k(Ui,..., U, Ty, ..., T,)". Esto justifica el nombre de polinomio caracteristico de V' para
el polinomio Py .

Se tiene ademads deg(T) Py < degV, donde deg(T) denota el grado en las variables
T1,...,Ty41. Esta estimacion se sigue directamente de la definicion de Py como la
ecuacién de una proyeccién lineal de V en un espacio afin A™"!. De la observacién
de que Py es — esencialmente — el polinomio caracteristico de 7,41 se deduce

deg(T) Py =degV.
Sea V =U; V; la descomposiciéon de V' en componentes irreducibles. Luego se tiene

Py =] Pv.
7

El siguiente resultado muestra la estrecha relacién entre el polinomio caracteristico y la
forma de Chow de una variedad .

Lema 1.2.3 Sea V C A" una variedad equidimensional de dimension r. Entonces
Py(U,T) = (fvo)(U,T)

con o;(U,T;) .= (Uio — ni, Uity ..., Uin) .

Demostracion. Alcanza con considerar el caso en que V es irreducible. Sea Q(U,T) :=

(fv o a)(U,T). Vamos a probar la igualdad Py = @. Se tiene Q(U,0) = fy y por lo
tanto @ es no nulo. Sea £ € V. Las formas lineales

Li(x) := Ujo — n:(§) + Unz1 + - + Upnp

se anulan para x := ¢, y por lo tanto Q(U,n(§)) = fv(L1,...,Ly+1) es idénticamente 0.
Luego @ es multiplo de Py . Por otra parte se tiene que Q(U,0) = fy(U) y por lo tanto
@ es irreducible. Concluimos entonces Py = Q. a
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En particular se tiene
fv(U) = Py(U,0).

Ademaés Py es un polinomio homogéneo de grado deg V' en el grupo de variables (U;, T;)
para todo 7.

Sea V' C JA™ una variedad definida sobre un cuerpo perfecto k, no necesariamente
algebraicamente cerrado. Entonces su ideal de definicién I(V) estd definido sobre k
[99, Teorema 26.3]. En particular su polinomio caracteristico Py y su forma de Chow fy
estan definidos sobre k.

En lo que sigue determinamos ahora la forma de Chow de una hipersuperficie y de una
variedad de dimension 0.

Sea V' C JA™ una hipersuperficie definida por un polinomio separable f de grado §. Sea
M = (Uij)i<ij<n una m X n-matriz formada por variables. Luego se tiene

Unx1+---+Uppxzy=m —Up
y por lo tanto
A x; = (Alinl 4+ .4 Am’"?n) — (AliUIO + -+ Am‘UnO)

donde A denota el determinante de la matriz M y A;; denota el (i,j) menor de M .
Sea entonces M’ la n x (n+ 1)-—matriz de variables que resulta de adjuntar la columna
(Uho,---,Uno) ala matriz M. Luego se tiene

fv = A f(A1/ Do, ..., A /Do)

donde A; denota (—1)" veces el determinante de la matriz que resulta de suprimir la
columna i en la matriz M’.

Sea V C A™ una variedad de dimensién 0. Entonces se tiene

fv =TI Wo+Ui&r + -+ Un&).
gev

1.2.3 Definicién de Altura

Sea k un FP—cuerpoy sea V C JA" una variedad irreducible. Luego definimos la altura
de V' como la altura invariante de su polinomio de Chow, es decir

h(V) :=m(fv).

La indeterminacién proveniente de la eleccién de la forma de Chow fir desaparece gracias
a la féormula del producto.

Sea V C A™ ysea V =U; V; su descomposicion en componentes irreducibles. Entonces
definimos la altura de una variedad de V' como

(V) := Zh(v;).
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Se tiene A(V) > 0. Si V C A" es una variedad equidimensional entonces h(V') = h(fy),
por la aditividad de la altura de h.

Ahora vamos a estudiar el comportamiento de la altura para el caso de una hipersuperficie
y de una variedad de dimensién O.

Lema 1.2.4 Sea V C IA™ wuna hipersuperficie definida por un polinomio separable g €
klx1,...,z,]. Entonces

—3(n+1)log(n+1)degg < h(V) —m(g) <3 (n+1)log(n+1)degyg.

Demostracion. Sea g" la homogeneizacién de g en klzg,...,z,] y sea M’ = (Uy;);; una
n X (n + 1) -matriz de variables. Entonces

fv=9"(Ag, A, ..., A)

donde A; es (—1)" veces el determinante de la matriz que resulta de suprimir en M’ la
columna 3.

Se tiene deg A; = n, my(A;) <I(A;) <nlogn para v € S, y my(4A;) =0 para v & Sy,
Luego

m(fy) < m(g)+degg (log(n+1)+nlogn+n log(n2+n)) <m(g)+3(n+1)log(n+1)degg

por el lema 1.1.1. Por otra parte se tiene g = fyoa(x) con Tj(z) = (—;,0,...,1,...,0),
y por lo tanto

m(g) < m(fy) +n degg(log(n® +n) +log2 +log(n + 1)) < 3(n + 1) log(n + 1) deg g.

a

Sea V C JA™ una variedad afin de dimensién 0. Entonces se define la altura de Weil w(V)
de V' como

w(V) = Z h(¢).

Eev
Lema 1.2.5 Sea V C A" wuna variedad de dimension 0. Entonces

—log(n+1)degV < h(V) —w(V) <log(n + 1) deg V.

Demostracion. Alcanza con considerar el caso en que V' se reduce a un punto £ € A"™.
Luego fy =Uy+&UL + -+ -+ &,Uy, y por lo tanto h(fy) = k(). Luego se tiene

(&) —log(n +1) < m(fv) < h(€) +log(n + 1)

a

Vemos asi que la nocién de altura que consideramos es equivalente a la altura del polinomio
que la define o a la altura de Weil segtin el caso. Aqui equivalente significa que la diferencia
entre ambas cantidades estd acotada por c¢(n)degV, donde ¢(n) es una cantidad que
depende polinomialmente de n .
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1.2.4 Propiedades Basicas

Ahora vamos a establecer algunas de las propiedades béasicas de esta altura de variedades.
Consideramos en primer lugar su comportamiento bajo interseccién con variedades lineales.

Lema 1.2.6 Sea V C A" una variedad de dimension r. Sea H C IA™ un hiperplano y
sea L € k[xg,...,xy] una ecuacion de H . Entonces

h(VNH)<hV)+ (r+1)(m(L) + 4log(n+ 1)) deg V.

Demostracion. Alcanza con considerar el caso en que V es irreducible. El caso V C H
es trivial ya que entonces VN H =V .

Asumimos entonces V¢ H. Luego VN H es una variedad equidimensional de dimensién
r—1.Sea g:= fy(Uy,...,U,,L).

Sean Hi,...,H, hiperplanos de P™. Luego g(Hy,...,H,) =0 si y sélosi (VN H)N
HiN---NH, #0 donde V C P" denota la clausura proyectica de V. Luego g es un
multiplo no nulo de fyng. Luego m(fyvnm) < m(g) por la positividad de la altura m y
por lo tanto

m(fvam) <m(g) < m(fv) +deg fy(m(L) + 4log(n + 1)).

Podemos escribir el lema anterior en forma de desigualdad de Bézout como
R(VNH)<hV)+ (r+1)(h(H)+4log(n+1))degV

ya que existe A € k* tal que m(AL) = m(L) = h(H). Esta desigualdad se extiende sin
dificultad al caso de la interseccién de V' con una variedad lineal.

Corolario 1.2.7 Sea V C IA™ una variedad de dimension r. Sean Lq,...,Ls €
klz1,...,zy] polinomios de grado 1, y sea E C IA™ la variedad lineal V(Ly,...,Ls).
Entonces

h(VNE) <h(V)+ (r+1)(>_m(L;) + 4slog(n + 1)) deg V.

a

Sean Li,...,Ly—y € k[z1,...,2,] polinomios de grado 1 que definen una variedad lineal
E de dimension r. Obtenemos del resultado anterior la cota

hE) < h(A™) 4+ (n+ 1), m(Li)+4(n—r)log(n+ 1))
< (n+ )X, m(L;) +4(n+1)log(n+1))

ya que se tiene h(A™) < nlogn.

35



Sea 1 : A™ — JA™ un morfismo racional, y sean 1; € k[x1,...,z,] funciones racionales
tales que ¥ = (¢1,...,%y,). Entonces se define la altura de 1 como

() = max F().

Consideramos ahora el comportamiento de la altura con respecto a morfismos lineales
afines.

Lema 1.2.8 Sea ¢ : A" — A™ un morfismo lineal afin inversible y sea V. C IA™ una
variedad de dimension r. Entonces

h(o(V)) < h(V)+ (r+ 1) (h(p) + 5log(n + 1) deg V.

Demostracion. Sean G y b una (r+1)xn-matriz y una (r+1)x1-matriz con coeficientes
en k respectivamente, y sea U := (b,G).

Sea W := (V) y sea V C IP" la clausura proyectiva de V. Luego fuw(b,G) = 0 si
y s6lo si existe un punto £ € V tal que ¢(£) estd en el espacio lineal determinado por
(b,G), es decir b+ G - p(x) =0.

Sea (¢, A) € A™ x A™™ la matriz asociada a ¢, con A € GL,(k) de forma tal que se
tiene p(z) =c+ A-z. Luego b+ G -p(z) =b+G-c+G-A-z y por lo tanto

fw (U) = fw (b,G) = fy(b+G-c,G - A).
Si definimos U - ¢ como (b+ G -¢,G - A) se tiene entonces
fony(U) = v (U - ).

Luego m(U - ) < h(yp) + log(n + 1) y por lo tanto

m(fw)

IN

m(fv) + deg fy (MU - ) + 2log(r + 1)(n + 1))
< m(fv)+ (r+1)(h(e) + 5log(n + 1)) deg V.
Od

Lema 1.2.9 Sea i : A" — A"P [q inclusién z — (x,0) y sea V C A" una variedad
de dimension r. Entonces h(i(V)) = h(V).

Demostracion. Se sigue de la igualdad f;yy = fv . O

Lema 1.2.10 Sea 7 : A" — ™ la proyeccion (z,y) — x, y sea V C A" una
variedad de dimension r. Entonces

(V) <h(V)+5r(r+1)log(n+p+1)degV.
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Demostracion. Alcanza con considerar el caso en que V' es irreducible. Sea W :=n(V) y
sea s := dim W . Luego existen coordenadas standard yi,...,y,—s tales que la proyeccion

w: A" +p— A" x A"®, x = (w(x), Y1y Yros)

verifica dimw(V) = r. Sea entonces Z := w(V). Luego n(Z) = W y se tiene
dimm~1(¢) > r — s para todo ¢ € W, por el teorema de dimensién de fibras. Luego
W =27 x A" y por lo tanto

W=ZnV(y,.-,Yr—s)-

Se tiene h(W) < h(Z)+4(r—s)(r+1)log(n+p+1)degV por el corolario 1.2.7, y alcanza
entonces con acotar la altura de Z.

El polinomio fz(U) es un factor de fy (U - ), y por lo tanto

m(fz) <h(V)+5(r+1)log(n+p+1)degV.

Luego se tiene

m(fw) < h(V)+5(r—s)(r+1)log(n+p+1)degV.
Od

Proposicion 1.2.11 Sea ¢ : A" — A™ un morfismo lineal afin y sea V. C A" una
variedad de dimension r. Entonces

R(e(V)) < h(V) + (r + 1) (h(p) 4+ 5(r + 1)?log(n + 1) deg V.

Demostracion. La aplicacién ¢ se descompone como ¢ =ioomw, donde v : AP — AP
es inversible, e i : AP — JA™ 7 : JA™ — JAP son la inclusién y la proyecciéon canodnicas
respectivamente Se tiene p := rank(yp) y h(z)) < h(p). La proposicién se sigue entonces
de los lemas previos. O

1.3 Estimaciones para Funciones Algebraicas

El teorema de la funcién inversa es una de las herramientas mas versatiles de geometria
diferencial. Lamentablemente no existe un anélogo preciso de este resultado en el contexto
de la geometria algebraica. Sin embargo existen situaciones donde se puede reemplazar
este teorema por una version mas débil. La idea es clasica, y consiste en considerar
funciones inversas dadas por series de potencias formales.

FEn esta seccién adoptamos este punto de vista como método para estudiar las propiedades
de la altura de variedades de dimensién positiva. Como una consecuencia importante de
este método obtenemos una relacién precisa entre la altura de una variedad interseccién
completa de dimension positiva y una de sus fibras 0—dimensionales con respecto a una
proyeccién finita.
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1.3.1 El Teorema de la Funcién Inversa

En este apartado vamos a estimar las derivadas de la inversa local de una aplicacién
regular.

En primer lugar introducimos algunas nociones béasicas que vamos a utilizar en lo que
sigue.

A lo largo de esta seccién denotamos por k& un FP—cuerpo con un conjunto propio Mj
de valores absolutos que satisface la férmula del producto con multiplicidades A, .

Sea ¢ : V — W un morfismo regular entre dos variedades V. C A" y W C A™ y sea
p € W un punto. Entonces p es un punto reducido con respecto a ¢ si su fibra ¢~!(p)
es reducida, es decir, si I(V) 4+ (¢ — p) es un ideal radical de k[xy,...,z,].

Sea ¢ : V. — W una aplicacién regular y dominante entre dos variedades irreducibles
V', W de igual dimensién. Luego la extensién de cuerpos ¢*k(W) — k(V') es finita. El
grado de esta extensién se llama el grado de ¢, es decir

degp :=[k(V) : o"k(W)].

En el caso en que W es normal se tiene #p 1(p) < degp. En el caso en que ¢
es separable, es decir cuando la extension ¢*k(W) — k(V) es separable, la igualdad
#o~1(p) = deg ¢ se satisface genéricamente [67, Proposicién 1].

Un morfismo ¢ : V — W es no ramificado en un punto p € W si #¢ '(p) = degy. El
enunciado anterior dice que si dimV =dim W, W es normal y ¢ es dominante, entonces
el conjunto de puntos no ramificados de ¢ contiene un abierto no vacio de W . Notamos
que un punto no ramificado es también reducido [117, Seccién 11.5.3, Teorema 8].

Estas nociones y resultados se extienden sin dificultad al caso en que V' es equidimensional,
en lugar de irreducible. En todas nuestras aplicaciones la variedad W es un espacio afin.

Sea ¢ : A" — A" un morfismo y sea ¢ = > by’ € k[[y1,...,yn]]" una familia finita de
series de potencias formales.

Para m = (my,...,m,) € N" definimos el operador
1.0, 1,0 ., 1,0 .,
O 1= iy = (O ym (g
m! 0y m1! 0y My, O Yn

de forma tal que se tiene 9,,%(0) = by, . Sea i = (i1,...,i,) € N". Luego
71 in

) — —
Omtht = O (1 -+ -1 -+ ) = Zamh "'alm%
l

por la férmula de Leibnitz. La suma se toma sobre todos los | = (I1,...,l;) € (IN™)lel
tales que [ + -+ +[j; = m. Separamos en esta suma los términos en los que interviene
Om de los términos en los que sélo intervienen derivadas de orden menor. Luego queda
n
, o 1 ,
Oty = sz( i ..1/,;/ i) Oty + Zahwl . "3lm¢n
!

Jj=1
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donde esta ultima suma se extiende sobre todos los [ como el parrafo anterior tales que
lx #m para todo k.

Sea ¢ =3, a;x'. Luego Op(pov) =3, a; Oy’ y obtenemos asi la identidad

Oulip o) = (DIfE(9) 0 8) - Ot + 57 S st~ 01, (1.1)
i lilp#m
donde Diff(¢) := (gT(P;)‘j denota el diferencial o matriz Jacobiana de la funcién ¢.

Asimismo denotamos por J, := det(Diff(y)) el Jacobiano de ¢.

El siguiente resultado garantiza la existencia de una inversa formal de un morfismo domi-
nante en un punto reducido.

Lema 1.3.1 Sea ¢ : A" — IA™ un morfismo dominante tal que la fibra del punto 0 € A™
es finita y reducida. Sea & € p~(0). Entonces existe una tunica ¥ € k[[y1,...,yn)]" tal

que porp=1d y (0)=¢.

Demostracion. La fibra Vy := ¢71(0) es reducida y 0-dimensional. Sea J := J, el
Jacobiano de ¢. Por el criterio Jacobiano se tiene J(§) # 0 para todo & € Vp [42,
Teorema 18.15].

Vamos entonces a construir familias de polinomios w(d) € klx1,...,z,)" de grado acotado
por d que verifican las siguientes condiciones

L y@(0)=¢.

2. ) = (d) (mod (y1,...,yn)*1), para d<d.

3. popd =1d (mod (y1,...,yn)*t1).
Luego ¢ se define como el limite en k[[y1,...,y,]]" de la sucesién @ . La unicidad de
1) se desprende a su vez de la unicidad de esta construccion.
Hacemos esta construccién inductivamente. Sea ¢ := ¢. Sea d > 1 y asumimos que
@1 estd construido. Sea (@ = @1 4 Z|m|:d bm y™ con coeficientes b, a ser
determinados.

Sea m € IN" tal que |m| = d. Se tiene O, (p 0 W D)(0) = m para |m| =1y dn(po
w(d))(O) = 0 en otro caso. Todas las derivadas en y = 0 de ¥(9 de orden menor o igual a
d—1 estan determinadas. Luego b,, queda univocamente determinado por la férmula 1.1
ya que la matriz Jacobiana Diff(¢) es no-singular en ¢ . La familia de polinomios (%
satisface las condiciones requeridas. O

El resultado principal de esta seccion consiste en una estimacién para el tamano de las
derivadas de 1. La demostracion de este resultado sigue una idea utilizada por Granville
en el caso 1-dimensional [23].
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Lema Principal 1.3.2 Sea ¢ : A™ — A™ un morfismo dominante tal que la fibra del
punto 0 € A" es finita y reducida. Sean & € ¢~ 1(0) y ¥ € k[[y1,...,yn]]" tales que
potp =1d y (0) = &. Sean d := max;degy; y hy, := max; hy(p;) para v € M.
Entonces
10g |0mtp(0)]y < (3|m| + 1) (ndhy(€) + ho(Jp(§) ™) + nhy +3nd 4+ 2n* 4 |m)),

v € Sk,

10g [0m1(0)lw < (3[m| + 1)(ndho(§) + hu(Jp() ™) + 1 he), v & Sk,

para m € IN™ .

Demostracion. Sea 1 =3, b; ) . Fijamos un valor absoluto v € Mj,. Consideramos en
primer lugar el caso en que v € Si. Luego vamos a acotar recursivamente las derivadas
de v usando la identidad 1.1.

Hacemos induccién en |m|. Tenemos log |by| = hy(§) y por lo tanto el enunciado vale
para m = 0. Sea J,(&) el Jacobiano de ¢ evaluado en &. Denotamos por & la constante
Ki=nhy +ndhy(€) +3dn+2n* + hy(J, ()71 > 0.

Vamos a probar la estimacién log |by,|, < (3|m|—2)(k+|m|) para |m| > 1. Sea entonces

m > 1 y supongamos que vale log |b;| < (3|l] —2)(k +|I|) para 1 < |l|] <m —1.
Se tiene p ot =1Id y por lo tanto O, (p o) =m para |m| =1y On(po1) =0 para
|m| >2 . Sea ¢ =3, a; " y sea

By, = — Z Z a; O hn(0) - -+ 8l\i|w”(0)

es decir, la segunda suma en la expresién 1.1 — con el signo opuesto. Luego obtenemos
la identidad

T (€) - 0m1(0) = Adj(Diff(0)(€)) - (B + 7(m))
donde Adj’ denota la matriz adjunta traspuesta, y la constante 7 se define como 7(m) =
m para [m| =1y 7(m)=0 para |m| > 2.

Estimamos entonces el valor absoluto de la matriz Adj’(Diff(¢)(£)). Se tiene

log [Diff(0)(§)] < hy +logd + (d — 1) by (€) + log(%F™)

hy +(d—1) hy(§) +d +n +logd

A

y por lo tanto

log|Adj"(Diff(¢)(€))] < (n— 1)log Diff()(&)| + log(n — 1)!
< (m=Dhy+n—1)dhy(&) + (n—1)(d+n+logd+logn).

Para |m| =1 se tiene B,, =0 y por lo tanto

log [bm| < log |Adj' (Diff(¢)(€))] = hu (e (€)) < & < (3|m] = 2)(k + [m]).
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Consideramos entonces el caso |m| > 2. Sea
0r(m) = mas(log |0 1 (0)] + -+ + log |04 v (0)])
)bj

donde i < d y [; € IN" verifican I; # m y li +---+1; = m. En la definicién de
ay(m) soélo intervienen derivadas de orden < m — 1. Aplicamos la hipétesis inductiva y
obtenemos

ay(m) < (3m| — 4)(k + Im| — 1) + (d — 2) hy(§) < (3|m| — 3)(x + |ml)

ya que k> (d —2)hy(§). Luego

log |Bm| < log(4f™) +log [Tiey (“1771) + by + o (m)
< (d+n)+ X (d+mi—1) 4+ hy + ay(m)
< (n+1)d+|m|+ hy + ay(m).

Concluimos entonces
log [bm| < log |Adj*(Diff(¢)(€))] + log | Bm| + logn + hy(Jp(€) ™)
< nhy+ndhy(€) +3nd+2n + hy(J,(6)7Y) + [m| + ap(m)
(3lm| = 2)(k + |m]).

IN

El caso en que v es no—arquimediano se sigue en forma anéloga. O

El término que corresponde al Jacobiano se puede acotar en funcién de los demas pa-
rametros. Mantenemos la misma notacién del lema principal 1.3.2. Sea v € S, un
valor absoluto arquimediano y sean h, := max; h, (¢;) y h := max; h(p;). Se tiene
ho(0(€)) < hy + dhy(€) +d+n y por lo tanto

ho(Jp(€)) < nhy(p(€)) +logn! < nhy +ndhy(€) +nd+ 2n°.
Andlogamente, se obtiene hy,(J,(€)) < nhy, +ndh,(§) para v € Si. Se tiene entonces
RO < FU) ) = RIp(©) < wh+ ndB(€) + nd + 202,

Obtenemos de aqui las estimaciones

10g [0 (0)], < (3|m|+1) (2nh+2ndh(E) +4nd+4n®+|m|), v € S,
10g |0mt(0)y < (3|m|+1)(2nk +2ndh(€)), v & Sy

Luego las derivadas de ¢ se pueden acotar en términos de su orden, del grado y altura
del morfismo ¢, y de la altura de la fibra &.

Como consecuencia del resultado anterior obtenemos una estimacién para las derivadas
de la inversa local de un morfismo ¢ : V — JA" para el caso en que V es una variedad
interseccion completa.
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Corolario 1.3.3 Sea V C IA™ una variedad interseccion completa reducida de polinomios
Fri1,...,F, € klz1,...,2,]. Sea ¢ : V. — A" un morfismo dominante tal que la fibra
del punto 0 € A" es finita y reducida. Sean & € p=1(0) y ¥ € kl[y1,...,y.]]" tales que
potp =1Id , ¥(0) =€ y Y(y) € V para y € A". Sean d := max;;{degp;,deg F}} y
hy = max;;{hy(i), ho(F})} para v e My . Entonces

log [0ty < (3|m|+ 1) (ndhy(€) +ho(J(E)™Y) +nhy +3nd+2n% + |m|),
v € Sy,

log [Omtls < (B|m|+1)(ndho(8) + ho(J()™H) +nhy), v & Sk,

para m € IN" | donde J := J,r denota el Jacobiano del morfismo IA™ — A" definido
por z — (p(z), F(z)) .

Demostracion. Sea ® : A" — A™ el morfismo definido por x — ®(x) := (¢(x), F(x)).
El hecho de que 0 sea un punto reducido de ¢ implica en forma directa que es también
un punto reducido de @, por el criterio Jacobiano. Se tiene ademds ¢ € ®~1(0). Sea
U € k[[y1,...,yr]]" una inversa local de ® en &. Luego ¢ := ¥(y1,...,¥,0,...,0)
satisface las condiciones requeridas.

Las cotas para las derivadas de v se siguen del lema principal 1.3.2. O

1.3.2 Cotas para la Traza

En esta subseccion tratamos el problema de estimar la altura de la ecuacién minimal de un
elemento en el anillo de coordenadas de una variedad V' con respecto a una normalizacién
de Noether. Una caracteristica destacable de estas estimaciones es que no dependen de la
altura de la variedad V sino solamente de la altura de la fibra de un punto no ramificado
con respecto a la posicién de Noether.

Introducimos algunas definiciones bésicas que vamos a necesitar en lo que sigue.

Sea F:={F,41,...,F,} Ck[xy,...,z,] una familia finita de polinomios. Luego F' es una
interseccion completa si el ideal (F') := (Fyy1,...,F,) de k[z1,...,x,] tiene dimensién
r. Se dice que F' es una interseccion completa reducida si se tiene ademas que el ideal
(F) es radical.

Una aplicacién ¢ : V. — W es finita si la extensién de k—dlgebras ¢*k[W] — E[V] es
entera. En particular ¢ es suryectiva y tiene fibras finitas.

Sea V. C A" una variedad equidimensional de dimensién r y sea w : V — A" una
proyeccién finita separable. El resultado técnico principal de esta subseccion es una cota
para la altura de la ecuacién minimal de un elemento f € k[V] sobre 7*k[A"] en términos
de la altura de la fibra de un punto no ramificado de =.

Teorema 1.3.4 Sea V C A" una variedad equidimensional de dimension r y grado ¢ .
Sea F := {Fr41,...,F} C k[x1,...,z,] una interseccion completa reducida que define
una variedad W =V (F) C IA™ que contiene a V .
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Sea m: W — A" la proyeccion lineal x — (x1,...,x,). Asumimos que m es finita y
separable, y que 0 € A" es un punto no ramificado de 7. Sean d :=degF y h:= h(F).
Sea f € k[V], y sea my € k[A"][t] el polinomio minimal de f sobre k[IA"]. Entonces
degmy < degf-d,
m(mys) < cidegf-8-h(m1(0)) + ca(deg f)? 62 + c36 - h(f),

donde ¢y, co, c3 sdlo dependen de n, d y h.

La cota de grado para my fue obtenida previamente por Sabia y Solerné [115]. En el
enunciado anterior se pueden tomar c¢; :=8nd, co:=8n(h+2d+3n+7) y c3:=4.

Para la demostracién de este resultado vamos a necesitar los siguientes lemas técnicos.
Lema 1.3.5 Sean (i,...,(s € k[[y1,---,uyn]], v sea 0 € E[[y1,...,yn]] la serie de poten-
cias
0 = H Cj'
J

Sea v € My, y sean co,c1 > 0 constantes tales que log |0, (i(0)|, < co |m|+c1. Entonces

log [0,0(0)], < (co+1)|m|+ (c1 +n)s, v € Sk,
log |0,0(0), < co|m|+ e s, v ¢ Sk,

para m € IN™ .

Demostracién. Sean (; = iaz(j) vy =3, cmny™. Luego ¢, = Dy otis=m az(ll) e al(-:) .

Consideramos en primer lugar el caso v € Si. Se tiene entonces

n S

-1 j

el < IO, mae | T o]
= j:

11+ +is=m
de donde
loglem| < 307 (mu+ s —1) + maxg, qi=m 25— (co|ij] +c1)
< (co+1)|m|+ (c1+n)s.
El caso v € S se sigue en forma andloga. O

Corolario 1.3.6 Sean (i,...,(s € kl[y1,---,ynll, [ € k[t1,...,ts], ysea ¥ € k[[y1, - ., yn]

la serie dada por la composicion de f con (1,...,(s, es decir
V= f(C1,. .., ).

Sea v € My, y sean co,c1 > 0 constantes tales que log |0m(j(0)|y < colm| + c1. Entonces
log [0,9(0)ly < (co+1)|m|+ (c1 +n+1)deg f +1log|flv + s, v € Sk,
log [0,,9(0)|, < co|m|+c1 deg f +log|f|v, v & Sk,

para m € IN™.
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Demostracion. Sea v € Sy,. Sea f =Y, a;t'. Luego ¥ =3, a;* =3, cmy™ y por lo
tanto
log || < (co + 1) |m| + (c1 + n) deg f + log [ f| + deg f + s.

El caso v & Si se trata en forma anéloga. O

Corolario 1.3.7 Sean (1,...,(s € k[[y1,.--,yn]]l, y sea ¢ = f/g € k(t1,...,ts) una
funcién racional tal que g(Ci,...,¢s)(0) =1. Sea ¥ € k[[y1,...,yn]] la serie de potencias
dada por la composicion

9= q(C, -, G-

Sea v € My, y sean ¢y, ¢1 > 0 constantes tales que log |0, C(0)], < co|lm|+c1. Entonces

10g[0m C(0)y < (ho(g) + (c1 +n+Ts)degg + co)lm| + ho(f) + (c1 + n + 4s) deg f,
v € Sy,
108 [0 C(0)]s < (ho(g) + c1deg g + co)|m| + hy(f) + c1 deg f, v & Sk,

para m € IN™ .

Demostracidon. Se tiene

9= f(¢) D (1—g(Q)"

i>0
Sea ¥ =), cny™. Sea m € IN". En el calculo de ¢, sélo aportan los términos de
grado < |m/|, y por lo tanto se tiene

m|

log [cmly < log|f(C) Z (1- Q(O)Z|v
i=0
Consideramos en primer lugar el caso v € S. Sea F := f le(l) (1 —g)*. Luego se tiene
deg F' < deg f + |m|degg y
log |[Fly < my (f)+|m|my (1 —g)+ (deg f +[m|deg g)log(s + 1) + log(|m| + 1)
< hy(f)+|m|hy(g9) + (s +1)deg f+ (s + 1) |m|degg + 3 s|m|
Aplicamos entonces el corolario 1.3.3 y obtenemos

loglemly < (co+1)|m|+ (c1 +n+1)degF +log|F|, + s
< (co+ (1 +n+s+2)degg+ hy(g) +3s+ 1) |m|
+(er+s+n+2)deg f+ hyo(f) + 5
El caso v &€ Si se sigue en forma andloga. O
Lema 1.3.8 Sea ¢ : A" — IA™ un morfismo dominante tal que la fibra Vy := 0 1(0) del
punto 0 € A™ es finita y reducida. Sean d := max;degy; y h := max; h(p;). Entonces
h(Jp(Vo)™h) < ndh(Vo) +n (h+d +3n) deg Vo

donde J,(Vo)™' C k denota el conjunto {J,(&)~': & € Vo}.
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Demostracion. Se tiene h(J,(€)™) = h(Jy(€)) < nh +ndh(f)+nd +2n? para £ € V.
Luego

h(J,(Vo)™) < Yeh(J,(6)™) <ndw(Vo) +n(h + d+ 2n) deg Vg
ndh(Vp) +n(h+d+2n+1) degVp

A

donde w(Vp) := 3¢ h(€) denota la altura de Weil de V. O

Demostracion del Teorema 1.3.4. Consideramos primeramente el caso en que V es irre-
ducible. El polinomio my es una ecuacién minimal para la imagen del morfismo V' — A"
definido por x +— (w(z), f(x)). La cota de grado se sigue del teorema de Bézout (Lema
1.2.1).

Estimamos ahora la altura local del polinomio my. Sea D := degVy < 0 y sea Vp =
{&1,...,&p} la fibra en 0 de la proyeccién « : V. — A", y sea o; € k[[y1,...,y,]]" la
inversa local de 7 en &; para & € V.

Sea my = ag+---+a,tt € E[JA"][t] el polinomio minimal de f sobre k[A"]. La variedad
A" es normal y por lo tanto my es un polinomio ménico. Sea

D

xg =Tt = f(wi) € kAT

=1

el polinomio caracteristico de f. Luego x¢(f) =0 y por lo tanto m; es un factor de xy.
Se puede suponer sin pérdida de generalidad que &1, ...,&p estan ordenados de forma tal

que se tiene
“w

my = [t = f(s))

i=1

Sea A := degmy < deg f - degV el grado total de my. Luego alcanza con estimar los
coeficientes de los monomios de grado < A en este producto.

Consideramos en primer lugar el caso v € S. Se tiene log |0, 1;(0)] < co/m|+ ¢1 con
c1:=c1(v) :=ndhy, (Vo) + hy (J(Vo) ™) +nhy +3nd +2n2 + A

y ¢o :=co(v) := 3¢y . Aquise denota h,, := hy(F'), y por J el Jacobiano del endomorfismo
de A" definido por z +— (mw(z), F(x)). Esta estimacion es valida para m € IN" tal que
|m| < A. Se sigue entonces

log |0m f ()| < (co+ 1) [m| + (c1 + 7+ 1) deg f +log|f| +n
por el corolario 1.3.3, y por lo tanto
logmysl < (co+2)A+((cr +r+1)degf+log|f|+n+r+1)p
< ((co+c1+r+3)degf+log|f|+2n+1)0.

El caso v ¢ Si se trata en forma andloga. Se sigue entonces
h(myg) < 4ddegf(ndh(Vo)+h(J(Vo) ') +h+3nd +2(n+1)>+degf-5+h(f))d
< 8nddegf-6-h(Vo)+8n(h+2n+3n)(degf)?6% +465-+h(f)
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por el lema 1.3.5, y por lo tanto
m(my) < crdeg f-0-h(Vp) + co(deg 202+ ¢36- m(f)

con c; :=8nd, cog:=8n(h+2d+3n+7)y c3:=4.

El caso de una variedad equidimensional V' se reduce al caso anterior. Sea V = U;V; su
(@)

descomposiciéon en componentes irreducibles, y sea my el polinomio minimal de f en
k[V;]. Luego se tiene
_ (4)
my = Hm e
1

a

En lo que sigue obtenemos a partir de este resultado una cota para la altura del polinomio
minimal de f en términos de la altura de V', y en particular, una cota para la altura de
la traza de f.

Sea 7 : V — IA" una proyeccién lineal finita y separable, y sea V' C JA™ una variedad
equidimensional. Sea ¢ € k[V] un elemento primitivo de V' y sea P € k[A"][t] su
ecuaciéon minimal. Luego P es un polinomio separable de grado degm. Luego p € A"
es un punto reducido con respecto a 7 siy sélo si P(p)(t) es separable. En particular
#7171(p) = deg w. La condicién de ser reducido es entonces equivalente — en esta situacién
— a la condicién de ser no ramificado.

Sea 7 :V — A" una proyeccién lineal de una variedad equidimensional V' C JA™ en un
subespacio afin. Asumimos que 7 es una normalizacién de Noether separable de V. En
esta situacién vamos a tratar la relacién entre la altura de V' y la altura de la fibra de w
en un punto no ramificado.

El siguiente resultado muestra que existen puntos no ramificados con respecto a m de baja
altura y nos da estimacién la altura de su fibra.

Proposicién 1.3.9 Sea 7 :V — A" la proyeccion x +— (x1,...,2,), y sea V una va-
riedad equidimensional de dimension r y grado §. Asumimos que m es finita y separable.
Entonces eziste un punto p € A" no ramificado con respecto a w tal que

h(p) < c1(n)logd + ca(n).
Se tiene ademds h(m=1(p)) < h(V) + c3(n)dlogd + ca(n)d.

Se pueden tomar c; :=n, cz :=2n, c3 :=n>, ¢4 := 6n’log(n+1). Este resultado es
consecuencia de una serie de lemas previos que ahora vamos a demostrar.

Sea V' C JA™ una variedad equidimensional de dimensién r. Sea 7 : V — A" un morfismo
lineal dominante. Este es el caso, por ejemplo, si 7 es una proyeccion lineal que representa
una normalizacién de Noether de V. Sean F := k(") y F := E ®j k[V]. Luego F es
un F —espacio vectorial de dimensién [F': E] < degV . Para f € F', denotamos por Ly
la aplicacion lineal

Ly:F —F, g— f-g.
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Se definen entonces la traza Tr(f) y la norma N(f) de f como la traza y el determinante
de la aplicacion lineal Ly, es decir

Te(f) == Trg(f) = Te(Ly), N(f) = Ng (f) = det(Ly).

Lema 1.3.10 Con la misma notacion del pdrrafo anterior, se tiene que un elemento
f € k[V] es divisor de cero si y solo si det(Lyg) =0.

Demostracion. El elemento f es divisor de cero en k[V] siy sélo si es divisor de cero en
F. El algebra F es un FE —espacio vectorial de dimensién finita y por lo tanto f es un
divisor de cero si y sélo si la aplicacién Ly no es inyectiva, lo cual equivale a la condicién

det(Ly) =0. O
Sean Fri1,...,F, € k[z1,...,z,]. Entonces F,i1,...,F, forman una sucesion reqular
en klxi,...,zp] si Fi41 no es un divisor de cero ni una unidad en el anillo cociente

kElxi, ... zn)/(Frg1, .-, Fo).

Lema 1.3.11 Sea V C IA™ wuna variedad equidimensional de dimension r. FEntonces
existe una sucesion reqular reducida de polinomios Friq,...,F, € k[xy,...,2,] tales que

VC V(F"’Jrla"')Fn) )
deg F; < deg V. m(F) < h(V) + c(n) deg V,

para todo 1.
Se puede tomar ¢ :=5(n+1)2log(n +1).

Demostracion. Asumimos sin pérdida de generalidad que xz1,...,x, son algebraicamente
independientes en k[V]. Luego la proyecciéon 7 : V — A" definida por = — (z1,...,2,)
es dominante.

Luego sea F; la ecuacién de la proyeccién de V' por el morfismo = — (w(x),z;) para
t=r+1,...,n. Afirmamos que F,,1,...,F, cumple con las condiciones del enunciado.

Los polinomios F; son polinomios separables en variables separadas, y por lo tanto forman
una sucesién regular reducida que contiene a V. Esto se sigue del lema anterior y del
criterio Jacobiano. Se tiene ademas deg F; < degV y

m(F;) < h(V(F)) + 3 (r+2)deg F; < h(V) + 5(n + 1)*log(n + 1) deg V/
por aplicacién de la proposicion 1.2.11 y el lema 1.2.4. O
Demostracion de la Proposicion 1.8.9. Sean F,yq,...,F, € k[z1,...,z,] polinomios de
grado acotado por § que forman una sucesion regular reducida que contiene a V. Sea
W = V(Fr41,...,F,) € A™. El polinomio F; es la ecuacién de la proyeccién m; : V. —

™! definida por z +— (7(z),z;), y por lo tanto la proyecciéon 7 : W — A" es dominante
y separable.
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Sea J € k[x1,...,x,] el Jacobiano de los F; con respecto a las variables x,11,...,2,, es

decir
OF;

833‘]' )U

Luego J € k[W] es no—divisor de cero. Sea A :=detL; € k[A"] — {0} la norma de J.
Luego A es un polinomio no nulo de grado

J = det(

degA < (n—r)é"".

Por el criterio Jacobiano, p € A" es un punto reducido de @ : W — A" si y sélo
si A(p) # 0. En nuestra situacién, esto equivale al hecho de que p sea un punto no
ramificado.

Luego existe p = (p1,...,pr) € A" no ramificado tal que h(p;) < degA, por el lema
1.1.3, y por lo tanto
h(p) < (n —r)logd + log(n — r) + n.

Por otra parte se tiene 7~ (p) =V NV (x1 —p1,..., 2, — pr) ¥y por lo tanto

h(m=1(p))

h(V)+ (r+1) (>, (h(pi) +1og2) +4rlog(n+1))é
< h(V)+r(r+1)((n—r)logd+log(n —r)+log2+ 4 log(n+1))4.

IN

a

La siguiente es la cota para la altura del polinomio minimal de un elemento en k[V]. Este
resultado es andlogo aritmético de [115, Proposicién 1].

Corolario 1.3.12 Sea V C A" wariedad equidimensional de dimension r y grado ¢ .
Sea m:V — A" la proyeccion x — (x1,...,2,). Asumimos que m es finita y separable.
Sea f € k[V], y sea my € k[A"][t] el polinomio minimalde f sobre k[IA"]. Entonces

m(my) < ci(deg £)? 62 h(V) + c2 (deg £)* 6* + c36 - h(f)

donde ¢y, co, c3 solo dependen de n .
Se pueden tomar c; :=8n, ¢ :=96(n+1)* y c3:=4.

Demostracion. Este resultado se sigue directamente de la proposicion 1.3.9 y del teorema
1.3.4. Hacemos aqui los célculos correspondientes.

Por el teorema 1.3.4 existe un punto no ramificado p € A" de = tal que

h(p;) < (n—r)logd + log(n —r).
Aplicamos a la variedad V' la traslacion 7 definida por x +— (1 — p1,...,2Zp — Dpy Try1,

., Tpn). Se tiene
h(r(V)) < h(V) + (n+1)26 (logé + 6)
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y por el lema 1.3.11 existe una interseccién completa reducida F := {F.;1,...,F,} C
klx1,...,zy,] tal que la variedad W := V(F) C JA™ contiene a V. Se tiene deg F; <4 y

h(Fot)<h(V)+ (n+1)*(ogé + 5log(n + 1) +6) 6.
Se tiene ademaés
h(r(V)o) < h(V) 4 (n+1)% (log § + 4log(n + 1) + 6) &

donde 7(V)p denota la fibra del punto 0 € A" con respecto a la proyeccién 7 o .
Concluimos entonces

m(myg) < ei(deg f)? 6* h(V) + ca(deg f)? 6" + c3 S h(f)
con c1 :=8n, c:=96(n+1)* y c3:=4. O
Sea V C IA™ una variedad equidimensional de dimensién r y grado §. Sea 7 : V —
A" la proyeccién x +— (z1,...,x,). Asumimos que 7 es finita. Luego la inclusién

klz1,...,z;] — Kk[V] es entera. Denotamos por deg® f y deg” f el grado f en las
variables libres x1,...,z, y en las variables dependientes z,11,...,T, respectivamente.

El resultado siguiente es una estimacion para el grado y las altura de la traza de f.

Estas estimaciones son cruciales para nuestra demostracién del teorema de ceros aritmético
(Teorema 2.3.2).

Proposiciéon 1.3.13 Sea V C A" una variedad equidimensional de dimension r y grado
. Sea w : V. — A" la proyeccion x© — (z1,...,x,). Asumimos que T es finita y
separable. Sea f € k[V]. Entonces

degTr(f) < deg*f-6&+ deg® f,
m(Tr(f)) < ci(deg” £)? 62 h(V) + ca(deg” f)? 6% + h(f)

donde c1, co, c3 solo dependen de n.
Se pueden tomar c; :=8n, cp := 10% (n + 1)%.

Demostracion. Alcanza con considerar el caso en que V' es irreducible. Sea
myp=t"+a, 1"+ +ag € K[A][t]
el polinomio minimal de f. Se tiene u|degm y por lo tanto Tr(f) = —(degn/p)a,—1 .
Consideramos en primer lugar el caso de un monomio 6 := z* = x;’fll ~oxin . Sea d = |i
el grado de 6. Se tiene entonces
degTr(0) < d-4,
m(Tr(9)) < d?6%(ci h(V) + c26%) +1ogd +d -6 log(r + 1)

por el teorema 1.3.4 y el corolario 1.3.12, donde c;, c2 denotan las constantes del corolario
1.3.12. Luego se tiene

degTr(f) < deg”f-0+deg®f,
m(Te(f)) < (deg* £)?-6%(ct h(V) + (c2 +n +1)8%) + h(f) +d +n.

por la linealidad de la traza. O
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1.3.3 Altura de Fibras vs. Altura de Variedades

La aplicaciéon més importante de los resultados de las subsecciones 1.3.1 y 1.3.2 consiste en
la estimacion de la altura de una variedad de dimensién positiva en términos de la altura
de una fibra 0—dimensional. Este apartado estd enteramente dedicado a la demostracién
de este resultado. El enunciado es el siguiente:

Teorema 1.3.14 Sea V C IA™ una variedad equidimensional de dimension v y grado ¢ .
Sea F := {Fr41,...,F} C k[x1,...,z,] una interseccion completa reducida que define
una variedad W =V (F) C A™ que contiene a V.

Sea m: W — A" la proyeccion x v (x1,...,x,). Asumimos que m es dominante y
separable de grado 0, y que 0 € A" es un punto no ramificado de . Entonces

h(V) < e10° h(m71(0)) + 207
donde ¢y, co dependen sélo de n, degF', h(F).
Sean d := degF' y h := h(F). Luego se pueden tomar c; := 216 (n + 1)*d? y ¢ :=

456 (n + 1)*n (h 4+ 2d + 3n + 3). Primeramente vamos a establecer algunos resultados
auxiliares.

Lema 1.3.15 Sea F := {F,41,...,F,} C kl[z1,...,2,] una interseccion completa re-
ducida que define una variedad W := V(F) C A™. Sea w : W — A" la proyeccion
x = (x1,...,2,). Asumimos que 7 es finita y separable de grado §, y que 0 € A" es un
punto no ramificado de 7. Entonces existe una forma lineal y € k[xy,...,x,] tal que la
proyeccion

. T
m W — A", T (T1y ooy Tim 1, Yy Tk Ly - e s Tp)

es finita y separable de grado §, y 0 € A" es un punto no ramificado de m; para todo i.
Se tiene ademds
m(y) < (r+2)logd +n+ 1.

Demostracion. Sea
x =t +as_1 07 -+ ag € K[U][AT][t]

el polinomio caracteristico de la forma lineal genérica n:=Uy+ Uy x1 4+ --- 4+ Up x,. Sea
a; € k[U] el coeficiente de azf en xy para 1 =1,...,r. Luego «; es un polinomio no nulo
de grado d. Esto es una consecuencia del hecho de que la proyeccién m tiene grado 9.

Por otra parte, sea p € k[A"][U] el discriminante de x con respecto a t. Luego p(0,U) #
0, por la hipétesis de que 0 € JA” es un punto no ramificado. Se tiene degp(0,U) < 62.
El polinomio 1 := p [[; o; tiene grado acotado por §"+2. Sea ¢ € k"D +1) tal que

¥(e) #0.

La forma lineal y := n(c) satisface las condiciones del enunciado.
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Mantenemos la notacién del enunciado del teorema 1.3.14 y del lema precedente. Sea
V' C A™ una variedad equidimensional de dimensién r y grado d. Sea 7 : V — A" la
proyeccién x — (z1,...,2,.), y sea Vp := 77 1(0) la fibra del punto 0 € A" con respecto
a 7. Consideramos las proyecciones

. r
Wi-vﬁjAa x'_>(xla'"7xi—17y7$i+17"'7x7‘)

para ¢ =1,...,r y denotamos por V; := 7r2-_1(0) la fibra del punto 0 € /A" con respecto
a ;. El siguiente resultado muestra que la altura de las fibras V; estd acotado por la
altura de la fibra Vj.

Lema 1.3.16 Mantenemos la notacion del pdrrafo anterior. Asumimos ademds y =
ZTy41. Entonces
h(Vi) < e1 6% h(Vp) + co 6

para i =1,...,7r, donde ¢1, co dependen sélo de n, degF, h(F).
Se pueden tomar ¢ :=16nd y ¢y :=24n(h+2d+ 3n).

Demostracion. Asumimos sin pérdidad de generalidad ¢ = 1. Sea
mi =1 +as_ 10+ tag € k[, ...,z

el polinomio minimal de la forma lineal z; con respecto a la proyeccién 7. En particular
my41 €s el polinomio minimal de y. Por la hipétesis de que 7 es finita y separable de
grado 9§, se tiene que m,1 coincide con el polinomio minimal de z;, salvo por un factor
en k*.

Sea ¢ = ((1,...,(,) € V1 un punto en la fibra de m. Luego sea q; := m,4+1(¢,0,...,0) €
k[t]. Luego ¢1(¢1) =0 y por lo tanto

h(¢1) < h(q1) +1ogd < h(myq1) + logd

por el lema 1.1.2. Sea ademds ¢; := m;((1,0,...,0,t) € k[t]. Se tiene ¢;(¢;) = 0 para
i=7r+2,...,n,y por lo tanto

R(G) < h(gi) +1logd < - h(ma)+ h(m;) + 2log(d + 1)
< (04 1)(c18-h(Vo) + c26?) +2log(d + 1)

donde ¢, co son las constantes del teorema 1.3.4. Concluimos entonces
(V1) < 6((6+1)(e16 - h(Vp) 4 c2 6%) + 21log(8 4 1)) + dlog(n + 1)

a

Sean A" y IA"™, consideradas como las variedades de las r x 1-matrices y de las r x n—
matrices con coeficientes en k. Consideramos entonces la proyecciéon genérica definida
por

w: A"TX A" xV - A" x A" x A", (b,G,x) — (b,G,b+ G - x)
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Este morfismo es dominante y separable de grado § [67]. Sea x = t°4+bs_1 t0 1 +-- -4 by €
E(U)[T] el polinomio caracteristico de la forma lineal genérica

M1 = Upg10 + Upp1271 + - + Urp 1,020

Sea ademéds Py = ast® + - + ag € k[U,T] el polinomio caracteristico de V', expandido
con respecto a las potencias de t := T,11. Se tiene entonces

Py =as - x.

Sea fy € k[U] el polinomio de Chow de V. Sean « := a5 y [ := bo(U,0). Se tiene
fv = P(U,0) y por lo tanto

fv=a-B.
El polinomio de Chow fy, es homogéneo de grado § en cada grupo de variedades U, y es
adema&s simétrico — salvo por + — con respecto a permutaciones entre estos grupos de
variables. El polinomio « es homogéneo de grado ¢ con respecto a los grupos de variables
Ui,...,U,, y no depende de U,y;. Referimos a la subsecciéon 1.2.2 para una discusién
mas detallada de estas cuestiones.
Consideramos las proyecciones
i3
m:V— AT, T (T1ye ey Tiyeo ey Tpg1)
para i =1,...,7+ 1. Asumimos que ; es finita y separable de grado §.

Sea B := (¢, A) € A"t x AU+TD" 1a matriz que corresponde a la proyeccién V — A+
definida por x +— (x1,...,2Zy41). Se tiene ¢ =0y A; = (0,...,1,...,0). Asumimos
ademaés

fv(B) #0.

El siguiente lema muestra que el polinomio de Chow fi se puede expresar en términos
del polinomio caracteristico x de la forma lineal 7,41 .

Lema 1.3.17 Mantenemos la notacion de la discusion precedente. Entonces

fv=x-8-1] BB1,...,B,Uis1,...,Us,U;) /B(B1, ..., Bi_1,Us, ..., Uy, By)
=1

para algun \ € k* .

Demostracion. Se tiene

fv=a(Ui,....,U;) - B(U,...,U1) = xa(Us,...,Ups1) - B(Us,...,Uprs1,Unr)

gracias a la simetria de fy . Luego se tiene

Q= :l:a(U27 EER) UT+1) : ﬁ(U% SRR UT+1> Ul)/ﬁ(Ula SRR UT+1)'
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Esta expresion no depende del grupo de variables U,,1, y por lo tanto
o = ZE/B(UQ, ceey Ur, Bl, Ul)/ﬁ(Ul, ey UT, Bl) . Ot(UQ, ceey Ur, Bl)

donde Bj denota la 1-fila de la matriz B = (¢, A). Aplicando sucesivamente este
principio obtenemos la identidad

a==+a(By,...,B Hﬁ Ust,..., U, By, ...,B,U)/B(Us, ..., Up, By, ..., By).

El enunciado se sigue entonces por la simetria de (8 con respecto a permutaciones entre
Ui,...,U,.. O

Demostracion del Teorema 1.3.14. Alcanza con considerar el caso en que V' es irreducible.

A lo largo de esta demostracién vamos a mantener la notacién introducida en la discusién
previa al lema 1.3.17. Asumimos por el momento y = x,41, es decir, que las todas las
proyecciones
i
. T ~
mV— A", T (T, Ty Tpg1)
son finitas y separables de grado §.

Vamos a utilizar la identidad introducida en el lema 1.3.17 para calcular el desarrollo del
polinomio de Chow fy alrededor del punto B € A+1(n+1)

Sea FE; la matriz asociada a la proyeccién m;, es decir, la matriz que se obtiene a partir
de la matriz B suprimiendo la i—fila B;. El punto P; := (E;,0) € A" x A" x A" es
entonces un punto no ramificado de la proyeccién genérica w. Sea

Zi=w YP)=E;xV; C A" x A"" x A"

la fibra de @ en el punto P;. Sea p; € Z; y sea w](.i) € k[[U — E;,T]] la inversa local de
la proyeccién w en el punto p;. Se tiene entonces la identidad

1—[(S )
t— 77r+1 ))
J=1

y en particular

p= iH Nr+1 (1 )(U 0))-

7=1
Esta identidad nos permite estimar el valor absoluto de las derivadas de (3 en el punto
E; € A" x A" . Hacemos

0V = 0@ (B, B Uiga,. . Uy, 0)(U3),
cQgZ) = "77‘+1(77/}J(l)(317"'7Bi—1>Ui7"'7UT70))(Bi)'

y se tiene entonces la indentidad

fo =316 T TT
J ij ij
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por el lema 1.3.17. Sea v € M}, un valor absoluto, y sean Cy := Cy(v), C1 := Cq(v) >0
constantes no—negativas tales que

log |0 v (B,0)| < Co(v) m| + C1(v)
para |m| < degfy =(r+1)9J.
Consideramos en primer lugar el caso v € S . Entonces se pueden tomar
Ci(v) = (r+1)n+1)h(V;)+h(J(Vi))™) + (r+1)(n+1)h,
+3(r+1)(n+1)d+2(r+1)* (n+ 1)+ (r+1)8

y Co(v) :=3C1(v), por el corolario 1.3.3. Aqui J denota el Jacobiano del endomorfismo
de A" x A™ x A" definido por z +— (w(z), F(zx)).

Sea a:=1]];; gji)(B) € k*. Se tiene entonces
loglfvlv < (Ci+(r+1)n+1)+702r+1)8) 78+ Co+ ho(a™1))d

+C1+(r+1)n+1)+42r+1)6)(r+1)6 + log ||
< (C1+2(n+1)5C+24(n+1)382 + hy(a™1)) d + log ||

por el corolario 1.3.7 El caso v ¢ S, se trata en forma analoga. Se tiene o = H?Zl B(FE;, B;),
y por lo tanto

~loglo| <Ti(a) <6 Ci(v).

Luego se tiene

h(fv (U — B)) < k1 62 h(V;) + k9 8% + 6 - h(a)

por aplicacién del lema 1.3.8. Aqui se tiene
k1= 8(n+1)3d, kg :=8(n+ 1)3(h+d+3(n+1)).

Se tiene ademéas h, (o) < C1(v) y por lo tanto

hy(a) < k3 h(V;) + K46
con k3 :=2(n+1)%d y kg :=2(n+1)%(h+2d+ 3(n+ 1)). Deducimos entonces
(n+1)°dy (n+1)
h(fv(U — B)) < k5 6° h(Vp) + kg 6°

por aplicacién del lema 1.3.16. Aqui se tiene x5 := 216 (n + 1)*d? y kg := 450 (n + 1)*d
(h+2d+ 3n+3). Se tiene entonces

m(fv) < k50° h(Vo) + ke 0° + 4(n + 1)%6.

Consideramos ahora el caso general. Sea y € k[z1,...,x,] la forma lineal que se obtiene
a partir del lema 1.3.15. Se tiene, en particular,

m(y) < (r+2)logd + (n+1).
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Sea entonces ¢ : A" — JA™ una aplicacién lineal inversible tal que ¢(y) = z,41 y tal
que @(z;) = x; para i =1,...,r. Se puede suponer h(p), h(¢~!) <2(n+1)6. Se tiene
entonces

h(p(V)) < k56 - h(p(Vo)) + #68° < k5 6° - h(Vo) + (ke + 7(n +1)) 67

y por lo tanto
h(V) < k5 6° R(Vo) + (k6 + 11(n +1)?) 7.

1.3.4 Parametrizaciones

En esta subseccién introducimos la nocién de solucion geométrica para una variedad de
dimensién positiva. Esta nociéon es una forma débil de parametrizacién de variedades.
Luego estudiamos la relacion entre la altura de una variedad y la altura de su solucién.

Sea V C A" variedad equidimensional de dimensién r y grado §. Sea 7w :V — A" una
proyeccién lineal finita y separable. Sean F := k(A") y F := E Q k[V]. Luego F es
una F —élgebra finita y separable de grado degm < ¢. Una forma lineal ¢ € k[x1, ..., x,]
es un elemento primitivo de V con respecto a 7 si se tiene

F = E[().

Podemos interpretar esta nocién en términos geométricos. La FE —dalgebra F' es el anillo

de coordenadas de una variedad 0—dimensional Vp C A" "(E). Luego una forma lineal
¢ € k[z1,...,2,] es un elemento primitivo de V' si y sélo si la proyeccién

Ve — AL, x— ((x)

separa los puntos de Vg, es decir, ((§) # ((0) para £, 0€ Vi, £ # 0.

Introducimos ahora los aspectos basicos de teoria de dualidad algebraica que vamos a
utilizar en lo que sigue. Nos restringimos por el momento al caso 1-dimensional. La
referencia standard es el libro de Kunz [87]. Para el caso 1-dimensional referimos también
al libro de Lang [88]. Tratamos el caso n—dimensinal en la subseccién 2.3.1.

Sea A el anillo de polinomios k[z1,...,z,]. Sea A[t] el anillo de polinomios 1-variados
con coeficientes en A y sea P € A[t] un polinomio separable de grado d. Consideramos
entonces el A—dlgebra

B = A[t]/(P).

Asumimos que la inclusién A — B es finita o, equivalentemente, que P es un polinomio
moénico con respecto a t. Hacemos entonces

d—1

P(u) — P(t) = (u—1t) Z bi(t) u'

=0
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con b; € AJt]. Se tiene entonces
Plg=> Tr(g-bi)t
i

para g € Alt], donde P’ denota la derivada de P con respecto a la variable ¢. Esta
identidad es un caso particular de la férmula de traza de Tate. Esta formula nos permita
controlar la representacién del elemento P’ -§ en la base {1,...,t% 7'},

Sea E el cuerpo de fracciones de A y F := E®; B. La férmula de Tate se extiende por
linealidad al caso g € E|t].

Sea C la clausura entera de A en F'. Se tiene entonces

Plc=> " Tr(c-b)t’

para c¢ € C'. Luego se tiene Tr(c-b;) € A, yaque A es integralmente cerrado. Obtenemos
entonces la inclusién
P .-cCB.

Introducimos ahora la nociéon de solucién geométrica de una variedad. Sea V C A"
variedad equidimensional de dimensién r y grado §. Sea 7 : V — JA"™ un morfismo lineal
finito y separable. Sea ( € k[x1,...,x,] un elemento primitivo de V' y sea P € k[A"][t]
su polinomio minimal. La k—algebra k[V] es entera sobre k[A"] y por lo tanto se tiene

P'-k[V] € K[AT][C].

Sea p := discr(P) € k[A"] — {0} el discriminante de P. Luego P’ divide a p en k[A"][{]
y por lo tanto
p-k[V] C E[AT][y].

En particular se tiene k[V], = k[A"]|[y],. En términos geométricos, la proyeccién
¥V — AT z = (p(x), ((2)),

es un isomorfismo de V en la hipersuperficie V(P) C A™*! en el abierto {p # 0}. Sean
v; € k[AT][t] tales que

p-xi =v;i(Q), deg® v; < d—1,

para ¢ =1,...,n. Los polinomios v; son las parametrizaciones de V con respecto a 7 y
a ¢. Sea I(V) C k[z1,...,xy,] el ideal de definicién de V. Luego se tiene

I(V)p: (P,pfﬁl _vla--'vpxn_vn)p'

Equivalentemente, el morfismo

p:V(P)y,—V,, y = (v1, )/ (W) vn(y)/p(y))
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es la inversa de la proyeccién 1 en el abierto {p # 0}. El morfismo ¢ representa una
forma débil de parametrizacién de la variedad V.

Notamos que el sistema de polinomios P, vq,...,v, estd univocamente determinado por
la variedad V', la proyeccion 7, y el elemento primitivo (. Este sistema de polinomios es
la solucion geométrica de la variedad V asociadaa 7w y (.

El siguiente resultado muestra la existencia de una proyeccién lineal # y un elemento
primitivo ¢ de baja altura.

Lema 1.3.18 Sea V C A" wariedad equidimensional de dimension r y grado 6. Enton-
ces existe una proyeccion w:V — A" finita y separable, y un elemento primitivo ¢ de
V' con respecto a 7 tales que h(m), h(¢) < 2logd.

Demostracion. Sea Py € k[U,T] el polinomio caracteristico de V' y sea
Py =ast® + -+ ag

su desarrollo con respecto a la variable ¢ := T,41. Sea p := discr(P) el discriminante de
Py con respecto a t. Sea B e EUtDHD) ta] que

as - p(B) #0.

Luego las formas lineales y; := n; (B;) = Bio+ Bj1x1+- - -+ By, determinan una proyeccién
7w := (y1,...,yr) finita y separable y un elemento primitivo ¢ := y,41 .

Los polinomios as, p son no nulos de grado acotado por § y 62 — § respectivamente, en
cada grupo de variables U;. Luego B se puede tomar de altura acotada por 2logd. O

En lo que sigue estudiamos la relacion entre la altura de una variedad y la altura de su
solucién geométrica. El siguiente resultado muestra que la altura de la solucién geométrica
esta acotada — polinomialmente — por la altura de la variedad.

Proposiciéon 1.3.19 Sea V C IA™ una variedad equidimensional de dimension r y grado
d. Sea m:V — A" la proyeccion x — (x1,...,x,). Asumimos que T es finita y separable
y que ( := x,41 esun elemento primitivo de V. Sean P,v1,...,v, € k[A"][t] el polinomio
minimal de ¢ y las parametrizaciones de V , respectivamente. Entonces

degP <

degv; < 262,

m(P) < h(V)+ad,
m(v;) < a6 (V) + c365,

donde ¢y, co, c3 sdlo dependen de n .
Se pueden tomar c¢; := 5(n+1)2log(n+1), cg := 14(n+1)%log(n+1) y c3 := 10} (n+1)*.

o7



Demostracién. El polinomio P es la ecuacién de la proyecciéon V. — A" y por lo tanto
deg P < §. Se tiene ademas

h(P) < h(V) + 5(r + 1)%log(n + 1)§
por la proposicién 1.2.11.

Ahora estimamos el grado y la altura de las parametrizaciones por medio de la férmula
de traza Tate. Sea P(t) = Y%, a;t'. Se tiene

6—1
P(u) — P(t) = (u —t) Z bi(u) t!
i=0
con b; = Z?’:i aju’~". Luego se tiene degb; = —i y m(b;) < m(P)+dlog(n+1). Por
otra parte, sea p := discr(P) el discriminante de P,y sea ¢ € k[A"][t] tal que p=P’-p.
Luego se tiene ‘
vj=p ZTr(:cj i)t

Se tiene dego = 6%—26 y degTr(z;j-b;) <46(6 —i+1) y por lo tanto degv; < 246%. En
cuanto a las estimaciones de altura, se tiene

m(Tr(x; - b)) < c16*h(V)+c28°%+ 36 h(P)
< (e1+6(n+1)2log(n+1))d* (V) + 265

donde c;1, co son las constantes de la proposicién 1.3.13. Se tiene ademés

m(o) < m(o) < 268(m(P)+3dlog(n+1) + 2logd)
25 - h(V) +1256%log(n + 1).

A

Concluimos entonces

m(vj) < m(o)+ max; m(Tr(z; - b;)) + 62 log(n + 1) + logd
< ey 5 h(V) +c3 56
con cg = 14(n+1)%log(n +1) y c3:=97(n + 1)*. O

La nocién de soluciéon geométrica permite introducir una definiciéon alternativa de altura
de una variedad de dimensién positiva.

Sea V C A™ variedad equidimensional de dimensién r y grado §. Sea (P, vq,...,v,) la
solucién geométrica de V' con respecto a una proyeccién finita y separable 7 : V — A" y
un elemento primitivo (. Luego se define la altura de V' con respecto a m y a ( como

n(V,m,C) := h(P,v1,...,0,).

Para una variedad V fija, esta nocién de altura es una funcion, y no un tnico parametro.
Se puede obtener un tnico pardmetro asociado a V', definiendo su alturan como

n(V) = Iglragxn(Vm, ()
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donde 7 : V — IA" es una proyeccion finita y separable y ( es un elemento primitivo
tales que
h(m), h(¢) < k logd

para una constante universal k suficientemente grande que asegure que efectivamente
existan m y ( que satisfagan estas condiciones. El lema 1.3.18 muestra que se puede
tomar k := 2. Esta nocién de altura fue introducida por Giusti et al. [54] para el caso
en que V es intersecciéon completa reducida Notamos que se extiende sin modificaciones
esenciales al caso general.

En lo que sigue vamos a probar que esta nocién de altura es polinomialmente equivalente
a la nocion de altura definida a partir del polinomio de Chow. El resto de esta seccién
esta dedicado a la demostracion de este resultado. Mostramos en primer lugar que esta
nocién de altura de una fibra de .

Lema 1.3.20 Sea V C IA™ wuna variedad equidimensional de dimension r y grado 0.
Sea m:V — A" la proyeccion x — (x1,...,2z,). Asumimos que m es finita y separable,
que 0 € A" es un punto no ramificado de w, y que ¢ := z,41 es un elemento primitivo
de V . Entonces

h(m=1(0)) < 46°n(V,m,¢) + 46°.

Demostracion. Sea Vo := 7~ 1(0) la fibra del punto 0 € A" y sea & = (&1,...,&,) € V.
Sea P € k[x1,...,z,][t] el polinomio minimal de (. Luego se tiene P(0,...,0,&4+1) =0
y por lo tanto

h(&r41) < n+logd.

Para r 4+ 2 < i < n denotamos por v; la parametrizacién de z;, y sea p := discr(P) el
discriminante de P. Luego se tiene

& = vi(0)(&r+1)/p(0)

y por lo tanto

h(&)

IN

2(vi(0)(&+1)) + h(p(0)) < n+248%(n +logd) +1log248* +1
46%-n+468%.

IN

a

Lema 1.3.21 Sea V C IA™ wuna variedad equidimensional de dimension r y grado 0.
Sea :V — A" la proyeccion x v (x1,...,x,). Asumimos que T es finita y separable y
que ¢ = x,41 es un elemento primitivo de V . Entonces existe una interseccion completa
reducida F = {Fry1,...,Fn} C klx1,...,2,] que define una variedad V(F) C A™ que
contiene a V tal que

deg F; < 6, m(Fy) < 162 (V) + ¢z 0%,

donde ¢, co dependen solamente de n .

59



Se pueden tomar ¢; ;=3 y cp :=12log(n+1).

Demostracion. La demostracién de este resultado es analoga a la del lema 1.3.11. Toma-
mos a F; como la ecuacién de la proyeccion V — A definida por x +— (7(z), 7;).

Sea E := k(A") y sea F := E ® k[V]. Luego F es una E-dlgebra de dimensién
D :=degm < 6. Sea M = (M;;)ij € kP*P la matriz de la aplicacién L¢ : F — F
en la base {1,..., COD _1}. Sea wv; la parametrizacién de x; y sea p el discriminante del
polinomio minimal P de (. Luego

Ni = vi(M)/p

es la matriz de la aplicacién L, : F — F. Sea x; € k[IA"][t] el polinomio caracteristico
de N;. Luego la ecuacién F; es un factor de y.
Se tiene deg M;; <& y m(M;;) < n+ dlog(n+1). Luego degv;(M) < 253 y
m(v;(M)) < m(v;) + 26%(max;; m(M;;) + log(r + 1) + §log(r + 1))
< 3682-n+8log(n+ 1)8.

Luego se tiene

m(F;)

IN

m(x) < 63020+ 8log(n +1) 8% 4 (26% + 1) log(n + 1) + log )
3530+ 12 log(n + 1) 64

IN

a

Corolario 1.3.22 Sea V C A" wariedad equidimensional de dimension r y grado 9.
Sea m:V — A" la proyeccion x v (x1,...,2,). Asumimos que 7 es finita y separable
de grado 6, y que 0 € A" es un punto no ramificado de V. Asumimos ademds que
¢ :=xr11 es un elemento primitivo de V . Entonces

n(V,m,¢) < 18 h(V) + 289,
V) < 36 n(V,m,¢) +cad®
donde ¢y, co, c3, cq4 dependen solamente de n .
Se pueden tomar c3:=2-103(n+1)* y ¢4 :=5-10% (n + 1)°.
Demostracion. La primera parte se sigue directamente de la proposicién 1.3.19. Conside-

ramos entonces la segunda estimacién.

Sea F = {Fy41,...,F,} C k[x1,...,2,] una interseccién completa reducida que define
una variedad W := V(F) C JA™ que contiene a V. Sean d :=degF y h:= h(F). Luego
se tiene

h(V) <der 8" n(V,m,¢) + (dey + c2) 88

por aplicacién del lema anterior y del teorema 1.3.14. Aqui ¢1, co son las constantes que
intervienen en el enunciado del teorema 1.3.14. Se tiene entonces

h(V) S C3 512 ’ 77(V7 0, CO) + ¢4 613
con c3:=2-103(n+1)* y ¢4 :=5-103(n +1)5. O
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Este resultado nos permite concluir que h y 1 son polinomialmente equivalentes, es decir
n(V) < (né-h(V))", h(V) < (nd-n(V))*
donde ¢, co > 0 son constantes universales.

Teorema 1.3.23 Sea V C A" wariedad equidimensional de dimension r y grado 0.
Entonces

n(V) <e16*h(V) + ¢z 6°, h(V) < c382(V) + 4613,
donde ¢y, co, c3, c4 solo dependen de n.

Se pueden tomar c¢; := 14 (n +1)%log(n + 1), c2:=2-10>(n+1)7, c3:=2-103 (n + 1)*
y cq:=10* (n +1)°.

Demostracion. Sea w : V. — IA" una proyeccion lineal finita y separable y sea ¢ un
elemento primitivo de V. Asumimos ademds h(w),h({) < 2 logd.

Sea ¢ : A™ — JA™ una aplicacion lineal inversible tal que m = (¢1,...,0,) ¥ ¢ = @r41.
Podemos asumir entonces h(p) < 2 logd, y por lo tanto, h(¢~!) < 2n logé +n logn.

Sea p € A" un punto no ramificado de la proyeccion
e N (V) — I, x = (T1,...,2,).

Por la proposicién 1.3.9 podemos asumir h(p) < n logd+2n. Sea entonces 7: A" — A"
la traslacién = +— z+p, ysea ¢ :=Top. Sea W := ¢~ 1(V) C A™. Luego la proyecciéon

my: W — AT, = (T1,...,2,)

es finita y separable, 0 € A" es no ramificado y (p := x,41 es un elemento primitivo de

W

Se tiene ¢! = o=t —p tor yporlo tanto h(¢) <2nlogé+2ny h(¢p~!) <4n logd+
2n logn. Luego se tiene

77(”/5 70, CO) < 77(V>7T7 C) + h((z)_l) < 77(V77T7 C) +4n log(s +2n

h(W) < h(V)+5(n+1)%(4 logé + Tlogn + 1) 6.

Por lo tanto
n(V,m,¢)

IN

n(W,m, () +2nlogd +2n
< 1 6Ph(W) + 8% +2n logd +2n
< Cs 54 h(V) + ce 56

donde c;, co, son las constantes que intervienen en el enunciado del corolario 1.3.22. Se
pueden tomar c5 := 14(n + 1)2log(n + 1) y cg:= 130(n +1)7.

A
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Por otra parte, la hipétesis h(m) < 2 log d nos permite suponer sin pérdida de generalidad
degm = . Luego podemos aplicar el teorema 1.3.14 y nos queda entonces

h(V) < h(W)+(r+1)(2logd+7(r+1)log(n+1))d
< 30 n(W,mo, o) 4+ ¢a 6" + (r +1)(2 logd + 7(r + 1) log(n + 1))
< 02 (V) +cg 63

A

donde c3, c4 son las constantes que intervienen en el enunciado del corolario 1.3.22. Se
pueden tomar c7 :=2-103(n +1)* y cg := 10%(n + 1)°. ]

1.4 Aplicaciones

Los resultados de la seccion anterior muestran la estrecha relacién existente entre la altura
de una variedad y la altura de una fibra de una proyeccién finita. Estos resultados permiten
reducir el estudio de la altura de una variedad al estudio de la altura de una fibra 0-
dimensional.

En esta seccién aplicamos estos resultados en diversas situaciones. La aplicaciéon més
notoria es la desigualdad de Bézout aritmética (Teorema 1.4.4). Obtenemos ademds una
estimacién para la altura de la inversa de un morfismo birracional de una variedad en un
espacio afin (Proposicién 1.4.7, 1.4.8).

1.4.1 Una Desigualdad de Bézout Aritmética

Esta subseccién estd dedicada a la demostracién de la desigualdad de Bézout aritmética y
a la derivacién de algunas de sus consecuencias. En primer lugar estimamos la altura del
producto de variedades.

Lema 1.4.1 Sean V C A™, W C IA™ wvariedades de dimension 0. Entonces

h(V x W) < deg(W) - h(V)+deg(V) - h(W) 4 ¢(m,n) deg(V) - deg(W).
Se puede tomar c(m,n) :=log(m + 1) +log(n+1).

Demostracion. Sean
¢ = Up+Uiyi+---Unym € E[U][A™],
n = Ulzi+---+ Uz, € k[U]|[A"]

formas lineales genéricas. Luego

F= 1] II (€©) +n(p)) € kU, UJ[A™ x I"]

EeV peW

es el polinomio de Chow de V' x W . Luego se tiene

F=1] fw(©.01,....Up).

£ev
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Sean ¢ :=degV y ¢’ := deg W . Luego

< Yem(fw) + 0" (m(C(€)) + log(m + 1) +log(n + 1))
< 0-m(fw) 4+ -m(Fy)+ (log(m+ 1) +log(n+1))d - &'

|

Corolario 1.4.2 Sean Vi C A™,...,V; C A™ wariedades de dimension 0. Sea 9; el
grado de V;. Sean n:=3% n; y §:=1][; 6;. Entonces

h(Vix - x V) /6 <> h(V;)/6; + 21 log(n + 1).

Proposicion 1.4.3 Sean Vi C A™ ..., V; C IA™ wariedades. Sea 0; el grado de V;.
Sean n:=73%,n; y d:=1[; 6;. Entonces

h(‘/i X oo X Vl) < 61(582 h(%)+cz69
donde ¢, co dependen solamente de n .
Se pueden tomar c; ;=103 (n+1)* y c2:=2-103(n +1)7.

Demostracion. Es suficiente considerar el caso en que V; es irreducible para todo 7.

Sea r; la dimensiéon de V;. Sean Fj; € k[a:@,...,:cﬁff] polinomios tales que F; :=

{Fir;+1,--.,Fin;} es una interseccién completa reducida que define una variedad W; :=
V(F;) € A™ que contiene a V;. Asumimos ademés

deg Fy; < 04, m(Fij) < h(V;) + 1 65,
con ¢; :=5(n+1)%log(n +1). Luego F := {Fj;};j C k[x1,...,2,] es una interseccién
completa reducida tal que la variedad W := V(F) = Wy x --- x W; € A" contiene a
V=V x---xV,. Se tiene

deg F;; < max d;, m(F;) < max h(V;) + ¢ max J;.
K3 1 1

Sea m; : V; — IA™ una proyeccion finita y separable de grado §; tal que 0 € A™ un
punto no ramificado de ;. Asumimos

h(ﬂ'z) S Cg(ni) log 51 + Cd(nl)
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con cz(n) :=ny cz(n) :=2n. Sea r := >, r;, = dimV. Luego la proyeccién 7w :=
my X ---m: V. — IA" es finita y separable de grado § y 0 € /A" es un punto no ramificado
de m. Se tiene ademds

h(m) < ca(n) log(mzax 3i) + c3(n).

Sea w; : A™ — A" la proyeccién z — (x1,...,2y), ¥y sea ¢; : A™ — A™ una
transformacion afin inversible tal que w; = m; o ;. Podemos suponer entonces

h(gi) < h(m), h(p; ') < ngh(m) + n; logn,.
Sea Z; := ¢; (V) C A™, y sean

o = 1 XX AT — A",
Z = Zyx---xZ=p YV)C A"

Se tiene entonces

h(Z;) < h(V;) 4 T(n; 4+ 1)3 62.

Sea Zjp := wi_l(O) C A" lafibrade w; en0ysea Zy:=Zigx---XZjg= w 1(0) C A"
la fibra de w:=w; X --- X ww; en 0 € A™. Luego

h(Zio) < h(Z;) + (ni +1)36; < h(V;) + 8(n; + 1)3 62
Por el lema 1.4.1 obtenemos entonces

h(Zo) <6 h(Zip) +21log(n+1)6 <6 > h(V;) +101(n + 1)° 5.

Se sigue entonces

h(V) < h(Z)+8n+1)26 < k16°-h(Zy) + ko™ + 8(n + 1)3 62
< K188 h(Vi) + (101(n+ 1)3 Ky + Ko +8(n +1)3) 67

por el teorema 1.3.14 donde k1, ko son las constantes que intervienen en el enunciado de
este teorema. Concluimos entonces

h(V) < esd® > h(Vi) +c56°
con cq =103 (n+1)* y ¢5:=2-103(n+1). O

Teorema 1.4.4 (Desigualdad de Bézout Aritmética) Sean Vi,..., Vi C IA™ variedades.
Sea 6; el grado de V; y sea 6 :=1]]; 6;. Entonces

AVin---NV) <e16® > h(Vi) + e 6°

donde c1, co dependen solamente de n .
De hecho se pueden tomar c¢; := 10% (n +1)* y cp:=2-103 (n +1).
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Demostracion. Esta estimacion se sigue directamente de la proposicion 1.4.3 y de la
identidad
Vlﬂ...m]/i:(le...xw)mEgE

donde E = A" es el espacio lineal {z11 —x21 =0,...,21n — 21, =0} C Al O

Como un caso particular de este resultado, obtenemos la siguiente estimacién para la
altura de la interseccién de una variedad con una hipersuperficie.

Corolario 1.4.5 Sea V' C A" wvariedad de grado § y sean fi,...,fs € k[xy,..., z,]
polinomios de grado acotado por d y medida de Mahler acotada por h. Entonces

h(VAOV(fi,..o fs) < e (d6)8 (h+ h(V)) + ¢z (d°6)°.

Se pueden tomar c; ;=103 (n+1)° y c3:=2-103(n +1)7.

Sean fi,...,fs € k[z1,...,x,] polinomios que definen una variedad V :=V(fi,..., fs) C
IA™ de dimensién 0. Se tiene en particular

w(V) < ¢p(n)d®™ h 4 co(n) d®"

donde w(V) := Y ¢cy h(§) denota la altura de Weil de V' y ¢1, ¢ sélo dependen de n.

Obtenemos la siguiente estimacién para la altura de la imagen de una variedad por un
morfismo.

Lema 1.4.6 Sea V C A" wuna variedad y sea @ : A" — IA™ un morfismo racional.
Sean fi, gi € kl[z1,... 2] polinomios tales que ¢ = (fi/g1,..., fm/gm). Sean d :=
max;{deg fi,degg; + 1} y h:=max; h(fi/g:;). Entonces

h(p(V)) < 1 (d™6)%(h+ h(V)) + ¢z (d™ 6)°

donde c1, co dependen solamente de n .
Se pueden tomar c¢; :=10% (n +1)° y cp:=3-103(n +1)7.

Demostracion. Sea Gr(p) C A™ x A™ el grafico de ¢ : V — A™. Luego

Gr(p) =V(giyr — fi,- -, Gm Ym — fm) € A" x A™

y por lo tanto ¢(V) = 7n(Gr(y¢)), donde 7 : A™ x A™ denota la proyeccién (x,y) — y.
Luego se tiene m(g; x; — f;) < h+d+n+2 y por lo tanto

h(p(V) < e (a7 8)(h + h(V)) + c2 (d™ 5)°.

con ¢; =103 (n+1)° y ¢ :=3-103(n +1)". O
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1.4.2 Inversa de un Morfismo Birracional

Sea ¢ : V — A" un morfismo birracional entre una variedad equidimensional V' C A" y
un espacio afin JA”. La siguiente es una estimacién para la altura de la inversa de .

Proposiciéon 1.4.7 Sea V C A" una variedad y sea ¢ : V — A" un morfismo birra-
cional. Sean f;, g; € klx1,...,xy,] tales que ¢ = (fi/g1,.-., fr/gr). Sean § := degV,
d := max;{deg fi,degg; + 1} y h:= max; h(f;/g;). Entonces

he™h) <er(d - 8)%(h + h(V)) + co (d6)°
donde ¢, co dependen solamente de n .

Se pueden tomar c¢; :=10% (n +1)° y cp :=3-103(n + 1)7.

Demostracion. Sea o~ :=1) = (h1/ki1,...,hn/ks) con h;, k; € k[x1,...,2,] polinomios
sin factores comunes. Se tiene

GI‘(T/J) :V(klxl —hl,...,knxn—hn) g A" x A"

y por lo tanto V(k;z; — h;) = m; (Gr(v)), donde m; : A" x A" — A"l denota la
proyeccién (y,x) — (y,x;). Luego

h(hi/ki) < m(kiz; — hi) + d log(r + 1)
< e (d - 8)3(h+h(V)) +ca(d-6)°

donde k; x; — h; es un polinomio irreducible y el grafico de v coincide con el grafico de
@. Aqui ¢1, co denotan las constantes que intervienen en la desigualdad de Bézout.

a

En el caso particular en que ¢ : A" — /A" es un automorfismo podemos obtener
una estimacién para la altura de la inversa directamente a partir de los resultados de
la subseccién 1.3.1. .

Proposicién 1.4.8 Sea ¢ : A" — IA"™ un automorfismo de A", y sea ¢ := ¢~ ! su

inversa. Sea d := max; degy; y h:=max; h(yp;). Entonces
h(y) < 8nd™(h+dh(€)) +4d*™ +36dn* d" T,

donde & := ¢~ 1(0) denota la fibra del punto 0 € A™.

Demostracion. Sea 1 = (g1,...,9n) con g; € k[z1,...,x,]. Se tiene degg; < d" por el
lema 1.2.2. Luego

ho(1) < (3d™ + 1)(nd - hy(&) + hy(Jp (€)71) + nhy 4 3nd + 20 + d")
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para v € S, donde hy, = hy(p), & := ¢ 1(0) y J, denota el Jacobiano de ¢.
Anélogamente

ho(¥) < (3d" + 1) (nd - Ful€) + o(Jo(€) ™) + ndhy)
en el caso v ¢ Si. Se tiene entonces
h(y) <4d™(ndh(€) + h(J,(&)™ 1) +nh+3nd+2n® +d").
Por otra parte, se tiene ademds h(J,(€)™1) < ndh(€) +n(h+d+ 3n). Concluimos

h(y) <4d™(2nd-h(€) +2nh+36n*d + d").

La altura de la fibra & se puede estimar como
R(E) <e1d®™ h+ e d®",

donde ¢ , co son las constantes que intervienen en el enunciado del corolario 1.4.5. A
partir del resultado anterior obtenemos la estimacién

h(w) < cs3 d9n+1 h+C4 d10n+1

con c3:=5-103(n+ 1) y ¢4 :=10* (n + 1)

67



Capitulo 2

Cotas para el Teorema de Ceros

Nuestro tratamiento del teorema de ceros se basa principalmente en dos técnicas. Cada una
de estas técnicas se aplica en distintas situaciones, y son, en gran medida, complementarias
entre si.

La primera técnica fue desarrollada por Dubé [41] y el autor [122], [123]. Se trata de un
método combinatorio. La idea principal consiste en trasladar el problema en cuestién al
espacio proyectivo IP"® — visto como una completacion del espacio afin — para luego
deformar las ecuaciones adecuadamente. De esta forma se reduce el problema al caso en
que las ecuaciones se cortan en forma propia, que se resuelve facilmente aplicando técnicas
clasicas de eliminacion.

Este método es eficiente con respecto a las cotas de grado. Por otra parte, es aplicable
sobre anillos mas generales que el anillo de polinomios. Este ultimo aspecto es crucial para
la obtencién de las versiones ralas del teorema de ceros.

La segunda técnica se basa en ideas de Jacobi sobre dualidad en anillos intersecciéon com-
pleta reducida. La ventaja méas sobresaliente de este método es que permite obtener
identidades explicitas para los polinomios en el teorema de ceros. Esto permite controlar
otros pardmetros — ademads del grado — y ya fue aplicado con éxito para controlar la
altura y la complejidad de evaluacién de los polinomios en el teorema de ceros [59], [48],
[83], [62], etc..

Aplicamos este método para obtener cotas de altura esencialmente éptimas para el teorema
de ceros sobre variedades interseccién completa (Teorema 2.3.2). Este resultado nos
permite obtener cotas inferiores para la aproximacién entre variedades de dimensién po-
sitiva.

2.1 Cotas de Grados

En esta seccién tratamos las cotas de grado para los polinomios en el teorema de ceros.

En primer lugar consideramos las versiones efectivas del teorema de ceros sobre anillos
Cohen—Macaulay (Teorema 2.1.8 y Corolario 2.1.9). Este resultado constituye la parte
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central de nuestra derivacién del teorema de ceros esparso.

Luego consideramos el teorema de ceros efectivo en su forma cldsica. Obtenemos nuevas
cotas para los grados para el caso de un sistema de ecuaciones cuadraticas (Teorema
2.1.10).

Obtenemos ademas una cota para los grados en términos de un nuevo parametro, el grado
algebraico de un sistema de ecuaciones (Teorema 2.1.15). Esta cota contiene esencialmente
a todas las cotas conocidas, y las mejora en ciertos casos particulares.

2.1.1 Un Teorema de Ceros Efectivo sobre Anillos Graduados Cohen—
Macaulay

A lo largo de esta seccién, denotamos por k£ un cuerpo infinito y por k su clausura
algebraica. Alternativamente, denotamos por S al anillo de polinomios k[zg,...,zy].

Para un ideal homogéneo J del anillo de polinomios k[zo, ..., x|, denotamos por dim .J
denota la dimensién de Krull del anillo cociente k[xo,...,xy]/J . El grado degJ de J
se define como (dim J — 1)! veces el coeficiente principal del polinomio de Hilbert de la
k—algebra graduada k[zo,...,x,]/J.

Un anillo graduado A es Cohen—Macaulay si contiene una sucesion regular de elementos
homogéneos de longitud igual a la dimensién de A. En particular A es equidimensional,
y el cociente de A por cualquier sucesién regular de elementos homogéneos es Cohen—
Macaulay.

Sea I un ideal homogéneo Cohen—Macaulay del anillo de polinomios k[zg,...,x,], es
decir, tal que el anillo cociente k[zo,...,z,]/I es Cohen-Macaulay. Sea r la dimensién
de I ysea V(I) CIP" la variedad definida por I en el espacio proyectivo.

Sea p € S/I elemento homogéneo que es un no—divisor de cero. Sean 71,...,ns € S/I
elementos homogéneos de grado 1 — o, mas brevemente, formas lineales — que definen la
variedad vacia en el abierto {p # 0} de V(I). En esta situacidn, el teorema de ceros de
Hilbert implica que p pertenece al radical del ideal (n1,...,7s), es decir,

P EN M, s)-

Equivalentemente se tiene que 1 estd en el ideal (7jy,...,7,) generado por 7y, ...,7, en el
anillo (S/I),. Aqui (S/I), denota la localizacién del anillo S/I con respecto al conjunto
multiplicativo {p’}i>0.

En esta situacién vamos a dar una cota para el minimo D € IN tal que p” pertenece al
ideal (n1,...,7ns). Enunciamos el resultado principal de esta seccién, y lo derivamos mas
adelante como consecuencia de una serie de resultados auxiliares.

Lema Principal 2.1.1 Sea I C k[xg,...,x,] un ideal homogéneo Cohen—Macaulay de
dimension r. Sean p € k[xo,...,z,]/] un elemento homogéneo no-divisor de cero
Y M, Ns € klxo,...,zn]/I formas lineales tales que p estd en el radical del ideal

(m,...,ns). Entonces

PP € (m,...s)
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con D :=min{r,s}?>deg!.

Casos particulares de este resultado fueron obtenidos previamente por Caniglia, Galligo y
Heintz [29, Proposicién 10] y Smietanski [120, Lema 1.44].

Como consecuencia de este resultado derivamos un teorema de ceros efectivo para anillos
graduados Cohen—Macaulay (Teorema 2.1.8 y Corolario 2.1.9).

Sea A un anillo y sean «j,...,q; elementos de A. Entonces «j,...,q; es una sucesion
reqular débil si @; es un no—divisor de cero en el anillo A/(a1,...,a;—1) para todo i.
Notamos que esta definicién defiere de la nocién usual de sucesion regular sélo en el hecho
de que permite que @; sea una unidad en A/(ay,...,—1).

Considerando combinaciones k-lineales genéricas, nos podemos reducir sin pérdida de
generalidad al caso en que 7,...,7, € (S/I), es una sucesién regular débil y s < r.
Asumimos esto de ahora en adelante. Luego vamos a mostrar que las formas lineales
N1,-..,Ns pueden ser reemplazadas por polinomios de grado controlado que forman una
sucesion regular en S/I. Este resultado estd enunciado en el corolario 2.1.3, y constituye
la parte técnica central en la demostracion del lema principal 2.1.1.

El siguiente lema es una generalizaciéon de [67, Nota 4].

Lema 2.1.2 Sea K C k[zg,...,z,] un ideal homogéneo equidimensional, y sean &1, ...,
&m € IP™ puntos afuera de V(K). Entonces existe un polinomio homogéneo g € K tal
que degg < deg K y g(&) # 0 para todo i.

Demostracion. Para cada ideal primo asociado P de K tomamos un polinomio homo-
géneo gp tal que deggp < degP y gp(&) # 0 para @ = 1,...,m. Esto es claro a
partir de una proyeccién genérica. Sea (Qp el el ideal P—primario correspondiente en la
descomposicién de K. Sea [(Qp) la longitud de Qp, esto es, la longitud de (S/Qp)p
como un S/P-mddulo. Sea
g:= H g PZ(QP)’
P

donde el producto se toma sobre todos los ideales primos asociados de K . Luego ¢(&) # 0
para i =1,...,m, g estd en el ideal K por [27, Lema 1] y se verifica la cota de grado

degg < Z [(Qp) deg P = deg K.
P

a

En lo que sigue vamos a denotar por J; la contraccién al anillo S/I delideal (7;,...,7;) C
(S/I), y por 6; el grado del ideal homogéneo J;.

Corolario 2.1.3 Con la misma notacion del pdrrafo anterior, existen elementos homo-
géneos hy, ..., hs € S/I que satisfacen las siguientes condiciones:
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i) hi=p-n; (mod J;—1) para algin ¢; >0,
i1) hi,...,hs es una sucesion regular,

iti) degh; < degJ;—1 +degp—1,
para 1 =1,...,8.

Demostracion. Hacemos induccién en i. Por hipétesis p es un no-divisor de cero en S/I
y por lo tanto el morfismo canénico S/I — (S/I), es inyectivo. El hecho de que 7; sea
un no-divisor de cero en (S/I), implica que 7, es un no-divisor de cero en S/I.

Ahora sea ¢ > 2 y supongamos que hi,...,h;—1 ya estdn construidos. Sea H; 1 el
ideal generado por hi,...,hj—1 en S/I. Sea H;_1 = (N; Q;) N (N; R;) la descomposicién
primaria de H;—1, con p ¢ \/Q; y p € v/R;. Nuestro objetivo es encontrar un elemento
homogéneo h; € S/I que no esté en ninguno de los ideales primarios asociados de H;_; .

Recordamos que H;_1 no tiene componentes inmersas ya que es un ideal generado por
una sucesion regular en un anillo Cohen—Macaulay. Por otro lado el ideal J;_1 tiene la
descomposicién primaria N; Q; y por lo tanto V(R;) € V(J;—1) para todo [. Para
cada [ tomamos entonces un punto § € V(R;) — V(J;—1) y un elemento homogéneo
g€ Ji—1 tal que degg <degJi_1 vy g(&) # 0. La existencia de g estd garantizada por
el lema anterior. Multiplicando eventualmente a ¢ con formas lineales podemos suponer
sin pérdida de generalidad que vale degg = ¢; degp+1 para algiin ¢; > 0. En particular
podemos suponer que vale degg < degJ;—1 +degp —1 . Sea entonces

hi = ag+p” - n;

para algin escalar a € k, a ser determinado en lo que sigue. Entonces h; es homogéneo
y se tiene h; = p%-n; (mod J;—1). Luego h; no pertenece a /Qj, ya que tanto p como
n; son no—divisores de cero modulo J;_1. Luego h;(&) = ag(&) + (p& -n:)(&) # 0 para
una eleccién genérica de a, y por lo tanto se tiene h; ¢ /R;. O

Fijamos la siguiente notacién. Sean hq,...,hs € S/I los polinomios homogéneos intro-
ducidos en el corolario 2.1.3, y sean H; := (hy,...,h;) v L; := (n1,...,m;) los ideales
homogéneos sucesivamente generados por hi,...,hs v m1,...,7s respectivamente.

Sea h; =1; +p“ -n; para algin I; € J;_1 y ¢; > 0. Luego sea ~; := ;1 — d; , y sean
i i
Xi =Y (v +¢), pi =y ((i—j+ 1)y + (i = j)ej)
j=1 j=1
para 1 =1,...,s.

Dado un ideal K de S/I denotamos por K" la parte equidimensional de K, esto es, el
ideal equidimensional definido como la interseccién de las componentes primarias de K
de dimension maxima.

Lema 2.1.4 Sea g € J; para algin 1 <i<s. Entonces pYi-q € (Ji—1,m)".
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Demostracion. Sea (N; Q;) N (M R;) la descomposicién primaria del ideal (J;—1,7;)", con
p ¢ +/Q; y p€VR;. Entonces el ideal J; tiene la descomposicién primaria N; Q;. Sea
K; := Ny Ry la interseccion de las otras componentes primarias, de forma tal que K; es
un ideal equidimensional contenido en la hipersuperficie {p = 0}.

Los ideales (J;—1,7:;)" vy (Ji—1,m;) tienen el mismo grado, ya que sélo difieren en un ideal
de codimensién al menos i+ 1. Luego deg(J;—1,7m;) = d;—1, ya que 7; es un no—divisor de
cero médulo J;_1, y por lo tanto deg K; = v; = §;—1 — 0; . Luego p" esta en el ideal K;
[27, Lema 1] y concluimos que pY -q € (N; Q;) N (M Ry) = (Ji—1,m:)" como enunciamos.
]

Los dos enunciados siguientes (Lemas 2.1.5 y 2.1.6) son simples extensiones de [41, Lemas
6.1y 6.2).

Lema 2.1.5 Sea g € J; para algin 1 <i<s. Entonces p* -q € H;.

Demostracion. Hacemos induccién en i. Tenemos p'q € (n1)" por el lema 2.1.4. Ademads
(m)"™ = (1) y por lo tanto la afirmacién es valida para i = 1.

Sea i > 2 y asumamos que el enunciado vale para ¢ — 1. Por el lema 2.1.4 se tiene
pYi-q € (Ji—1,n:)", es decir, que pYi-q pertenece a la interseccién de todas las componentes
primarias de dimensién r—i del ideal (J;_1,7;). La interseccién de las otras componentes
primarias forma un ideal de codimensién al menos ¢+ 1 y por lo tanto existe una sucesion
regular wi,...,w;+; dentro de este ideal. Esto se desprende del hecho de que S/I es
un anillo Cohen-Macaulay. Se tiene que wj - p¥ - q € (J;—1,7;) y por lo tanto existen
uj € Ji—1 y vj € S/I tales que w;-pY-q=wu;+vj-n paratodo g. Entonces

+c;

wj-pl T g =pT w4+ pY v = P9 - uy Fvi(he — 1) = (09 - uy — vy - ) F vy by

Luego pYit¢ .u; —wv;-l; € Ji—1 y por la hipétesis inductiva pli-1(prite “u; —vj-l;) estd
en el ideal H;_;. Luego tenemos w; -phi.q e H; vaque A\; = N1 +% — ¢ -

El ideal H; estd generado por una sucesion regular hi,...,h; y por lo tanto es un ideal
equidimensional de dimensiéon r — 7. Luego para cada ideal primo asociado P de H;
existe algin j tal que w; ¢ P. Concluimos entonces que phi-q € H;. O

Lema 2.1.6 Sea g € J; para algun 1 < i <s. Entonces p"i -q € L;.

Demostracion. Hacemos induccion en i. El caso i = 1 se sigue de la misma forma que
en el lema anterior ya que L1 = Hy y 1 = A1

Sea i > 2. Entonces p -q estd en H; por el lema 2.1.5. Sea p -q = u+v-h; para algin
u€ Hi—1 yveS/I. Luego pli-q—v-h; € H;_1 y por lo tanto pi-g—p%-v-n; € J;_1 debido
aque H; 1 C.J;_1y h;i =p%-n; (mod J;_1). Estoimplica asu vez pN~%.q—v-n; € J;_1.
De la hipétesis inductiva obtenemos pti-1(p*~% .q — v -n;) € L;_1 y por lo tanto

p“i**/\i*ci -q € L;. El enunciado se sigue entonces de la observacién p; = pi—1 4+ Aj — ¢; -
O
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Demostracion del Lema Principal 2.1.1. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
Mi,...,7s €s una sucesién regular débil en (S/I), y que s < r. Por el lema 2.1.6 sélo
queda acotar pug. Hacemos uso de las estimaciones ~;,¢; < ;-1 y obtenemos la cota

ps = 2ial(s—Jj+ 1)+ (s=J)¢)
< Y ((s =+ 1) 81+ (s —j)6j-1) < 5% deg .
O
El resto de esta subseccion estd dedicado a la extension de este resultado al caso en que

reemplazamos las formas lineales por elementos homogéneos de grado arbitrario. Prime-
ramente establecemos algunas generalidades sobre la aplicacién de Veronese.

Denotemos por N al entero ("j d) —1 ,ysean ag,...,ayn los exponentes de los distintos
monomios de grado d en k[zg,...,z,]. Sea
vg : P" — PV, xi=(x0: 1 xy) —vg(r) = (% -0 xtN)

la aplicacién de Veronese. Este es un morfismo regular de variedades proyectivas, y por lo
tanto su imagen es una subvariedad cerrada de PV . Esta variedad se llama la variedad
de Veronese y se denota por v, 4. Sea I(v,q) su ideal de definicién y denotamos por
S@ = Klyo,...,yn]/I(vn4) su anillo de coordenadas homogéneas. La aplicacién de
Veronese induce entonces una inclusién de k-algebras ig : S(4 < S definida por yj — x
para j=0,...,N.

Sea J un ideal de S y sea J@ su contraccién al anillo S(@ . Identificamos al anillo
cociente S@/J(@ con su imagen en S/.J a través de la inclusion ig : S@@/J@ — S/ y
obtenemos la descomposicién en partes graduadas

SO/ = @;(5/T)aj-

Sean hjw y hy las funciones de Hilbert de J@ vy de J respectivamente. Enton-
ces hya(m) = hj(dm) para m € IN. Se sigue entonces que los ideales J4 v
tienen la misma dimensién y sus grados estdn relacionados por la férmula deg J(@ =
d dmJ=1deg J.

Lema 2.1.7 Sea J un ideal homogéneo Cohen-Macaulay de S y sea JY su contraccion
al anillo S . Entonces J@ es un ideal Cohen—Macaulay.

Demostracién. Denotemos por A y B los anillos cocientes S@/J(@ vy §/J respectiva-
mente. Identificamos A con su imagen en B a través de la inclusién 4.

Vamos a probar que A es un anillo Cohen—Macaulay. Alcanza con exhibir una sucesién
regular de elementos homogéneos de longitud igual a la dimensién de A.

Sea e := dimB = dimA. Sea fi,...,0. una sucesién regular en B de elementos
homogéneos y sea «; := ﬁid. Luego ai,...,a. son elementos de A que forman una
sucesion regular en B [99, Teorema 16.1]. Afirmamos que también forman una sucesién
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regular maximal en A. Sdélo tenemos que probar que a; no es un divisor de cero en

Af(ar,...,aq;—1) parai=1,...,e. Sea ( € A un elemento tal que (-«o; € (a1,...,q;-1).
Entonces existen elementos homogéneos (i,...,(;—1 € B tales que ( = Ga; + -+ +
Gi—10-1 ya que ai,...,q;_1 es una sucesion regular en B. Una verificacion facil muestra
que (1,...,(-1 pueden ser elegidos de forma tal que estén en A, de donde se sigue
Ce(al,...,ai_l). O
Teorema 2.1.8 Sea I C klxo,...,x,] un ideal homogéneo Cohen—Macaulay. Sea p €
klx1,...,z,]/I un elemento homogéneo no—divisor de cero y sean fi,...,fs €
klxo,...,zy]/I elementos homogéneos tales que p estd en el radical del ideal (f1,...,fs).
Sean r:=dim/[ y d:= max;deg f;. Entonces
PP € (fi, i fs)

con D:=r2d degl.

Demostracion. Notamos en primer lugar que los ceros en V(I) de los polinomios {f;};
coinciden con los ceros en V(I) de los polinomios {J:?_deg fi fitij. Se tiene ademés

:U;lfdeg fi fi € (f1,...,fs). Entonces podemos suponer sin pérdida de generalidad que
fi es un polinomio homogéneo de grado d para i = 1,...,s. Notamos sin embargo que
el nimero de polinomios de entrada pudo haber aumentado en esta etapa preparatoria.

Sea ig: S < S la inclusién de k—dlgebras inducida por la aplicacién de Veronese y sea
I@ la contraccién del ideal I al anillo S® . Esta inclusién es una biyeccién en grado
1. Sea entonces 1; € S@ /1D una forma lineal tal que iq(n;) = f; para i = 1,...,s.

Tomamos también un elemento homogéneo ¢ € S /1@ tal que iy(q) = p?.

La aplicacién vg : V(I) — V(I9) es una aplicacién dominante y regular de variedades
proyectivas, y por lo tanto es suryectiva. Luego los ceros de las formas lineales 7; estan
contenidos en la imagen de los ceros de los polinomios f;. Los ceros comunes de fi,..., fs
estan en la hipersuperficie {p? = 0} de V(I) y se tiene ademds que vy({p? = 0}) =
{q =0} . Entonces la subvariedad de V (I(?) definida por 7, ...,7s estd contenida en la
hipersuperficie {¢ = 0}.

Por el lema 2.1.7 el ideal I(9 es Cohen-Macaulay, y ademés ¢ no es un divisor de cero
médulo @ . Estamos entonces en las hipStesis del lema principal 2.1.1. Luego se tiene

2 (d)
q" 1T € (m, .. ns).

Aplicamos el morfismo i; a la expresién anterior y obtenemos

pdTQ (ATt degI) c (fb .. .,fs)a

por la igualdad degID = d"~1degI. O
Corolario 2.1.9 Sea I C k[xi,...,z,] un ideal tal que su homogeneizacion I" en el
anillo k[zg,...,x,| es Cohen—-Macaulay. Sean f1,...,fs € k[x1,...,x,] polinomios sin
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ceros comunes en la variedad afin V(I) C IA™. Entonces existen gi,...,gs € klx1,..., ]
tales que

T=g,f1+ +7.fs €klzr,...,xn]/I
con deggifi < (r+1)2d ! degI® parai=1,...,s.

Demostracién. El ideal I" es un ideal homogéneo y xy es un no-divisor de cero médulo
I" . Por hipétesis 1" es un ideal Cohen-Macaulay de dimensién r + 1.

Sea fI' la homogeneizacién de f;. Los polinomios homogéneos f7',..., f# mno tienen
ningiin cero en comin en V(I") fuera del hiperplano {xg = 0}. Por el teorema 2.1.8
existen polinomios homogéneos vy,...,vs € S tales que
1 2 dr+1
:cér+) =1 fl 4. v fP € klzy, ..., x,] /I

con deguv; fih = (r+1)2d"*! . El corolario se sigue entonces evaluando g := 1. O

Con la notacion del corolario 2.1.9, en el caso en que I =0 — esto es, en la situacién del
teorema de ceros efectivo cldsico — obtenemos la cota de grado

deggifi < (r+ 1)2 drt.

2.1.2 Cotas Mejoradas para los Grados

En esta subseccién consideramos las cotas de grado en el contexto del teorema de ceros
efectivo casico. Vamos a aplicar el método utilizado en la subseccién 2.1.1 en un modo
directo — sin referencia a la aplicacién de Veronese. La demostracion sigue las mismas
lineas, y por lo tanto vamos a omitir algunas verificaciones con el fin de evitar repeticiones
innecesarias.

Sean fi,...,fs € k[zo,...,x,] polinomios homogéneos sin ceros comunes en el hiperplano
{zop =0} C P". En esta situacién vamos a dar una cota para el minimo D € IN tal que

x(l))E(fl,...,fs).

Consideramos en primer lugar las cotas para el teorema de ceros en su forma clasica y
obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.1.10 Sean fi,...,fs € k[xo,...,zn] polinomios homogéneos tales que x
estd en el radical del ideal (f1,...,fs). Sea d; := deg f; y supongamos que vale dy >
-+ >ds. Entonces

2§ € (fr,ooo s fs)
con D :=2d; H;n:nf{n’s}_l d; .

Este resultado se sigue de una serie de resultados auxiliares.

Vamos a suponer sin pérdida de generalidad que s < n+1 y que fy,..., f, es una sucesiéon
regular débil en k[xo, ..., zp]s, . Sea d; := deg f; y supongamos que se tiene dy > --- > d;
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y ds > di. Como antes, estos polinomios pueden obtenerse como combinaciones lineales
de los polinomios originales, eventualmente multiplicados por potencias de xg.

Denotemos como antes por J; la contraccién al anillo de polinomios S delideal (fy,...,f;)
C Sy, » con la convencién Jy := (0).

Lema 2.1.11 Con la notacién del pdrrafo anterior existen hy,...,hs € k[xo,...,z,]
polinomios homogéneos que satisfacen las siguientes condiciones:

i) hi=xg - fi (mod J;_1) para algin ¢; € N,
it) hi,...,hs es una sucesion regular,

iii) degh; < max {deg J;_1,deg fi},

para 1 =1,...,8.

Od

Introducimos la siguiente notacion. Sea ¢; := deg J; de forma tal que se tiene
i
& < I[ ¢
j=1

por la desigualdad de Bézout. Sean entonces por v; := d; 6;—1—0; para i = 1,...,min{n, s}
Y Ynt1:=0p+dpt1—1. Sean también §:=max{d;:i=1,...,s—1} y d:=max{d;:
i=1,...,s—1}. Para un ideal I de S denotamos por I su parte equidimensional.

Lema 2.1.12 Sea q € J; para algin 1 <1i <s. Entonces z}' - q € (Ji—1,mi)" .

Demostracion. El caso ¢ < n se trata exactamente como en el lema 2.1.4. Consideramos
elcaso i=n+1.

Elideal J,, tiene dimensién 1y grado d,, . Luego (Jn, fni1)m = Sm para m > 0p+dpi1—1

ya que fp4+1 no es un divisor de cero moédulo J,, por el lema 3.1.1. Se sigue xg"“ €
(Jn, fng1) v en particular 338"“ q € (Jns fur1)". o
Ahora sean hq,...,hs los polinomios homogéneos introducidos en el lema 2.1.11. Sean
Wi = ;:2((i—j+1)’7j+(i—j)0j), para i =1,...,min{n, s}
Hnt+1 = Hp + Yntl,

donde ¢; denota el entero degh; — deg f;. Denotamos por L; al ideal homogéneo de S
generado por fi,..., f;.

Lema 2.1.13 Sea g € J; para algin 1 <1i <s. Entonces xf)’ -q € L; .
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Demostracion. El caso i < n se trata exactamente como en el lema 2.1.6. Consideramos
elcaso i=n+1.

Por el lema anterior 2" -q € (Jn, fa41)" = (Jn, fut1) y por lo tanto 2" -g—u- fri1 €

Jn para algin polinomlo u € S. Aplicamos entonces la hipdtesis 1nduct1va y obtenemos
o™ - (2" g —u- foy1) € Ly, de donde se sigue que zf"" - q € Ly . O
Luego queda solamente acotar a us. Vamos a tratar dos tipos diferentes de cotas. Una
depende como siempre del namero de variables y de los grados de los polinomios de entrada,
v la otra depende ademds de los grados de ciertos ideales asociados a estos polinomios.

Lema 2.1.14 Se tiene ps < min{n,s}?>dé. En el caso en que deg fi >2 para todo i,
se tiene g < 2 Hmm{n s} dj.

Demostracion. Descomponemos al entero ps en dos términos y los estimamos separa-
damente. En primer lugar consideramos el término >37 5 (s — j)cj. Se tiene ¢; <
max{d;—1 — d;,0}. En particular co =0 ya que 6; =d; y di < ds. Luego

23 (s =) (di---djor — dy)
(C3Zh(s — ) /dj -+ ds—o) dy -+ ds—g — Y525 (s — 5) d;
< 4ddy-cds—g —dsoa,

IN

i (s—17J)¢

IN

bajo la hipétesis d; > 2 para todo i. Se tiene también > 2~ s(s—j)e; < Py 1(s—j) 6=
1(s—2)(s—1)6.

Ahora estimamos el otro término. Consideramos primeramente el caso s < n. Se tiene

i (s—J+ 1)y = Xia(s—j+1)(djdj—1—6)
= (s—1)dad1+>53((s—j+1)dj —(s—7))dj—1—n
S dl"‘ds_(ssv

de donde obtenemos la cota ps = > 7 (5_j+1)7j+2j;% (s—f)e; < (dr---ds—85) +
(4d1d8_2—d5_1)§2d1d8

En el caso s = n+1 se tiene fin1 = pin +Yny1 de donde se sigue pipy1 < (2dy---dy —
5n_dn71)+((5n+dn+1—1)§2d1...dn'

Por otra parte se tiene también la estimacion » % 5 (s —j+1)y; < 2 (s—1)sdd de donde
concluimos jis <3 (s—1)sdd+4(s—2)(s—1)6 < (s—1)2dJ . O

Demostracion del Teorema 2.1.10. Por los lemas 2.1.13 y 2.1.14 sélo queda por considerar
el caso en que alguno de los f; tiene grado 1.

Por hipétesis fi,..., fs estan ordenados de forma tal que vale di > --- > ds. Sea r
maximo tal que d, > 2, de forma tal que f,11,..., fs son polinomios de grado 1. Podemos
asumir sin pérdida de generalidad que estos polinomios son k—linealmente independientes.
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Suponemos ademas que ni 1 ni xg estan en el k—espacio lineal generado por fri1,..., fs,
ya que en ambos casos el enunciado es trivial.

Sean Yo, ..., Yntr—s—1 € S polinomios de grado 1 que completan a fri1,...,fs a un
cambio lineal de variables. Suponemos ademas yy = xo. La inclusion natural

Elyo, - - Yntr—s—1] < k[zo, ..., Zn]/(fr+1,--., fs) es un isomorfismo. Sea v; un polinomio
homogéneo en k[yo, ..., Yntr—s—1] talque v; = f; (mod (fr41,...,fs)) parai=1,...,r.
Entonces z( estd en el radical del ideal (vi,...,v,) de k[yo,...,Yntr—s—1] y se satisface
deg V; < dl .

Sea E :=2 [[i_; degwv; de tal forma que se tiene £ < D := 2d; H;n:lrf{n’s}_l d; . Entonces
zf € (v1,...,v,) de donde se sigue 28 € (fi1,..., fs) como enunciamos. O

La cota para el teorema de ceros enunciada en la pagina 9 de la introduccion se sigue
de este resultado homogeneizando el sistema de entrada y considerando el grado de los
polinomios en una representacién de x{ .

Ahora vamos a obtener la cota para los polinomios en el teorema de ceros en términos del
grado algebraico del sistema de polinomios. En lo que sigue introducimos esta nocién.

Sean fi,..., fs € k[z1,...,xy,] polinomios sin ceros comunes en A"™. Sea A = (\;j)ij €

SXS . . . 7 .
k™" una s x s—matriz arbitraria con entradas en k. Denotamos por h;(A) las combina-
ciones lineales >, A;; f; inducidas por la matriz A para i =1,...,s.

Consideramos el conjunto I' de s x s—matrices tales que para toda A € I' los polinomios
hi(A), ..., hi—1(\) forman una sucesién regular en k[z1,...,2,] v 1 € (hi(\), ..., h(\))
para algun ¢t = ¢t(\) < min{n,s}. Este conjunto es no vacio, y de hecho contiene un
abierto no vacio de &*°°.

Paracada A€ I' e i = 1,...,t—1 denotamos por J;(A) la homogeneizacién en k[xo, ..., =]
delideal (hi(A),...,hi(\)). Entoncessea 6(A) el méximo grado de los ideales homogéneos
Ji(A\) para i=1,...,t—1.

El grado algebraico del sistema polinomial f1,..., fs se define como

0(f1y---y fs) :=min{d(N\) : A € T'}

La nocién de grado geométrico de Krick, Sabia y Solerné [84] y del autor [122] se define en
forma andloga como el minimo valor que toma 6(A) para A € I', con la hip6tesis adicional
de que los ideales J;(\) sean radicales para i = 1,...,t — 1. Otra diferencia es que en el
caso en que char (k) > 0 los polinomios h;(A) se toman como combinaciones lineales de
los polinomios {x; - fi}ij-

La nocién de grado geométrico de Giusti et al. [57] es similar a la nocién descripta en el
parrafo anterior. La tinica diferencia consiste en que este parametro no se define como un
minimo, sino como el valor de §(\) para una eleccién genérica de .

Luego el grado algebraico esta acotado por el grado geométrico, en cualquiera de las dos
versiones de este ultimo que se considere. FEl siguiente ejemplo muestra que en ciertos
casos particulares puede ser mucho menor. Es una variante de [84, Ejemplo 2].
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Ejemplo 2.1.1 Consideremos el sistema polinomial

fi=1- :clxg, foi=x90 — a:g, ceey fno1 i =1 — mz, fn = xi

para algin d > 2. Es facil verificar que estos polinomios no tienen ceros comunes en
IA™. Vamos a calcular el grado geométrico d, — en el sentido de [84], [122] — y el grado
algebraico d, para este ejemplo particular. Obtenemos d, = d" 'y §, =2,y de esta
forma mostramos que el grado algebraico puede ser mucho menor que el grado geométrico
en algunos casos particulares.

En primer lugar consideramos el grado geométrico. Los polinomios fi,..., f,, forman una
sucesién regular, 1 € (f1,..., fn) y elideal (f1,..., fi) es radical para i =1,...,n—1.
Se tiene degV(fi,...,fi;) =d' para i=1,...,n—1 y por lo tanto J, < d"!.

Sean h; :=}_; Ajj f; combinaciones k-lineales de f1,...,f, para i =1,...,l. Suponga-
mos que 1 € (hy,...,h,) y que (hi,...,h;) es un ideal radical de dimensién n — i para
i=1,...,01—1. Vamos a probar [ =n y degV(h1,...,hy_1) >d" 1.

Podemos asumir sin pérdida de generalidad que las combinaciones lineales h; estan es
forma escalonada — en el sentido de algebra lineal — es decir

hi = fogy + Y @il

J>n(i)
con n(l) < --- < n(l). En nuestro caso particular, esta representacién nos permite
eliminar las variables x,(1),...,%,) del sistema de ecuaciones hy,...,h;, ya que cada
variable x; no interviene en f; para j > i. Luego la variedad V(hi,...,h;) se puede
parametrizar expresando a estas variables como funciones racionales de las otras para
I <n-—1. Sesigue que V(hy,..., ;) tiene dimensiéon n — [, y por lo tanto I = n y
(h1,...,hp—1) es un ideal radical de dimensién 1.

Luego supongamos n(j) # j para algin j < n — 1. Luego h, = z2, y es facil

verificar que existen polinomios ¢i,...,gn—2 € k[x1,...,z,—1] tales que (h1,...hp_1) =
(g1, -+, 9n—2,72). Luego (hq,...h,_1) no es radical, lo cual contradice nuestra hipétesis.

Se tiene entonces h; = fi+3_;-; aij f; y por lo tanto la curva V(hi,...,hp_1), se puede
parametrizar como t — ©(t) = (¢1(t),...,pn(t)), de donde ¢; € k(t) es una funcién
racional de grado d"~*~!. Luego degV(hi,...,hn_1) =d" ! , de donde se sigue la cota
inferior 40, > d" 1. Combinando esto con la estimacién anterior concluimos dg = a1,

Luego consideramos el grado algebraico. Los polinomios f,,..., fi forman una sucesion
regular débil y 1 € (fn,...,f1). Se tiene (fn,..., foit1) = (22, 2p_1,...,Zn_i11) de
donde se sigue d, < 2. Ademds toda combinacién lineal h de fi,..., fn tiene grado a lo

sumo 2, y por lo tanto §, > degh > 2. Concluimos entonces §, = 2.

Obtenemos la siguiente cota de grado por aplicaciéon directa de los lemas 2.1.13 y 2.1.14.

Teorema 2.1.15 Sean fi,...,fs € k[xo,...,zy] polinomios homogéneos de grado aco-
tado por d tales que xo estd en el radical del ideal (f1,...,[fs). Sea f{* la afinizacion de
fi. Sea & el grado algebraico del sistema de ecuaciones fi,..., f&. Entonces

IODG(fl,...,fS)
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con D :=min{n,s}?dd.
a

La cota enunciada en la pagina 9 de la introduccién se sigue directamente de este resultado.

Aplicando esta cota de grado al ejemplo anterior deducimos que existen ¢i,...,¢9, €
klx1,...,zy] que satisfacen
l=gfi+ +9gnfn,

con degg;fi <2n?d para i=1,...,s. De hecho se tiene la identidad

d—1

1=f1+$1m§_1f2+x1m2 d—1,

e s bl

2.2 Cotas de Esparsitud

En esta seccién consideramos el aspecto ralo — o esparso — en el teorema de ceros. Como
anticipamos en la introduccién, vamos a considerar como medida de la esparsitud de un
polinomio o de una familia de polinomios, a su politopo de Newton. Como consecuencia
de estos resultados obtenemos ademads distintas cotas de grado para los polinomios en el
teorema de ceros.

En primer lugar vamos a introducir notacién y a enunciar algunos hechos basicos de
geometria poliedral y de variedades toricas que vamos a utilizar a lo largo de esta seccion.
Referimos a los libros Fulton [52] y Sturmfels [126] para la demostracién de estos enuncia-
dos y para un tratamiento méas amplio de estos temas.

Sea A C Z" un conjunto finito de vectores enteros. La cdpsula convera de A como
un subconjunto de R™ se denota por conv(A). El cono sobre conv(A) se denota por
pos(A), esto es, pos(A) :=R>¢ - conv(A).

El conjunto A es graduado si existe un vector entero w € Z" tal que < a,w >= 1 para

todo a € A, esto es, cuando A estd en un hiperplano afin que no contiene al origen.

Sea Z - A el ZZ-modulo generado por A. Sea R - A el espacio lineal generado por A,
de forma tal que 7Z-.A es un reticulo de IR - A. Sea p la dimensién de este espacio lineal.
Consideramos entonces la forma euclidiana de volumen en IR - A, normalizada de forma
tal que cada simplex primitivo del reticulo Z - A tiene volumen unitario. El volumen
normalizado Vol(A) del conjunto A se define como el volumen de su capsula convexa con
respecto a esta forma de volumen.

Obtenemos directamente de la definicién la cota
Vol(A) < plvol(conv(A)),

donde vol(conv(A)) denota el volumen de conv(A) con respecto a la forma de volumen
usual (no—normalizada) de R"™.
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Sea IN - A el semigrupo generado por A. Este semigrupo estd siempre contenido en el
semigrupo pos(A)NZ - A. El conjunto A se dice normal o saturado si se verifica la
igualdad IN - A=pos(A)NZ-A .

Un politopo P se dice entero si es la capsula convexa de un conjunto finito de vectores
enteros.

Sea § un simplex entero. Entonces S se dice unimodular si su interior no contiene ningiin
vector entero. Sea {si,...,si} el conjunto de vértices de S. Entonces S es unimodular
si y sélo si el conjunto de vectores enteros {s2 — $1,...,S; — s1} es normal.

Sea P un politopo entero. Una subdivision de P se dice unimodular si estd formada por
sfmplices enteros y unimodulares.

Dado un politopo entero P in R™, denotamos por A(P) al conjunto {1} x (PNZ"), que
es un conjunto graduado de vectores enteros en Z"T'. Notamos que el conjunto A(P)
es normal en el caso en que P admite una subdivision unimodular.

Con respecto a la geometria térica seguimos el punto de vista de Sturmfels [126]. Este
punto de vista difiere del usual en geometria algebraica. Es mas combinatorio y se adectia
mejor a nuestros propdsitos.

Sea A= {ai,...,an} € Z" un conjunto finito de vectores enteros. Asociamos al conjunto
A el morfismo

1 —1]
b

o klyl,...,yn] = klx1, ..., zn, 27, 2, yi — 1%,

El nticleo de esta aplicacién es un ideal primo I4 de k[y,...,yn], lamado el ideal tdrico
asociado al conjunto A. Este ideal define una wariedad térica afin X 4 como el lugar
de sus ceros en A" . Esta variedad es irreducible y su dimensién es igual al rango del
Z-moédulo Z - A.

La k-dlgebra k[z1,...,xn, :(:1_1, ...,x,;1] es el anillo de coordenadas del toro (E*)” La a-
plicacién ¢4 induce una aplicacién dominante (k)™ — X 4. La imagen de esta aplicacién
es el toro T4 de la variedad térica afin X 4. Este toro es igual al abierto {y;---yny #
0} C X4.

Elideal I4 es homogéneo si y sélo si el conjunto A es graduado. En este caso el conjunto
A define una variedad torica proyectiva Y, como el lugar de los ceros del ideal 14 en el
espacio proyectivo PV =1 Se tiene

dimY, = rankZ - A — 1, deg Y4 = Vol(A).

Sea A = {ai,...,an} € Z" un conjunto graduado. La interseccién de la variedad
proyectiva Y4 con la carta afin {y; # 0} = AN~! es igual a la variedad térica asociada
al conjunto

.A—CLZ‘ = {a1 — Ay vy Qi—1 — Q4 Q441 — Ajy .., AN —ai}.

De hecho Yy estd cubierta de forma irredundante por las variedades afines X 4_,, , donde
a; recorre los vértices del politopo conv(A).
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La k—dalgebra k[yi,...,yn]/I4 es canénicamente isomorfa al dlgebra de semigrupo k[IN.A4].
Esta dlgebra es normal si y sélo si el conjunto A es normal. La k—édlgebra k[IN - A] es
un dominio Cohen—Macaulay en el caso en que el conjunto A4 es normal (Teorema de
Hochster).

Sea P C R™ un politopo entero. Este politopo determina un abanico Ap y una variedad
térica completa Xp = X(Ap). Esta variedad viene provista de un divisor de Cartier
amplio Dp . Este divisor de Cartier define una aplicacién ¢p : Xp — PV~! donde N
denota la cardinalidad del conjunto P NZ™. La imagen de esta aplicacién es la variedad
proyectiva Y4(py, donde el conjunto A(P) se define como antes como {1} x (P N Z")
[52, Seccién 3.4]. El divisor (n — 1)Dp es muy amplio [44], y por lo tanto el conjunto
graduado A((n —1)P) es normal.

Teorema 2.2.1 Sean p, f1,...,fs € k[x1,...,2,] polinomios tales que p estd en el ra-
dical del ideal (f1,...,fs). Sea P C IR™ wun politopo entero que contiene al politopo de
Newton de los polinomios 1,x1,...,%pn, f1,...,fs. Supongamos ademds que el conjunto

A(P) C Z™ es normal. Entonces existen D € N y gy,...,9s € k[z1,...,2,] tales que

PP =gifi+ 4 gsfs

con D < n!min{n+1,s}2vol(P) y N(gifi) C (1+degp)n! min{n+1,s}?vol(P) P
para 1 =1,...,5.

Demostracion. Sea B = {bg,...,bnx} :=PNZ", de forma tal que se tiene A(P) = {1} xB.
Asumimos by = (0,...,0). Consideramos el morfismo de k—élgebras

¥ klyss - yn] = Kl wn), yi = .
El ntcleo de este morfismo es el ideal de definicién Ip_j, de la variedad térica afin Xp_p, .
Esta variedad es la interseccién de la variedad térica proyectiva Y4 p) con la carta afin

{yo # 0} of PV . Ademds la aplicacién 1 induce un isomorfismo A" — Xpg_p, .

Sea (; € klyi,...,yn] un polinomio de grado 1 tal que ¥((;) = f; para i = 1,...,s.
Tomamos también un polinomio ¢ € k[yi,...,yn] de grado menor o igual que el grado
de p tal que 9(q) = p. Luego (i,...,{s no tienen ceros comunes en Xp_p, afuera de la
hipersuperficie {q¢ = 0}.

Sean 71,...,7ns,u las homogeneizaciones de (i,...,(s,q en k[yo,...,yn], respectiva-
mente. Entonces las formas lineales 71, ...,7s no tienen ceros comunes en Y py afuera
de la hipersuperficie {yo-u = 0}.

Por hipétesis A(P) es normal, y por lo tanto I 4(p) es un ideal primo homogéneo Cohen-
Macaulay de k[yo,...,yn] de dimensién menor o igual a n+ 1. Ademds yp - u es un
no-divisor de cero médulo I 4¢py, y por lo tanto estamos en las hipétesis del lema principal
2.1.1. Sea D := min{n+1,s}*>deg Y p. Luego existen a,..., o5 € klyo, ..., yn]/Lap)
elementos homogéneos de grado (14 degu)D — 1 que satisfacen

(yo-u)? = arm + - + ams.
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Evaluamos y := 1 y aplicamos el morfismo ¢ a la identidad anterior. Obtenemos

pD =g1f1+ -+ gsfs,

con gi(x) := a;(1,2%,...,2°). Se tiene degu < degp y deg Y ¢py < nlvol(P).
Concluimos entonces
D < n!min{n+1,s}vol(P),
N(fig)) € ((1+degp)n! min{n+1,s}2vol(P))-P

para ¢ =1,...,s. O
Derivamos del resultado anterior la siguiente cota de grado.

Corolario 2.2.2 Mantenemos la notacion del teorema 2.2.1. Sea d := max;deg f;. En-
tonces existen D € N y gi1,...,9s € klz1,...,zy] tales que

PP =gifi + -+ gsfs

con D < n!min{n+1,s}?vol(P) y deggif; < d(1+degp)n! min{n+1,s,}?vol(P)
para 1 =1,...,5.

a

Vamos a exhibir un ejemplo que muestra que esta cota de grado puede ser mucho més
precisa que la usual en el caso de un sistema de ecuaciones ralo.

Ejemplo 2.2.1 Sean
fi=aio+anm1+ -+ Gy + 0@ T+ o+ g 2)?,
para ¢ = 1,...,s, polinomios sin ceros comunes en A™. Sea

Py :=conv(0,eq,...,en,d(e1 +---+e,)) CIR"

de forma tal que P; contiene al politopo de Newton de los polinomios 1,x1,...,%,,
fi,..., fs. Se tiene la descomposicién

Pg = Ui; Qij
con Qj:=((j—1)(e1+---+en),e1,...,6,...,en,j5(e1+ - -+e,)) parai=1,...,ny j=
1,...,d. Luego Py es unimodular y por lo tanto el conjunto A(P) es normal. Estamos
asi en la hipétesis del corolario 2.2.2. Concluimos que existen g¢i,...,9s € k[x1,..., 2]
tales que

l=gifi+ - +gsfs

con N(gif;) € ndmin{n + 1,s}>P; , ya que el volumen de Py es d/(n — 1)!. En
particular obtenemos la cota de grado

deggifi < (n+1)*d?

que es mucho mas precisa que la estimacién deg g; f; < n™d™ que se obtiene por aplicacién
directa de las cotas usuales.
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Mantenemos la notacién del teorema 2.2.1. Sea N :=N(1,21,...,%n, f1,-.-,fs) ¥ sea U
el volumen no mezclado de este politopo. Asumimos n > 2. En esta situacién podemos
tomar a P como (n — 1) N . Obtenemos entonces las cotas

D <n"2UY, N(gifi) € (1 + degp)n" 3 U) N.

Es facil verificar que estas cotas siguen siendo validas en el caso n = 1. El teorema 2 se
sigue de esta observacién en el caso particular p = 1. En este caso la condicién 0 € P es
redundante.

Notamos que la nocién ingenua de esparsitud, basada en la cantidad de monomios no nulos
en cada polinomio, no da mejores cotas que las conocidas para los grados en el teorema
de ceros. Esto se sigue del ejemplo de Mora—Lazard—Masser—Philippon—Kollar.

Obtenemos un resultado similar en el caso de un sistema de polinomios de Laurent.

Teorema 2.2.3 Sean p, fi,...,fs € k[mfl,...,mgl,ajl,...,aﬁn} polinomios de Laurent
tales que p estd en el radical del ideal (f1,...,fs). Sea P CIR"™ wun politopo entero que
contiene al politopo de Newton de p, f1,...,fs y sea p:=dimP . Asumimos ademds que

el conjunto A(P) C Z"' es normal. Entonces existen D € N, a € Z"™ y g1,...,9s €
klxy,..oxn, a0t 25t tales que

PP =gifi+ -+ gsfs

con D < plmin{n +1,s}?vol(P) , a € (p! min{n + 1,5} vol(P))2-P y N(gifi) C
(p! min{n +1,s}vol(P))?-P—a parai=1,...,s.

Demostracion. Como antes denotamos por B = {by,...,by} al conjunto de vectores
enteros P NZZ". Asumimos por el momento by = (0,...,0). Consideramos entonces el
morfismo
-1 -1 ’
Yiklyl, ..o yN] = kX, T, T, T, yi — .

El nicleo de este morfismo es el ideal de definiciéon Ig_p, de la variedad térica afin Xg_y, .
Sea T el toro de esta variedad térica. Entonces Xp_p, es igual a la interseccién de la
variedad proyectiva Y py con la carta afin {yo # 0} of PN |y T es también el toro de
Ya(p)- Recordamos que este toro coincide con el abierto {yo---yn =0} de Yap) -

La aplicacién 1 induce una suryeccién (k)" — T. Sea (i,...,Cs,q € k[y1,...,yn]
polinomios de grado 1 tales que ({;) = f; v ¥(¢) = p. Entonces (1,...,(s no tienen
ceros comunes en 1" afuera del hiperplano {q = 0}.

Sean n1,...,7ns,u las homogeneizaciones de (i,...,(s,q en k[yo,...,yn], respectiva-
mente. Entonces las formas lineales 71, ...,7s no tienen ceros comunes en Y, py afuera
de la hipersuperficie {yo---ynyu = 0}.

Sea V(m,...,ns) la subvariedad de Y (p) definida por 71,...,7s. Por la desigualdad de
Bézout, el nimero de componentes irreducibles de V (71, ...,7s) estd acotado por Y 4(p .
Sea ¢ := degY(p), de forma tal que vale & < p!vol(P) . En nuestra situacién esto
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implica que V(n1,...,ns) estd contenida en la unién de a lo sumo ¢ hiperplanos. Estos
hiperplanos estd definidos por variables y;,,...,;, , y eventualmente también por la forma
lineal u, dependiendo del hecho de que si 71,...,7s tengan un cero comin en 7' en el
hiperplano {u = 0} o no. Sea II el producto de estas ecuaciones, que es por lo tanto un
polinomio de grado menor o igual a §.

Por hipétesis el conjunto A(P) es normal y por lo tanto I4py es un ideal primo ho-

mogéneo y Cohen—-Macaulay de k[yo,...,yn] . Ademds II es un no-divisor de cero
moédulo [ 4(py, y por lo tanto estamos en las hipotesis del lema principal 2.1.1. Sea E :=
min{n + 1,s}? deg Yacp)- Entonces existen ai,...,as € k[yo,-..,yn]/Iacp) polinomios

homogéneos de grado E -degll — 1 tales que
7 = i + -+ + g,
Evaluamos yp := 1 y aplicamos el morfismo ¢ a la identidad anterior. Obtenemos

pD =g f1+- -+ gsfss

con gi(z) = (¥ - abi) L ay(1,2b,...,2®%) y D := E en el caso en que u aparece
como un factor de Il y D :=1 en caso contrario. Luego se tiene
D < plmin{n+1,s}*vol(P),
N(gifi) € (p!vol(P)E —1) P — (bjy + -+ b;,)

Se tiene degll < degYyp) < p!vol(P) y i1+ ...+ i € degYyp) P.

Ahora consideramos el caso general. Sea by un vector entero en P,y sea Q :=P — bg.

Por lo anterior existen D € N, a9 € Z" y ¢1,...,9s € k[xl,...,xn,xl_l,...,xgl] tales

que
PP =gifi 4+ gsfs

con D < plmin{n + 1,s}2vol(Q) , ap € p!vol(Q) Q y N(gifi) € (p! min{n +

1,s}vol(Q))? Q —ag para i =1,...,s.
Sea a := ag + (p! min{n + 1,5} vol(P))? - by. Concluimos
€ (p! min{n + 1, s} vol(P))? P,
N(gifi) € (p! min{n +1,s}vol(P))?> P — a,

a

para i =1,...,s. O

Mantenemos la notacién del teorema 2.2.3. Sea A el politopo de Newton de p, f1,..., fs
y sea U el volumen no mezclado de este politopo. Asumimos ademdas que n > 2. En esta
situacién podemos tomar a P como al politopo (n — 1) V. Obtenemos las cotas

D < n"2Y, N(gifi) € (n*"3U) - N —a.

para algin a € (n?"3U)-N. Como antes, es facil verificar que estas mismas cotas valen
también en el caso n = 1. Kl teorema 3 se sigue de esta observacion en el caso particular
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p=1.

Para una funcién racional ¢ = f/g € k(z1,...,2,) definida como el cociente de dos
polinomios sin factores comunes, se define el grado de ¢ como

deg ¢ := max{deg f,deg g}.

Derivamos del teorema 2.2.3 la siguiente cota de grado:

Corolario 2.2.4 Mantenemos la notacion del teorema 2.2.3. Sea d := max;deg f;. En-

tonces existen D € N y g1,...,9s € k[xl,...,xn,xfl,...,x#] tales que

PP =gifi+- 4 gsfs

con D < p!min{n+1,s}2vol(P) , a € (p! min{n + 1,s}vol(P))?-P y deg(gif;) <
d((1 +degp)p! min{n +1,s}vol(P))? para i=1,...,s.

2.3 Cotas de Altura

2.3.1 Divisién médulo Variedades Interseccién Completa

La férmula de la traza de Tate ha sido utilizada recientemente en distintos trabajos sobre
teoria de eliminacion. Hay dos aplicaciones principales de la férmula de la traza: calculo de
bases monomiales de grado bajo [3], [10], [34], [2] y divisién médulo variedades interseccién
completa [48], [83], [115], [62], por nombrar sélo algunas referencias. En esta subseccién
vamos a seguir este ultimo punto de vista.

Sea k un FP-—cuerpo y sea A := k[t1,...,ty] un anillo de polinomios sobre k. Sea
Alz] := Alz1,...,x,] el anillo de polinomios n—variados con coeficientes en A y sea K
su cuerpo de fracciones. Para f € A[x] denotamos por deg(t) fy deg(x) f el grado de f
en las variables t1,...,t, v x1,...,%, respectivamente.

Sea F :={Fi,...,F,} C Alxy,...,2,] una interseccién completa reducida de polinomios
de grado acotado por d en las variables z1,...,x,, que genera un ideal radical (F') :=
(Fi,...,F,). Consideramos el A-dlgebra

B := Alz]/(F) = Alz1,..., 2]/ (F1,. .., Fy).

Asumimos que A <— B es una inclusiéon finita y separable, que corresponde a una
normalizacién de Noether de la variedad V(F) C A™. Luego B es un A-mddulo libre
de rango acotado por el grado de la variedad V(F).

Sean entonces f,g € Alx1,...,z,] polinomio tales que f es un no—divisor de cero en B
y f|g en B. Esto es, existe algin polinomio ¢; € A[xy,...,z,] tal que =7, - f. Este
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apartado estd dedicado al problema de la division, que consiste en encontrar un polinomio
q € Alxy,...,z,] de bajo grado y altura tal que § = g - f. Resolvemos este problema
mediante el uso de la férmula de la traza.

El siguiente es el resultado principal de esta subseccién. Este resultado es un refinamiento
del teorema de divisién de Krick—Pardo [83, Teorema 29].

Proposicién 2.3.1 (Teorema de Division) Sea A := k[t1,...,tm] y sea Alx] :=
Alxi,...,zy] el anillo de polinomios n -variados con coeficientes en A. Sea F =
{F1,...,F,} C Alz] una interseccion completa reducida que define una variedad V :=
V(F) € A" de grado §. Sean d := degF, h := m(F). Sea B := Alz]/(F), y a
sumimos que A <— B es una inclusion finita y separable,

Sean f,g € Alz] polinomios tales que f € B es un no-divisor de cero y f|g en B.

Entonces existe q € Alx] tal que B
g=q-fenB
que satisface
deg® ¢ n(d—1),
deg g < (2nd+ deg f) 6% + deg™ g6 + deg® g,

m(q) < c(d?6* + (deg )2 6% + (deg'™ )2 62)(h + h(V) + 6%) + 55(h + m(f)) + m(g),

IN

donde ¢ solo depende de m, n.

Se puede tomar ¢ := 103 (m +n + 1)°.

Este resultado es una consecuencia de la férmula de traza de Tate. En lo que sigue vamos a
describir los aspectos béasicos de la teoria de dualidad en 4lgebras de Gorenstein necesarios
para su demostracién. La referencia standard es el libro de Kunz [87].

Consideramos a B* := Homg(B, A) como un B-médulo con la multiplicacién definida
por b-7(z):=7(b-z) para be B y 7 € B*. El médulo dual B* es un B-mddulo libre
de rango 1, debido a que B es una A-algebra de Gorenstein. Un generador o de B*
como B-mddulo se llama una traza de B.

Hay dos elementos relevantes en B*, que denotamos por Tr y o. El primero, Tr, es la
traza candnica de B,y se define de la siguiente manera. Dado b € B, sea Ly(z): B — B
el morfismo A-lineal definido por Ly(z) := b-z para x € B. Luego Tr(b) se define
como la traza del endomorfismo L, de B. Esta definicién tiene sentido, ya que B es un
A—-médulo libre.

La traza candnica no es en general una traza de B, es decir, Tr no es un generador de
B*. Ahora vamos a introducir a o, que es una traza en este sentido.

Sean yi,...,y, nuevas variables y sea y := (y1,...,yn). Sean FZ@> = Fi(z) y Fi<y> =
F;(y) . El polinomio }7’1-<I>—Fi<y> pertenece al ideal (y1—z1,...,yn—2y). Sean l;; € Alz,y]
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tales que
FY — B =37l (g — 7).
=1

Notamos que los polinomios /;; no son tnicos. Consideramos el determinante A de la
matriz (l;;)ij , que se puede escribir como

A= Zam(fv) b (y)

con an, € Alz] y bm € Aly]. Nuevamente, los polinomios a,, by, no estdn univocamente
determinados. El polinomio A se llama un determinante pseudo—Jacobiano de la inter-
seccion completa F'.

Sea ¢y, := by (z). Luego existe una unica traza o € B* tal que

1=> 0o(am) - tm-

La propiedad principal de la traza o es la identidad
g=> 0(g-am) -t €B
para todo g € Alx|. Esta identidad se conoce como la férmula de la traza de Tate [87,
Apéndice F].
Sea J la clase en B del Jacobiano J(F'). Se tiene la identidad

J=> T b
m
que justifica el nombre de pseudo—Jacobiano para A.

Los elementos Tr y o estan relacionados por la identidad
J-o=Tr
es decir, Tr(b) = o(J - b) para todo b € B.

Notamos que los polinomios /;; se pueden elegir de grado acotado por d — 1, y por lo
tanto los polinomios a,, ¢, se pueden elegir de grado acotado por n(d—1). La férmula
de la traza se puede aplicar entonces al célculo de sistemas de generadores de bajo grado
de B como A-mdédulo. Obviamente, el conjunto de polinomios {¢;,}n, — de grado a lo
sumo n(d — 1) — genera a B como un A-médulo.

Demostracion de la Proposicion 2.8.1. Mantenemos la notacién de la discusién anterior.
Sea K el cuerpo de fracciones de A y sea L := K ®4 B. El hecho de que B es un A—
modulo libre implica que el morfismo o € B* se extiende en forma tnica a un morfismo
o € Homg (L, K).

El polinomio f es un no—divisor de cero en B y por lo tanto es una unidad en L. Sea
q1 € A[z1,...,2,) tal que g, - f =g en B. Luego g :7_1 -g en L y por lo tanto

o(f g p)=0(@ P eA
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para p € Alzy,...,z,]. Consideramos entonces el polinomio

¢=> 0 g am)en=> T TG an)em € Alpr,..., 2],

m

Como consecuencia de la férmula de la traza de Tate se tiene - f =g en B. Se tiene

deg® g < n(d—1).

En lo que sigue vamos a estimar el grado con respecto a las variables t1,...,t, y la altura
del polinomio ¢. Sea

lz] = (E(yla sy Yy T4l e 7$n) - Fi(yb' - Yji—1,Tg, - - axn))/(yj - .’I}]) € A[l‘,y]

de forma tal que se verifica F;y) — Fi@[”> = >, lij (yj — x;). Se tiene degliyy <d—1 y
m(lij) <h+2(m+n)d,y por lo tanto

degap,degc, < n(d—1),

m(am), m(cm) < nh+5(m+n)d.

Sea my=TF+a, 1T+ +ag € A[T] el polinomio minimal de f sobre K,y sea
o= P g € Al

Se tiene entonces f - f = —ag € A — {0}. Se tiene degmy < degf-d por el teorema
1.3.4 y por lo tanto
deg ag, deg f* < 2deg f - 6.

Por otra parte se tiene m(mys) < ci(deg f)? - 82(h(V) 4 0%) 4+ c2 6 - m(f), por el corolario
1.3.12. Las constantes ¢1, co s6lo dependen de m, n, y se puede tomar ¢ := 96 (m +
n+1)* vy cg:=4. Queda entonces

m(ag), m(f*) < (c1+1)(deg f)? 8> (M(V) + 6%) + (c2 +1) & - m(f).

Se tiene ademds degJ <n(d—1) y m(J) <nh+7n(2n+m)d. En forma andloga
obtenemos polinomios J* € Afz] y Gy € A— {0} tales que J-J = —fy en B. Se tienen
las estimaciones

deg Gy, deg J* < 2ndd,
m(Bo),m(J*) < (c1+1)(nd&)?*(h(V)+06%) 4+ (co+1)(nh+7n(2n+m)d)J.

% Tk

Sea Ay, :=Tr(J - f -G-ap). Luego

deg® A, < (2nd6 +2deg f -6 + deg'® ¢) 6 + deg® g,
m(Ap) < c(d?6 + (deg f)2 64 + (deg™ g)2 6%)(h + h(V) + §?)
+58 (h+m(f)) +m(g).
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por la proposicién 1.3.13, con ¢ :=5-10% (m +n + 1)%. Se tiene
Qg - ﬂO q = Z A
m
y por lo tanto

deg® ¢ (2ndé+2deg f - § + degl® g) § 4 deg® g,
m(q) < c(d*6* + (deg £)%6* + (deg™ g)2 62)(h + h(V) + 62)
+56 (h+m(f)) +m(g) +nd+n.

IN

A

a

Consideramos también el problema de la interpolacion: dado un polinomio g € Alx],
encontrar g; € A[z] de grado acotado por nd con respecto a las variables z1,...,x, tal
que g =7, en B. Este es un caso particular del problema de la divisién. Mantenemos la
notacion de la proposicién 2.3.1. La férmula de la traza muestra que el polinomio

0= 0 ) em € Alar,.., 2]

m

verifica g =7, en B. Se tiene

nd,
deg® g1 < 2ndé? 4 deg® g6+ degl® g,

m(gl) < c(d?6* 4 deg® ¢)262)(h + h(V) + 62) + 58 h + m(g).

deg™ gy

IN

2.3.2 Un Teorema de Ceros Aritmético sobre Variedades Interseccion
Completa

Sea k un FP-—cuerpo. Sea F := {F,41,...,F,} C k[z1,...,z,] una interseccién com-
pleta reducida de polinomios que definen una variedad V := V(F) C A™.

Sean fi,...,fs € k[z1,...,2,] polinomios sin ceros comunes en V. El teorema de ceros
de Hilbert dice entonces que existen ¢i,...,gs € k[z1,...,x,]| tales que

I=g,f1+ - +9,fs €k[V].

Vamos a tratar el problema de acotar los grados y las alturas de g, ..., gs. Resolvemos
este problema usando el teorema de division 2.3.1. En este punto seguimos las lineas de
la demostracién de Krick—Pardo [83].

Teorema 2.3.2 (Teorema de Ceros Aritmético) Sea k un FP —cuerpo y sea F := {Fy41,
ooy B} CE[xy,. .., xy] una interseccion completa reducida que define una variedad V :=

V(F) C IA™ de grado 6.
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Sean fi,..., fs € k[z1,...,x,] polinomios sin ceros comunes en V. Sean d := max; deg f;
y h:=max;, m(f;), y sean D > d,degF y H > h,m(F).

Entonces existen g1,...,9s € klz1,...,2,] tales que
T=g1f1+ +7,fs €klV]
<

con degg; <5n?Dd*" 6% ym(g:)
de n.

cD?(d" §)2(H+h(V)+d" §), donde ¢ sélo depende

Se puede tomar ¢ := 10% (n + 1)'®. Se tienen las estimaciones

degV < D", h(V) < k1(n) D7) H 4 ky(n) D",
aunque estos pardametros pueden ser mucho menores en algunos casos particulares.
Aplicamos el resultado anterior al caso k := Qy V := A™. Sean fi,..., fs € Z[x1, ..., xy]

polinomios enteros sin ceros comunes en A™. Sean d := max; deg f; y h := max; h(f;).
Obtenemos entonces que existena € Z — {0} y ¢1,...,9s € Z[x1,...,x,] tales que

a=g1f1+-+9sfs

con degg; < 5n?d*" y h(a),h(gi) < c(n)d??" (h+d"). De esta forma reobtenemos
esencialmente los resultados de Berenstein-Yger [13] y Krick—Pardo [83].

Consideramos luego el caso k := ko(t1,...,tm) v V := A™. Sea A := ko[t1,...,tm] €l
anillo de polinomios m—variados sobre un cuerpo ko. Sean fi,...,fs € Alzy, ..., xy]
polinomios sin ceros comunes en A". Sean d := max; deg(t) fi v h = max; deg(x)( fi)-
Entonces existen a € A— {0} y ¢1,...,9s € A[z1,...,x,] tales que

a=g1fi+-+9gsfs

con deg®g; < 5n2d?" y  deg®a,deg® g; < c(n)d®" (h + d"). De esta forma
reobtenemos el teorema de ceros paramétrico de Smietanski [120].

El resto de esta subseccién estd dedicado a la demostracion del teorema 2.3.2. Para poder

aplicar el teorema de divisién necesitamos preparar previamente los polinomios fi, ..., fs
y poner a las variables x1,...,x, en posicién general.
En primer lugar mostramos que los polinomios fi,..., fs pueden reemplazarse por una

sucesion regular reducida.

Lema 2.3.3 Mantenemos la notacion del teorema 2.5.2. FEntonces existen polinomios
hi,...,hi € (f1,...,fs) para algin t < min{r,s} que forman una sucesion regular redu-
cida débil en k[V] tales que

degh; <d+1, m(h;) <h+logd+4nd.
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Demostracion. Construimos inductivamente a los polinomios h; como combinaciones li-
neales de los polinomios f;, eventualmente multiplicados por variables. Asumimos que
hi,...,h; ya estan construidos. Sean w;, uy; variables y sea

Hiv1:=Y uifi+ Y umay- fi.
i Kl

Sea V; := VnV(hy,...,h;) € A™ la variedad definida por hi,...,h; en V. Sean
Y1,---,Yn variables tales que yi,...,yr—; estdn en posicién de Noether con respecto a V;
para todo ©.

Sean entonces A; := k[u][y1,...,yr—i|, E; el cuerpo de fracciones de A; y F; := E; ®
k[V;]. Luego F; es una E;-dlgebra finita de dimensién [F; : E;] < d*-§. Sea Liyq : F; —
F; la aplicaciéon g — H;y1 g,y sea

¢ :=det Liy; € k[u]

la norma de H;y1 sobre F;. Luego ¢ # 0, ya que fi,..., fs definen la variedad vacia en
V;. Se tiene ademds deg¢ < (d+1)'degV .

Por otra parte, sea J € k[u|[z1,...,2,] el Jacobiano de Fy,..., Fy_p, h1,..., hi, Hiy1 con
respecto a las variables y,_;,...,y,. Luego J es no—divisor de cero en k[V]. Esto es una
consecuencia del teorema de Bertini y del Criterio Jacobiano [59]. Consideramos la norma
de J, es decir

Y :=det Ly € k[ul.

Se tiene deg(“) J <n—r+1i yporlo tanto ¢ es un polinomio no nulo de grado acotado
por (n—7+41i)(d+1)"6. Luego ¢ -1 es un polinomio no nulo tal que

deg¢ - <n(d+1)"0.
Luego tanto existe a € k™+t1)* tal que ¢-9(a) #0 y h(a) < ilog(d+1) +1logd + logn.
El polinomio hjy; := Hjy1(a) satisface las condiciones del enunciado.

g

El paso siguiente consiste en poner a las variables y1,...,y, en posiciéon de Noether
simultaneamente con respecto a todas las variedades que se consideran.

Lema 2.3.4 Mantenemos la notacion del pdarrafo anterior. Sea V; :== VNV (hy,...,h;) C
A" la variedad definida por hi,...,h; en V. Entonces existen variables yi,...,y, €
klz1,...,zy,] tales que yi,...,yr—; estdn en posicion de Noether separable con respecto a
Vi para todo i. Se tiene ademds

h(y;) <27 (d+1) + logd.

Demostracion. Sean
Yi=Uio+Unz1+ -+ uintn

formas lineales genéricas para i = 1,...,r. Sea a; € k[U] el coeficiente principal del
polinomio caracteristico Py, de la variedad V;, y sea p; € k[U,T| el discriminante de
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Py, . Sea entonces b:=[];a;-p;. Luego b es un polinomio no nulo de grado acotado por
r(d+1)%" 6% en cada grupo de variables U;. Sea a € k")) tal que

b(a) # 0.

Se puede tomar a; de altura acotada por logr+27 log(d+1)+2 logd. Luego y; := Y;(a)
verifica las condiciones del enunciado. O

Demostracion del Teorema 2.3.2. Mantenemos la notacién de los lemas anteriores. Sea
Vii=VnV(fi,...,fi) €A™ como la variedad definida por fi,...,f; en V. Se tiene

degV; < d'6, h(V;) < k1 (d'6)(h+ h(V)) + Ko (d' 5)°

donde k1, Ko son las constantes que intervienen en el enunciado del corolario 1.4.5.
Primeramente consideramos el caso en que s < r, fi,...,f, € k[V] es una sucesién
regular, y las variables x1,...,2,_; estan en posicién de Noether con respecto a V; para
todo 1.

Sea entonces A; := k[x1,...,z,—i] v Bi :==k[V]/(f1,..., fi) = k[Vi]. Luego Fi,...,F,_,
fi,..., fi € klz1,...,x,] forman una interseccién completa reducida, y A; < B; es una
inclusién entera y separable. Estamos entonces en condiciones de aplicar el teorema de
divisién 2.3.1.

Vamos a construir inductivamente g1, ..., gs € klz1,...,x,] tales que
T=0ip1 fi1 +- +7s fs € K[Vi].

Para un polinomio ¢ € A;[xy—it+1,...,%,] denotamos por deg®g y por deg”g su grado
en las variables libres x1,...,x,—; y en las variables dependientes x,_;i1,...,Z, respec-
tivamente.

Hacemos induccién en i. En primer lugar tomamos g5 € As_1[Tr—s, ..., 2] tal que
1= @ﬁ € By

con deg*gs <nD , deg®gs <3nDd* 28 y m(gs) < cD?(d*delta)!? (h+h(V)+
d*=1§) . Se puede tomar c:= 107 (n + 1)13.

Ahora sea i < s — 1. Hacemos
biv1 =1 = git1fix1 + -+ 9sfs € Ai[zr—141,..., Tl

Luego f; 11 € By es un no-divisor de cero, y se tiene £ 11 |bir1 en B;. Aplicamos el
teorema de divisién y obtenemos un polinomio ¢g;41 de grado y altura controlada tal que
biy1 =011 fix1 en B;. Se tiene

IN

deg” git1 nD,
dego gi+1 < 3nD 6z2 + deg* bi+1 . (51 + deg° bi+1,

m(biy1) < c1(2D%6} 4 (deg” big1)? 62)(H + h(Vi) + 62) + m(bit1),
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con c; := (10 + 1)(n + 1)%. Tratamos en primer lugar la cota de grado del polinomio
gi+1 con respecto a las variables libres. Asumimos deg®g; <4(s—j+1)nDd?**46*> —d
para j =s,...,i+ 2. Se tiene entonces

deg®giy1 <4(s—i)nDd**6% —d

Tratamos ahora la cota para la altura de g; 1. Se tiene
h(V;) < k1(d® 8)3(h + h(V)) + ka(d® 6)°
por la desigualdad de Bézout aritmética. Asumimos entonces
m(g;) < ca(s —j +1) D*(d® 6)"2(H + h(V) + d* )
para j=s,...,i+2,con cg:=2-107 (n+1)!®. Se obtiene
m(gir1) < ca(s — i) D (d* 6)2(H + h(V) 4 d* 6).

El caso general se reduce a este por medio de los lemas 2.3.3 y 2.3.4. O

2.3.3 Distancia entre Variedades

En esta subseccion estudiamos los aspectos métricos de las variedades. La altura de una
variedad nos permite estimar la localizacién de sus puntos. Por ejemplo, en el caso en que
V C A"(C) es una Q-variedad de dimensién 0 se tiene

V C{{e A" :log|l¢]| < (V) +log(n +1) 8}

donde ||{]] := max; |§;| denota la norma del supremo.

Sean VW C A™(C) Q-variedades y sea a > 0. Definimos la funcién distancia
disto (V, W) como la distancia entre V' y W en la bola B(0,«) :={{ € A" : |[¢]|| < a}.
Para V,W C A" Q-variedades tales que VNW = () consideramos el problema de estimar
la distancia entre V' 'y W.

Este problema estd en estrecha relacién con el teorema de ceros aritmético sobre variedades.
En la situacién que consideramos se tiene 1 € I(V) 4+ I(W). Sea F € I(W) tal que

1=F € k[V]

con deg = D y h(F) = H. Vamos a mostrar que una cota para D, H implica en forma
directa una estimacién para la distancia entre V'y W.

Sea > 0,ysean £ €V y p € W tales que &, 0 € B(0,«). Desarrollamos a F alrededor
de o. Se tiene ‘
F=> a;(x—o)
i
con a; := 0;F(p). Se tiene log |a;| < H+(loga+logn) D. Sea € := || —pl|| y supongamos
que se tiene € < 1. Evaluamos z := ¢ y queda

0 < log|F(§)| <log(max;|a;|) + D +n+loge
< H+ (loga+2n)D +loge
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es decir
—log(disto(V,W)) < H + (2n +loga) D.

A partir de los resultados de la subseccién anterior obtenemos la siguiente estimacién para
el caso en que V' y W son variedades interseccion completa reducida.

Teorema 2.3.5 Sean V,W C A"(C) Q-variedades tales que VW = 0. Sean r,s la
dimension de V. y de W respectivamente. Sea 0 el grado de V . Asumimos que V vy
W son variedades interseccion completa reducida de polinomios f:={fi,..., fn—r}, g :=
{91, -, gn-s} C k[z1,..., ], respectivamente. Sean d:=degf, h:=m(f), D:=degyg
y H :=m(g). Entonces

log(disto (V, W)) > —cd* D" 2 5'2(h + H + h(V) + D" 6 + log )

para o > 0, donde ¢ solo depende de n .

a

Se puede tomar ¢ :=2-10%(n + 1)!6. A partir de este resultado derivamos la siguiente
cota para el caso general.

Corolario 2.3.6 Sean V,W C A™(C) Q-variedades tales que VW = 0. Sean r, s
la dimension de V' y de W respectivamente, y asumimos r+ s > n+ 1. Entonces

log(disto (V, W)) > —c(n) (deg V)¢ (deg W)'2"(h(V') + h(W) — log )

para o > 0, donde ¢ sdlo depende de n .
Se puede tomar ¢ := 10° (n + 1)%6.

Demostracion. Las variedades V', W estan contenidas en variedades interseccion com-
pleta reducida X, Y C A" tales que X NY = (). La variedad X C A" estd definida
por polinomios fi,..., fn—r € k[x1,...,z,] tales que

deg f; < degV, m(f;) < h(V) +10n? degV.

Andlogamente la variedad Y C JA™ estd definida por polinomios ¢1,...,gn_s €
klx1,...,zy], vy valen cotas andlogas para los grados y las alturas de estos polinomios.
Luego la estimacién para la distancia entre V' y W se sigue del resultado anterior.

a

Esta estimacion parece estar lejos de ser optima en términos de el grado y la altura de las
variedades V y W . Formulamos la siguiente conjetura para el caso general del teorema
de ceros aritmético sobre variedades.

95



Conjetura 2.3.1 Sea k un FP —cuerpo. Sean V, W € IA™ k -variedades tales que
VAW =0. Entonces existe F € I(W) tal que

T=FecklV]

con degF <degV-degW y m(F) <degV-h(W)+degW -h(V)+c(n) degV -degW .

Resultados recientes de Kollar [79] muestran la validez de la cota de grado propuesta, y
dan asf sustento a nuestra conjetura.

Por la discusién anterior al teorema 2.3.5, esta conjetura implica — en el caso de ser cierta
— la estimacion

—log(disto (V,W)) < degV - h(W) 4+ degW - h(V) + (c¢(n) + 2n + log ) degV - deg W

para la distancia entre V' y W.
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Capitulo 3

Cotas para la Funciéon de Hilbert

En este capitulo tratamos el problema de estimar globalmente la funcién de Hilbert de un
ideal homogéneo de k[xo, ..., z,]. Obtenemos una cota inferior para la funcién de Hilbert
de un ideal homogéneo arbitrario (Teorema 3.1.2). Obtenemos ademds cotas superiores
para el caso de un ideal primo (Teoremas 3.2.2 y 3.2.6) y para el caso de la suma de un
ideal primo y un ideal principal (Teorema 3.2.8). Las cotas obtenidas dependen del grado
de la dimensién del ideal en cuestion, y son esencialmente éptimas en términos de estos
parametros.

3.1 Cotas Inferiores

A lo largo de esta seccién denotamos por k un cuerpo perfecto y por k su clausura

algebraica. Para un ideal homogéneo I de k[xo,...,z,], denotamos por dim I la dimen-
sién de Krull del anillo cociente k[xq,...,x,]|/I.
Sea I un ideal homogéneo de k|xg, ..., z,]. La funcidn de Hilbert o funcion caracteristica

de I se define como

hr 2 — 7L, m — dimg(k[zo, ..., xn)/I)m.-

Para una variedad proyectiva V' C IP™ denotamos por hy la funciéon de Hilbert de su
ideal de definicién I(V).

Sea I C k[xg,...,z,] un ideal homogéneo de dimensién r. Sea p; = a,_1t" " +---+ag €
Q[t] su polinomio de Hilbert, de forma tal que se tiene

hi(m) = pr(m), m > 0.
El grado degl del ideal I se define como

deg :=(r—1)! a,_1.
Sea I C k[zg,...,x,] un ideal radical homogéneo y sea I = Np P su descomposicién
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primaria minimal. Luego se tiene

degl =) degV(P)
P

donde la suma se hace sobre los primos asociados P de [ tales que dim P = dim [,
y degV(P) denota el grado de la variedad proyectiva V(P) C IP"™. Referimos a la
subseccion 1.2.1 para una discusién mas detallada sobre la nocién de grado de ideales y
de variedades proyectivas.

Sean I, J C k[zo,...,x,] ideales homogéneos. Se tiene entonces la sucesién exacta de
k—algebras graduadas

0—-8/InJ— S/ IdS/J — S/I+J —0
(fvg) — f_g

de donde se obtiene la identidad hrny(m) = hr(m) + hj(m) — hryy(m). Se tiene en
particular deg I N J =deg! en el caso en que dim I > dim J .

Sea I C k[zg,...,x,] un ideal homogéneo, y sea f € k[xq,...,x,] un polinomio homogé-
neo de grado d que es un no—divisor de cero médulo I. Se tiene la sucesién exacta

0— S/ 1L S/T—S/I,f)—0

y por lo tanto hr 5y (m) = hy(m) —hy(m —d) y deg(l,f) =degf-degl.

Sea I un ideal homogéneo de k[zo,...,x,] v sea I¢ el ideal extendido a k[xo,...,Zy].
Entonces hy = hje, y en particular deg /¢ = degl. La propiedad de I de ser radical y
equidimensional también se preserva por extension del cuerpo de base [99, Teorema 26.3].
Esto nos permite asumir sin pérdida de generalidad que el cuerpo k es algebraicamente
cerrado.

Consideramos en primer lugar el problema de acotar inferiormente la funcién de Hilbert
de un ideal polinomial homogéneo arbitrario I de k[xg,...,z,]. Nuestra demostracién
se basa en la reduccion del caso general al caso en que dim/ = 1, es decir, cuando la
variedad proyectiva V' (I) es finita. Consideramos este caso separadamente.

Lema 3.1.1 Sea I C k[xg,...,xy,] un ideal homogéneo equidimensional de dimensiéon 1.
Entonces

hry(im) > m+1, m=0,---,deg I — 2,

hr(m) = deg I, m > degl — 1.

Demostracion. Sea mg el menor entero tal que h; coincide con py, es decir, hy(m) =
deg I para m > myg.

Asumimos que k es algebraicamente cerrado, y en particular infinito. Sea 1 € S una forma
lineal no-divisor de cero médulo I. Se tiene entonces h; ) (m) = hr(m) — hi(m —1).
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Luego hr,y(m) > 1 para m =0,...,mg— 1y h(,(m) =0 para m > mg. Obtenemos
asi

hy(m) >m+1, m=0,...,degI —2

y hr(m)=deg I para m > degl — 1.

n

') como

n!/il(n — i), si n>0,
0, si n<O.

Para n,i € Z,i > 0 definimos el nimero combinatorio (

Se tiene la identidad

(m+77:+D) _ (mjr) — Z(m-ﬁ-::}—&-z)

El lema anterior se puede entonces escribir como hy(m) > (M) — (M9

Teorema 3.1.2 Sea I C k[xg,...,x,| un ideal homogéneo de dimension r, con r > 1.
Entonces
—deg I
hr(m) > ("F7) — (MR,

Demostracion. Hacemos induccién en 7. El caso r = 1 se sigue del lema 3.1.1. Luego
consideramos el caso r > 2. Sea [I“ la parte equidimensional de I. Se tiene entonces
hi(m) > hru(m) y degl = degI*.

Sea n € k[, ..., ;] una forma lineal no—divisor de cero médulo I*. Luego dim(I%,n) =
r—1y deg (I*,n) =deg I* =deg I. Por la hipétesis inductiva se tiene

hpupy(m) > ("7 - (Mo,
Se tiene hru(m) = 327 o(hpu(j) — hru(j — 1)) = X270 h(gu ) (j) ¥ por lo tanto
hr(m) = hpe(m) = 3 {(371) = (8Ll = () - (nodestery,
7=0
O

Esta desigualdad extiende la estimacién de Nesterenko para el caso de un ideal primo [104]
al caso de un ideal arbitrario.

Para un ideal homogéneo I C k[zo,...,z,| denotamos por H(t) := > o°_ohr(m)t™ su
serie de Hilbert—Poincaré. Sea r := dim[I. El resultado anterior puede ser enunciado
como
1— tdeg[
Hi(t) > ————
I( ) - (1 _t)r+1
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en el sentido de que esta desigualdad se verifica para cada término de estas series de
potencias.

El teorema de persistencia de Gotzmann [60] implica que para un ideal homogéneo I de
klzg,...,zy] de dimensién r existe un entero mg € Z tal que

hy(m) > ("F7) — (MTEEIT), m > m,

como fue notado en [22]. Nuestro teorema muestra que esta desigualdad vale globalmente,
no so6lo para valores grandes de m.

Nuestra estimacion es éptima en términos de la dimensién y del grado del ideal . En la
siguiente proposicién establecemos los casos extremales, que corresponden a hipersuperfi-
cies de subespacios lineales de IP™. Esto es otra consecuencia del teorema de Gotzmann
[22]. En lo que sigue damos una demostracién autocontenida de este hecho.

Proposicién 3.1.3 Sea I C k[xq,...,x,] un ideal homogéneo. Entonces

hi(m) = ("F7) = (")

para todo m si y solo si existe un cambio de variables yo, . .., Yyn Yy un polinomio homogéneo
f € klyo,...,yr] de grado D tal que

1= (fay’r‘-i-la"‘?y?’b)'

Demostracion. El polinomio f es un no—divisor de cero médulo el ideal J := (Y41, .-, Yn)
y por lo tanto se tiene

hi(m) = hy(m) — hy (m —deg f) = ("}7) — ("77F").

T T
Reciprocamente, sea I C k[xg,...,zy,] un ideal homogéneo tal que

hi(m) = ("F7) = (")

para todo m. Luego hr(1) < r+ 1, es decir dimy I; > n — r. Luego existe un cambio
lineal de variables yo,...,y, tal que yp41,...,yn € I1. Sea J := (Yp41,...,Yn). Se tiene

hi(m) = ("™}") = hy(m), m=0,...,D—1,
hi(D) = (Pf") =1 <hy(D).

Sea fel—J tal que degf=D. Sea K :=J+(f). Luego K C Iy hx(m) = hr(m)
para todo m, de donde concluimos K = 1. O

3.2 Cotas Superiores

En esta seccién consideramos el problema de acotar superiormente la funcién de Hilbert
de un ideal homogéneo. Tratamos en primer lugar el caso de un ideal radical.

Sea V C IP™ una variedad. Entonces la clausura lineal de V' se define como la menor
variedad lineal L(V') de IP™ que contiene a V.
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Sea E C IP" una variedad lineal. Entonces su ideal de definicién I(FE) estd generado por
formas lineales, y se tiene
dim E = n — dimy [(F);.

Sea V C IP"™ una variedad y sea L € S una forma lineal. Entonces L|y = 0 si y sélo
L| r(v) = 0. Luego el ideal de definicién de L(V) estd generado por la parte de grado 1
de I(V), es decir

En particular tenemos
hy(1) =n+1—dimg I (V) =dim L(V) + 1.

La dimensién de la clausura lineal de una variedad V' C IP™ se puede acotar en términos
de su dimensién y de su grado. Se tiene

dimL(V)+1 <degV +dimV.

Esta estimacién es una consecuencia del teorema de Bertini [76, Teorema 6.3]. Puede
encontrarse una demostracién en el libro de Harris [63, Corolario 18.12].

La siguiente es una estimacion para la funcién de Hilbert de una variedad irreducible.

Proposicién 3.2.1 Sea V C IP" wuna variedad irreducible de dimension d, con d > 0.
Entonces

hy(m) < degV m? + d, m > 0.
Demostracién. Para n,m € N, sea N := ("") —1 y sea
VU o P — IPN, (g 1 -+ mp) = (-r(l))h\:m

la aplicacion de Veronese de grado m. Entonces vp|y : V — v,(V) es un morfismo
birregular de grado m , y por lo tanto h,, (v () = hy(m!). En particular se tiene

hv(m) = hvm(V) (1) = dim L(Um(V)) +1

y por lo tanto
hy(m) < deg v, (V) + dimv,, (V) < degV m? + d.

a

Se puede extender esta estimacion al caso mas general de un ideal radical equidimensional
de k[zo,...,x,].

Teorema 3.2.2 Sea k un cuerpo perfecto y sea I C k[xg,...,x,| un ideal homogéneo
radical y equidimensional de dimension 1, con r > 1. Entonces

hr(m) < degl m" ' 4irr I (r—1), m > 1.

donde irrl denota la cantidad de componentes irreducibles de la variedad V(I).
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Demostracion. Asumimos sin pérdida de generalidad que k es algebraicamente cerrado.
Sea I = Np P la descomposicién primaria minimal de I. De la inclusién candnica de
moédulos graduados

S/I—&s/P
P
se obtiene hr(m) <> p hp(m). Luego

hr(m) < Z (degV(P) m" ' +r —1)=degI m" ' +irr I (r —1)
P
por la proposicion 3.2.1. O

Esta desigualdad tiene el mismo orden de crecimiento de hy. No mejora, sin embargo, la
estimacion
hi(m) < deg I (™71%) i I (™757)

que se obtiene a partir de los argumentos de Chardin [35].

A partir del comportamiento asintético de la funcién de Hilbert
hi(m) ~ (deg I/(r — 1)) m"~!

se ve que esta desigualdad es precisa para valores grandes de m sélo cuando r = 2. En
este caso, la estimacion es 6ptima en términos de deg ! y de irr/. En lo que sigue vamos
a determinar los casos extremales.

Sean V,W C IP" variedades. Entonces V,W son proyectivamente equivalentes si existe
un automorfismo A € PGLy,41(k) tal que W = A(V) [63, p. 22]. Esta propiedad es
equivalente al hecho de que los anillos de coordenadas k[V], k[W] sean isomorfos como

k—4lgebras graduadas. En este caso las funciones de Hilbert de V' y de W coinciden.

Una curva C C IP™ proyectivamente equivalente a v, (IP!) se llama una curva racional
normal. Una curva racional normal C es no degenerada, es decir L(C) = IP", y tiene
grado n. Luego el grado de C es el minimo grado que puede tener una curva de IP"
no degenerada [63, Corolario 18.12]. De hecho, las curvas racionales normales estdn
caracterizadas por esta propiedad [63, Proposicién 18.9].

Sean ahora I,n € N y § = (61,...,8) € N! tales que || =8 +...+6 <n+1-1.
Hacemos n; := 01 + ...+ d0; +j, para j := 1,...,l, y consideramos la inclusién de
variedades lineales definida por

nj—1
——N—
ij:P% < P, (o:oooiag) = (0:...:0:@p ... 125, :0:...:0).
Las variedades lineales i (IP%),...,i;(IP%) son disjuntas entre si. Definimos una curva

C(n,d8) CTP"™ como

C(n,8) := | i(vs, (P1) C "
j=1
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Una curva C' C IP" es proyectivamente equivalente a C(n,d) siy sélo si existen Fy, ...,
E; CIP" variedades lineales disjuntas tales que dimE; = d;, C C U;E;,y

Cj =0CnN Ej - Ej
es una curva racional normal para todo j.

Sea V C IP™ una variedad. Entonces V' esta definida sobre k si su ideal de definicién estd
generado sobre k. El siguiente lema es bien conocido, lo probamos aqui por falta de una
referencia adecuada.

Lema 3.2.3 Sean ¢ : P" — PN wuna aplicacion reqular definida sobre k, y sea V. C IP™
una variedad definida sobre k. Entonces la variedad ¢(V') C PN estd definida sobre k.

Demostracion. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

*

E[zo,....on] -5 K[V]
! !

_ o

k[xo,...,.%'N] —k> k[V]

Luego keryp = Ix(W) y keroZ = I(W), donde I;(W), Iz(W) denotan el ideal de la
variedad W en k[zo,...,zn] y k[zo,...,zn], respectivamente. Se quiere ver I(W) =
k@ I (W). Se tiene k ®y k[V] = k[V], ya que V estéd definida sobre k. Tensorizando
con k obtenemos

Elzo,...an] 5 E[V]

con ker k ®j, ¢ =k @ I;,(W). Concluimos entonces
L(W) = k@ I(W),

y por lo tanto W estd definida sobre k. O

Sea v, : P — P™ la aplicacién de Veronese de grado n y sea C,, := v,(IP') su imagen.
Por el lema anterior la curva C),, esta definida sobre k.

Sea Cj :=1i;(Cs;) € IP™ para j =1,...,l. Entonces C(n,d) = J; C; es la descompo-
sicién minimal de C(n,d) en curvas irreducibles. Luego C(n,d) también estd definida
sobre k, y por lo tanto

irr I, (C(n, ) = I, deg I,(C(n,8)) = |9].

Lema 3.2.4 Sean V,W C IP" wariedades. Entonces
IV)+I(W) = (xo,...,2n)

sty solo si V. y W estan contenidas en subvariedades lineales disjuntas de ™.
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Demostracion. Las variedades V' y W estan en espacios lineales disjuntos si y sélo si sus
clausuras lineales son disjuntas. Sean Ly := I(L(V)), Lw := I[(L(W)) C k[x1,...,z,].
Se tiene

Ly = (I(V)1), Ly = (I(W)1).

En particular Ly, Ly estan generados por formas lineales, y por lo tanto

Ly + Lw = I(L(V) N L(W))

Sean V,WW C IP" tales que L(V)NL(W)=0. Entonces Ly + Lw = (zo,...,2,) y por
lo tanto
I(V)+I(W) = (xo,...,Tn)

Reciprocamente, supongamos que se verifica I(V) + I(W) = (xq,...,z,). Luego Ly +
Lw = (xg,...,z,) y por lo tanto L(V)NL(W)=10 O
Proposicién 3.2.5 Sea I C k[xg,...,x,] un ideal homogéneo radical y equidimensional

de dimension 2. Entonces
hi(m) =degI m +irr [

para todo m > 1, si y sdlo si existe una curva C C P definida sobre k proyectivamente
equivalente a C(n,d), tal que I = I,(C) para algin 6 € N, con 1 :=irr I y |6| = deg[.

Demostracion. Sea C' C IP™ una curva definida sobre k proyectivamente equivalente a
C(n,d) para algin [ € N y § € N'. Sea I :=I;,(C). Luego

irr I =irrC(n,d) =1, deg I = deg C(n,0) = |4].

Queremos probar entonces hr(m) = |6| m+1. Hacemos induccién en 1. Sea C := vs(IP!).

Por la inclusién de k—algebras graduadas

X
Vs

E[C] = K[z, ], zi — 'yl

~

obtenemos la descomposicién en partes graduadas k[C] = 20 klz, yls|j - Luego
hi(m) = hc(m) = dm+1 para m > 1,y por lo tanto la afirmacién se verifica para [ = 1.

5) =0

la descomposicién minimal de C(n,d) en curvas irreducibles. Luego C1 U ... UCj_1, C)
estan en espacios lineales disjuntos y por lo tanto se tiene

Sea | > 2 y sea

I(CyU...UC1) + I(C) = (20, - - -y Tn)

por el lema 3.2.4. Luego ho(m) = heyu..uc,_, (m)+he,(m) para m > 1,y por la hipdtesis
inductiva obtenemos

hi(m)=hc(m)=((61+...+0—1)m+ ({1 —-1))+ (m+1)=|6|m+], m > 1.
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Ahora vamos a probar la reciproca. Sea C' C IP™ una curva definida sobre k tal que
I=1;(C).

Hacemos induccién en [ := irr /. Consideramos en primer lugar el caso [ = 1, es decir,
cuando C C IP" irreducible. Se tiene

dim L(C) = h¢(1) — 1 = degC
y por lo tanto C' C L(C') es una curva irreducible y no degenerada de grado minimo.
Luego C C L(C) es una curva racional normal [63, Proposicién 18.9].

Ahora sea [ > 2. Sea C = C1 U...U (] la descomposicién minimal de C' en curvas
irreducibles, y sea 9; el grado de ¢;. Entonces

hc(m) = heyo..uc,_, (m) + hey (m) = hieyu..ue, )+ (m) m > 1.

Deducimos del teorema 3.2.2 que hg,(m) =6 m+1, hcu.ue_,(m) = (61 + ...+
di-1) m+(—1) v hyeu.ue,)+1cy)(m) =0 para m > 1.

Luego C; C L(C}) es una curva racional normal, y por la hipétesis inductiva C1U...UC)_q
es proyectivamente equivalente a C'(n, (61,...,9-1)).

Ademids
I(Cl U...Ulel) +I(Cl) = (xo,...,xn).

Por el lema 3.2.4 las curvas Cy U...UCj_1 y C} estan contenidas en variedades lineales
disjuntas, y por lo tanto C' es proyectivamente equivalente a C(n, (01,...,0;)). O

Ahora vamos a deducir otra cota superior para la funcién de Hilbert de un ideal radical
equidimensional.

Sea V C IP™ una variedad irreducible de dimensién r — 1. Sean yq,...,¥y,_1 variables
en posicién de Noether separable con respecto a V. Sea A el anillo de polinomios
k[yo,---,Yr—1] v sea B el anillo de coordenadas homogéneas k[V] de V, de forma tal
que A — B es una inclusién entera. Sean K, L los cuerpos de fracciones de A y de B
respectivamente. Luego K < L es una extensién separable de grado D := [L : K|. Sea
n € B una forma lineal tal que L = K[n]. Luego

An] € B.
Sea f € A[t] el polinomio minimal de n sobre A. Sea b € B. Luego

f'(n)-bzzﬁ(b'am)cm

por la férmula de traza de Tate, con a,, ¢, € A[n]. Luego Tr(b-a,,) € A, y por lo tanto
f'(n)-be Aln], es decir

f'(n)-BC Aln).

El lenguaje de la teorfa de dependencia entera, esta tltima afirmacién dice que f'(n) estd
en el conductor de B en Aln].
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De esta dltima inclusién obtenemos la estimacion
Dr—1 1
hy (m) < ("FEFTTH) — (M

En particular se sigue D = [L: K] =degV .

Teorema 3.2.6 Sea k un cuerpo perfecto y sea I C k[xg,...,x,| un ideal homogéneo
radical y equidimensional de dimension 1, con r > 1. Entonces
h](m) < (m-l—degTI—I—r—l) _ (m—&—Tr—l)’ m>1.

Demostracion. Asumimos sin pérdida de generalidad que k es algebraicamente cerrado.
El caso en que I es un ideal primo de k[xq,...,z,] se sigue de la discucién anterior. En
el caso general, consideramos la descomposicién primaria I = Np P de I y obtenemos

hi(m) < Sp{(mHdePrr=ly _ (mir—l)} = 5, sdes Polmr—i

I-1 — i _ _
< ZZ:gO (m—H;_%M) — (m+c71negl+r 1) - (m;rr 1)

a

Esta estimacion es asintdtica a hy y por lo tanto es mucho més precisa que el teorema
3.2.2 para valores grandes de m . De la expresion
deg I—1
m-+deg I+1 m4r—1y\ __ m+4r—1+17
hf(m)g( rg )_(r )_ Z( r—1 )
i=0
vemos que tampoco mejora la estimacion de Chardin

deg I—1
-1 -1
hi(m) < degI (™71 = > (™)
i=0
en ningun caso [35]. Sin embargo, notamos que nuestra demostracién es mucho mas simple
y que podemos utilizarla en nuestras aplicaciones (Teorema 3.2.8) en lugar de la cota de
Chardin obteniendo resultados similares.

Esta estimacion también se puede expresar entérminos de la serie de Hilbert—Poincaré Hj

de I como
1— tdeg[

(1 _ t)r—i—l
en el sentido de que esta desigualdad es vélida para cada término de estas series de
potencias.

75deg I—IHI (t) <

Derivamos ahora una cota superior para la funcién de Hilbert de la interseccién — al nivel
de ideales — de un ideal radical y equidimensional con una hipersuperficie. Este ideal
no es necesariamente ni radical ni equidimensional. Este resultado es una aplicacién de
nuestras cotas superiores e inferiores para la funciéon de Hilbert. El uso de nuestra cota
superior (Teorema 3.2.6) puede ser reemplazado por la estimacién de Chardin [35] pero la
cota obtenida es esencialmente la misma. De esta manera nuestra exposicién se mantiene
autocontenida.
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Lema 3.2.7 Sea I C k[xg,...,x,] un ideal homogéneo radical y equidimensional de
dimension r, con r > 2, y sea n € klxg,...,x,] una forma lineal no—divisor de cero
mddulo I. Entonces existe mqg € Z tal que

h([ )(mo) < (mO:-i"l—l) - (moJrrflfS degl)

51 r—1

con 3 degl <mo<5(r—1)degl.

Demostracion. Sean § :=degl, k:=36, 1:=2, m:=5dJ. Vamos a probar

- -1
ST - () 2 Y b (m - )
=0 =

Esta estimacién implica Az, (mo) < (motr—ly _ (motr-l1-30)

5(r—1)6—-2064+1<mg<5(r—1)¢. Se tiene

para algin mg € 7Z tal que

-1

DA = (T = {0 = (O MR = (R

j=0
Se tiene también

-1

D B (m = §) = Iy (m) < {7570 = (TN} =M = (M0

j=0
por aplicacién de los teoremas 3.1.2 y 3.2.6. Luego alcanza con probar
(70 = (M) () = ()
> {0 = () {0 = (M)}
Se tiene
{("F70) = (M) —{(m”_k) — (MO}
S (I = (M)
= Sl S () 2 1k = 0) ("
y
{0 — (D = {0 ()Y = S ) = (M)
= LT (ML) <8 (M)

y por lo tanto alcanza con probar

4 =1 (k _ 5)/52 > (mt1—22+5)/(m+r 2—k— l)

r—2
Esto es claro para r = 2, ya que en este caso el lado derecho de esta expresién es igual a
1. En el caso r > 3 se tiene

r—2
(A 20y 2Ry — T (m+ 6 4 ) /(m — k — 14 ) < (1+ (6/5)/(r — 2))" "% < 5/
j=1
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de donde se sigue nuestra afirmacion. Concluimos entonces

hr(mo) < (") — (Mot 30

para algin entero mg tal que 5(r —1)d —25+1<mg<5(r—1)4.
g

En lo que sigue introducimos la caracterizacion de Macaulay de la funcién de Hilbert de
un ideal homogéneo.

Dado enteros positivos i, ¢ € IN, la i —expansion binomial de ¢ es la Unica expresién

e= ()t + ()

J

= (TN o+ (.

Notamos que esta expresién es la i + 1 —expansién binomial de ¢ .

Sean b, ¢, i € IN. Entonces es facil ver que b > ¢ si y sélo si (b(i),...,b(j)) es mayor
o igual que (c(i),...,c()) con respecto al orden lexicografico. En particular b > ¢ siy
sélo si bl > ),

Una sucesién de enteros no—negativos (¢;);en se llama una O—sucesidn en el caso en que
(@)

co=11y cit1 < ¢’ paratodo 7.

Una funcién A : IN — IN es la funcién de Hilbert de un ideal polinomial homogéneo si y
s6lo si la sucesion (h(7)); € IN es una O—sucesién. Esta es la caracterizacién de Macaulay
de la funcién de Hilbert de un ideal polinomial homogéneo [94].

Teorema 3.2.8 Sea k un cuerpo perfecto y sea I C k[xg,...,x,] un ideal homogéneo
radical y equidimensional de dimension r, con r > 2, Sea f € k[xg,...,x,] un polinomio
no—divisor de cero mdédulo I. Entonces

h(],f) (m) <3 degf -deg I (W;‘J:TQ,Q)

para m > 5(r—1) deg I + deg f .

Demostracion. Sean d:=deg f y d :=degl. Luego

h(r,fy(m) = hi(m) — hy(m — d).

Asumimos que k es algebraicamente cerrado. Sea n € k[xg,...,z,] forma lineal no—
divisor de cero médulo I. Por el lema 3.2.7 existe mg € Z tal que 36 <mo <5(r—1)9
tal que

B (mo) < ("5 = (MZR0).
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Sea m > 36. Luego
30

— —1-36 +r—1—j
(m;r—rl 1) - (m+r7~—11 ’ )= Z (mmr—j—i-lj)
j=1

es la m—expansién binomial de (™F771) — (M*1739) 'y por lo tanto

+r—1 +r—1-3§
himy(m) < (277) = ("5507°°)
para m > mg. Esto es una consecuencia del teorema de Macaulay. Concluimos entonces

d—1
hapy(m) = hepy(m—j) <3ds(™757?)
7=0

para m > 5(r—1)6+d.
a

Sean d y o el grado de f y de I, respectivamente. En el caso dim/ = 1 se tiene
hi(m) <0,y vale la igualdad para m > ¢§ — 1. Se tiene entonces

h(Lf)(m) =0

para m >0 +d—1.
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Multiplicidad de interseccion, 3

Grado de una variedad, 4

Altura logaritmica de un polinomio, 5
Politopo de Newton, 10

Volumen no mezclado, 10

Distancia entre variedades, 13

Funcién de Hilbert, 14

Valor absoluto sobre un cuerpo, 17
Completacién de k con respecto a un valor absoluto,
Grado local de una extension finita, 18
Conjunto propio de valores absolutos sobre k, 18
Valores absolutos en el infinito, 18
Multiplicidades, 18

Grado local, 19

Valor absoluto p—adico, 19

Cuerpo de funciones racionales, 20

Anillo local de una hipersuperficie, 20
Orden de una funcién en una hipersuperficie, 20
Valor absoluto sobre k(V), 20

Inmersién candnica de k en k,, 21
Medida de Mahler local, 21

Medida de Mahler local logaritmica, 21
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Altura ordinaria, 22

Altura ordinaria logaritmica, 22
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Grado de una variedad, 26

Grado de una funcién racional, 27
Parte homogénea de grado m, 28
Funcion de Hilbert, 28

Polinomio de Hilbert, 28

Grado de un ideal, 28

Anillo de coordenadas homogéneas de una variedad, 29
Ideal de definicién de una variedad, 29
Longitud de un ideal, 29

Ruled join, 29

Espacio proyectivo dual, 30

Forma de Chow, 30

Polinomio caracteristico, 31

Matriz de variables, 31

Variables, 31

Formas lineales genéricas, 31

Altura de una variedad, 33

Altura de Weil de una variedad de dimensién 0, 34
Altura de un morfismo, 36

Grado de un morfismo, 38

Operador de derivacion parcial, 38
Diferencial, 39

Jacobiano de ¢, 39

Matriz adjunta traspuesta, 40
Polinomio minimal, 43

Multiplicacién a derecha por f, 46
Traza canénica 47

Norma 47

Altura de una solucién geométrica, 58
Altura de una variedad via una solucién geométrica, 58
Morfismo de Veronese, 73

Variedad de Veronese, 73

Anillo de coordenadas homogéneas de una variedad de Veronese,
Céapsula convexa de un conjunto, 80
Cono sobre un conjunto, 80

Ideal térico, 81

Variedad térica afin, 81

Toro de una variedad térica afin, 81
Variedad térica proyectiva, 81

Moédulo dual, 87

Traza, 87

Determinante pseudo-Jacobiano, 88
Serie de Hilbert—Poincaré, 99
Clausura lineal, 100
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6, 65-67
de la traza, 49
de polinomios, 16-25
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de un producto de variedades,
de una hipersuperficie, 4, 34
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de una variedad, 4-7, 1667
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34
de una variedad via una solucién geomé-
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de variedades, relacion con la altura de
una fibra, 50-55
de Weil de una variedad de dimension
cero, 4,34
de Weil absoluta, 24
de Weil invariante, 24
del polinomio minimal,
global, 23-25
invariante, 23
local, 21-22
ordinaria, 22
ordinaria logaritmica absoluta, 22
ordinaria logaritmica, 5, 22
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de coordenadas homogéneas de una va-
riedad proyectiva, 29
graduado Cohen—Macaulay, 69
local de una hipersuperficie, 20
Anélogo aritmético del teorema de ceros in-
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42-49

Caracteristica positiva, 6

Clausura lineal de una variedad , 100
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candnico de valores absolutos sobre un
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graduado, 80
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propio de valores absolutos sobre un cuer-
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saturado, 81
Cono sobre un conjunto, 80
Cuerpo
con férmula del producto,
de ntimeros, 5, 19-20
de funciones racionales de una variedad,
20-21

4,18

4, 18-19

Curva racional normal, 102
Desigualdad de Bézout, 4, 27, 29-30
aritmética, 6-7, 13, 64-65

Determinante pseudo—Jacobiano, 88

Diferencial de un morfismo, 39

Distancia entre variedades, 13-14, 94-96

Dualidad en élgebras de Gorenstein, 13, 55—
56, 68, 86-88

Ejemplo de Mora—-Lazard-Masser—Philippon—
Kollar, 8,9, 84

Elemento primitivo de una variedad, 32, 55

Equivalencia proyectiva de variedades, 102

Espacio proyectivo dual, 30

Fibra cero-dimensional de un morfismo, 7,
37, 38
Forma
de Chow de una hipersuperficie, 33
de Chow de una variedad de dimension

0, 33
de Chow, relacién con el polinomio ca-
racteristico, 32-33, 52-53

de Chow de una variedad, 4, 30-33



eliminante. Ver Forma de Chow.
lineales genéricas, 31
Funcién de Hilbert
caracterizaciéon de Macaulay de la, 108
de un ideal , 14-15, 28-29, 97
de una variedad, 97
cotas inferiores para la, 14-15, 97-100
cotas superiores para la, 14-15, 100-109
Foérmula
de la traza de Tate, 56, 88
de Leibnitz, 38
del producto con multiplicidades, 4, 18—
19
del producto, 18, 20
FP—cuerpo. Ver Cuerpo con férmula del

producto.
Grado
algebraico de un sistema de ecuaciones,
9-10, 78-80

de la imagen de una variedad, 27

de la inversa de un morfismo birracional,
27-28

de un ideal, 28, 97-98

de un morfismo, 38

de una funcién racional, 27

de una variedad, 3-4, 26-29

geométrico de un sistema de ecuaciones,
9-10, 78-80

local de una extension finita, 18, 19

Ideal
de definicién de una variedad, 29
torico, 81

Interseccién
completa, 42
completa reducida, 13, 42
propia, 3

1—expansion binomial, 108
Jacobiano, 39

Localizaciéon de un anillo con respecto a un
elemento, 69
Longitud
de un ideal, 29
logaritmica de un polinomio, 22
de un polinomio, 22

Matriz Jacobiana. Ver Diferencial de un mor-
fismo.

Medida de Mahler, 4, 21
invariante, 23
local, 21
logaritmica, 21
multiplicatividad de la, 22

Morfismo
de Veronese, 73
finito, 42

separable, 38
Multiplicidad de interseccion, 3
Método

combinatorio, 11, 68

Newton-Hensel, 6

Normalizacién de multiplicidades, 19
Norma, 47,92
Nullstellensatz. Ver teorema de ceros.

Orden de una funcién en una hipersuperficie,
20
O —sucesién, 108

Parametrizaciones de una variedad, 56
Parte homogénea de grado m, 28
Polinomio
caracteristico, 30-33, 45
de Hilbert, 14, 28, 97
de Laurent, 10
minimal, 42-43
Politopo de Newton, 10, 80
entero, 81
Problema
de la consistencia, 8
de la divisién, 87
de la interpolacién, 90
de la pertenencia, 7
de la representacién, 7
Punto
no ramificado, 38
reducido, 38

Ruled join, 29

Serie de Hilbert—Poincaré, 99
Solucién geométrica, 5-6, 55-62
Soporte de un conjunto, 10
Sucesién regular, 47

débil, 70

Teorema de Bézout, 3
Teorema de ceros 2, 7-9
aritmético, Ver teorema de ceros, cotas
de altura



aritmético sobre variedades, 12-14, 90—
96
efectivo sobre anillos graduados Cohen—
Macaulay, 11, 68-75
esparso, Ver teorema de ceros, cotas de
esparsitud
intrinseco, 9-10, 79-80
paramétrico, 13, 91
cotas de esparsitud, 10-11, 80-86
cotas de grado, 9-10, 68-80
cotas de altura, 11-14, 90-96
Teorema
de divisién, 86-87
de Hochster, 82
de la Base de Hilbert, 7
de la funcién inversa, 38
Teoria
de Arakelov, 5
de eliminacién, 5, 86
de eliminacién rala, 10
Toro, 81
de una variedad térica afin, 81
Traza, 47, 87-88
férmula de la. Ver féormula de la traza de
Tate.

Unimodular
simplex, 81
subdivisién, 81

Valor absoluto, 17-19
de un conjunto, 22
no-arquimediano, 17
trivial, 17
p—adico, 19
dependientes, 17
independientes, 17

Variedad
de Veronese, 73
definida sobre un cuerpo, 103
no-singular en codimensién 1, 20
torica afin , 81
torica proyectiva, 81
Volumen no mezclado, 10
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