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Résumé. — Nous présentons une expression explicite pour la hauteur normalisée d’une variété torique
projective définie sur Q. Cette expression se décompose comme somme de contributions locales, chaque
terme étant 'intégrale d’une certaine fonction concave et affine par morceaux, définie sur le polytope Q 4
classiquement associé a ’action du tore. Plus généralement, nous obtenons une expression explicite pour
la multihauteur normalisée d’un tore relative & plusieurs plongements monomiaux.

L’ensemble de fonctions introduit se comporte comme un analogue arithmétique du polytope Q 4. En
plus des formules pour les hauteur et multihauteurs, nous montrons que cet objet se comporte de maniére
naturelle par rapport & plusieurs constructions standard: décomposition en orbites, formation de joints,
produits de Segre et plongements de Veronese.

La démonstration suit une démarche indirecte: a la place de la définition de la hauteur normalisée,

on s’appuie sur le calcul d’une fonction de Hilbert arithmétique appropriée.

Abstract. — Normalized height of projective toric varieties. We present an explicit expression
for the normalized height of a projective toric variety defined over Q. This expression decomposes as
a sum of local contributions, each term being the integral of a certain function, concave and piecewise
linear-affine, defined on the polytope Q 4 classically associated with the torus action. More generally, we
obtain an explicit expression for the normalized multiheight of a torus with respect to several monomial
embeddings.

The set of functions introduced behaves as an arithmetic analog of the polytope @ 4 classically associ-
ated with the torus action. Besides the formulze for the height and multiheight, we show that this object
behaves in a natural way with respect to several standard constructions: decomposition into orbits, joins,
Segre products and Veronese embeddings.

The proof follows an indirect way : instead of the definition of the normalized height, we rely on the

computation of an appropriate arithmetic Hilbert function.

Introduction et résultats

La hauteur d'une sous-variété X C PV (Q) est une mesure de la longueur binaire des coefficients
d’une représentation de X, par exemple via sa forme de Chow. Cet invariant numérique est donc
pertinent en géométrie algébrique et en algébre commutative effectives, ou il joue un role important,
notamment dans le cadre du Nullstellensatz effectif et de la résolution de systémes d’équations poly-
nomiales, voir par exemple [KPS01], [GHP97].

Classification mathématique par sujets (2000). — Primaire: 11G50; Secondaire: 14G40, 14M25.

Mots clefs. — Variété torique, hauteur normalisée, multihauteurs, fonction de Hilbert arithmétique, poids de Chow,
volume mixte.
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La notion de hauteur de sous-variétés généralise celle appliquée aux points par Siegel, Northcott et
Weil entre autres, pour étudier des questions d’approximation diophantienne. En dimension supérieure,
cette notion est un analogue arithmétique du degré, ou plus précisément d’un bi-degré d’une sous-
variété de P! x PV, Par exemple, elle vérifie des analogues du théoréme de Bézout [BGS94], [Phi95]
et de la formule de Hilbert-Samuel [GS88], [Zha95b], [AB95].

Il existe en fait diverses notions de hauteur, certaines présentant des propriétés d’invariance par
rapport a des opérations géométriques significatives. En particulier, I'espace projectif peut étre vu
comme une compactification équivariante du tore (PV)° := PN \ {(zg: - :zy) : zo---2x = 0}, la
structure de groupe de (PV)° permettant de définir une notion de hauteur pour les sous-variétés de
PV plus canonique que les autres, appelée hauteur normalisée. Cette notion joue un role central dans
I’approximation diophantienne sur les tores, et tout particulierement dans les problemes de Bogomolov
et de Lehmer généralisés, voir [DP99], [ADO03] et leurs références, voir également [Dav03] pour un
apercu historique.

Suivant [DP99], la hauteur normalisée peut se définir par un procédé «a la Tate». De fagon
précise, pour k € N on pose [k] : PN — PN, (zg:---: an) — (zf : -+ 1 2%) Papplication puissance
k-ieme; restreinte au tore (PY)° c’est I'application de multiplication par k. La hauteur normalisée
d’une sous-variété (réduite et irréductible) X C PV est par définition

20X : h([k] X)

h(X) := deg(X) - khi& T deg ([ X)
o deg et h désignent le degré et la hauteur projective, voir [DP99, § 2] ou le paragraphe 1.2 ci-dessous.
Cette hauteur peut aussi se définir via la théorie d’Arakelov, comme la hauteur de la cléture de Zariski
de X dans PY  (Iespace projectif de dimension N sur Spec(Of)) relative au fibré en droites universel
O(1) muni d’une métrique hermitienne canonique [Zha95b], [Mai00].

€R+a

Contrairement au degré, il y a peu de cas ou 'on sait calculer explicitement la hauteur d’une variété,
qui se révele alors étre toujours un nombre remarquable. Pour les hypersurfaces, la hauteur normalisée
s’écrit comme somme de contributions locales aux places archimédiennes, dont chacune est la mesure de
Mahler locale d’une équation de définition de X. Les valeurs des mesures de Mahler sont tres étudiées,
en particulier & cause de leurs connexions avec les valeurs spéciales des fonctions L, voir [Boy98] et ses
références. Une autre situation ol la hauteur normalisée est connue est celle des variétés de torsion,
c’est-a-dire les sous-variétés telles que X° := X N (PV)° soit le translaté d’un sous-groupe par un point
de torsion; dans ce cas la hauteur normalisée est nulle, et c’est le seul cas ou cela se produit.

Pour la hauteur dite projective, le calcul d’exemples a été surtout développé pour les espaces ho-
mogenes sous un groupe de Chevalley [KKO02], et de fagon plus explicite pour les SL y-grasmanniennes
et d’autres variétés du méme type [Tam00]. En dehors de ces cas, il y a quelques résultats pour cer-
taines hypersurfaces, voir par exemple [BY98].

Les variétés toriques sont 'une des principales sources d’exemples en géométrie algébrique. Dans le
présent texte, nous étudierons la hauteur normalisée des variétés toriques projectives, définies comme
les sous-variétés de PV stables par rapport & une action diagonale d’un tore dont une orbite est dense.
A une telle variété X A,a (ou plutét & I'action du tore et au choix d’un point dans l'orbite principale)
nous associons un ensemble de fonctions concaves et affines par morceaux

Ona = Var, : Qa— R)UGMK

indexé par les places d’un corps de nombres approprié, chaque fonction ¥4 ., étant définie sur le
polytope Q4 C R™ classiquement associé & I’action du tore, au moyen du vecteur poids 7o, € RV*+1,
voir ci-dessous pour les détails.

Notre résultat principal (théoréme 0.1 ci-dessous) affirme que la hauteur E(X A,a) S'exprime comme
somme de contributions locales, dont chaque terme est l'intégrale de la fonction correspondante. De
plus, cette expression s’étend en une expression explicite pour la multihauteur normalisée d'un tore
relative & plusieurs plongements monomiaux.
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L’ensemble de fonctions © 4, se comporte comme un analogue arithmétique du polytope Q4. En
plus des formules pour la hauteur et multihauteur, nous montrons que cet objet se comporte de maniere
naturelle par rapport a d’autres constructions standard: décomposition en orbites, formation de joints,
produits de Segre et plongements de Veronese.

Soit T™ := (@X)" le tore algébrique (déployé) et PV I'espace projectif sur Q, de dimensions n et
N respectivement. Soit A = (ag,...,ay) € (Z™)N*! une suite de N + 1 vecteurs de Z", on considere
alors I’action diagonale de T™ sur PV

x4:T" x PN — PV , (s,z) — (s xp:---: 8"V ay) .

On g’intéresse a 'adhérence de Zariski des orbites de cette action; pour un point & = (cg : -+ : an) €
PY on pose

Xpgo =T*4 cpV
la variété torique projective associée au couple (A, o). Autrement dit, X 4 o est 'adhérence de Zariski
de I'image de 1’application monomiale

<pA7a::*A|a:’H‘"—>]P>N, s (g s™ - ransN) .

C’est donc une variété torique projective au sens de [GKZ94], c.-a-d. une sous-variété de PV stable
par rapport a 'action d’un tore T", avec une orbite dense X35 , :=T" x4 cv.

Pour simplifier 'exposition, on suppose a € (PY)° dans le reste de cette introduction, et on fixe
désormais un systéme de coordonnées projectives de o dans (K*)N*! ot K est un corps de nombres
approprié. Soit L4 C Z" le sous-module engendré par les différences des vecteurs ag,...,an. On
supposera aussi L4 = Z", ce qu’en particulier implique dim(X 4) = n. Le cas général se ramene & ce
cas particulier, comme on le montre au paragraphe I.1.

On notera X 4 la variété torique associée 4 A € (Z")N*! et (1,...,1) € (Q*)N+L. Dans ce cas,
lorbite principale X est un sous-groupe du tore (PV)°; d’ailleurs tous les sous-groupes algébriques
connexes de (PV)° sont de cette forme. Dans le cas général

Xoo = X5
ot - désigne la multiplication dans (PV)°. Autrement dit, l'orbite principale de X 4, est le translaté
d’un sous-groupe.

Suivant la philosophie générale de la théorie des variétés toriques, la plupart des propriétés géométri-
ques de ces variétés peuvent se traduire en des énoncés combinatoires sur les vecteurs ay,...,ay € Z"
définissant ’action. En ce qui concerne la théorie de l'intersection géométrique de ces variétés, le
résultat le plus fondamental est que le degré s’identifie au volume n-dimensionnel de I’enveloppe convexe
Q4 = Conv(ag,...,any) C R™, voir [Ful93, p. 111] ou [GKZ94, § 1.6, Thm. 2.3]:

deg(X4) =n!Vol,,(Q4) .

Le but principal du présent texte est d’établir un analogue arithmétique de ce résultat. Soit Mg
I’ensemble des places du corps K, pour chaque v € Mg on considere le vecteur

Taw := (log |agly, . . ., log |ay],) € RV T!
et le polytope
QAry, = Conv((ao,log laolv), -, (an,log |ozN|U)) c R

dont la toiture au-dessus de Q4 (c.-a-d. lenveloppe supérieure) s’envoie bijectivement sur @) 4 par la
projection standard R"*! — R™. On pose alors

ﬂA,Tm,CQ‘AHR R meax{yeR: (‘Tvy)EQ.A,Tm,}

la paramétrisation de cette toiture; c’est une fonction concave et affine par morceauzx.
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Théoréme 0.1. — Soit A € (Z")NT! tel que La = 7" et o € (K*)N*L, alors

T [Kv : Qv]
h(Xaa)= ! g — Yp s dxy---do, .
Hae) =ln e vEMEK (K :Q] /QA At H1 )

Notons que 74, = 0 pour presque tout v, donc cette somme ne contient qu’un nombre fini de termes
non nuls. Dans les cas des points (n = 0) la formule se réduit & la définition usuelle de la hauteur
normalisée (hauteur de Weil) d’un point de P.

Tllustrons cette formule sur un exemple: considérons la courbe cubique C' C P3, adhérence de I'image

1 1
de D'application T! — P3, s — (1 :4s: s : 3 s®). Les figures suivantes montrent les polytopes

3
associés et leurs toitures, pour chaque place v € Mg:

log(4) -t--

—log(2) -j--
—log(3) F=-----

—log(4) -|--

log(3) |- v=3

v #00,2,3

j ® ® ®—

Ainsi ¥, = 0 pour v # 00, 2,3, d’ou

3 3 3
h(C):2I(/O Do da +/0 9y da +/0 ﬁgdx) = 7 log(2) + 3 log(3) .

Nous remarquons qu’en dehors des cas évidents des points, des hypersurfaces binomiales et des
variétés de torsion, aucun calcul de ce type n’était précédemment connu. Egalement, ce résultat est
bien plus qu’'une simple formule calculant (X 4 4). L’ensemble des fonctions ainsi construit

eA,a = (19.477'(“; : Q-A - R)UEIWK

se comporte comme un analogue arithmétique du polytope @ 4. En plus de satisfaire a la formule pour
la hauteur, cet objet est compatible avec la décomposition en orbites, voir § IV.1. Nous montrons
aussi qu’il fournit une traduction combinatoire naturelle des opérations simples telles que la formation
de joints, produits de Segre et plongements de Veronese, voir § IV.4.

Comme conséquence immédiate de ce résultat, on vérifie /l\z(X Aa) € log(QNRY); on en déduit

que le nombre E(X A,a) est transcendant des qu'il est non nul, grace au théoreme de Baker (voir par
exemple [Wal00, Thm. 1.6]). D’apres le théoréme de Zhang [Zha95a] (c.-a-d. I’analogue du probléme
de Bogomolov sur TV) ceci équivaut & ce que X A, Die soit pas une sous-variété de torsion (voir la
remarque IT1.7 du présent texte); ainsi on a

Corollaire 0.2. — Soit A € (Z")N*! et a € (K*)N*HL tel que que X 4.0 n'est pas une variété de
torsion, alors (X 4.a) ¢ Q.

Un couple (A, ) est dit symétrigue si la variété X 4, est symétrique par rapport & l'inversion
—1] : (PN)° — (PN)°, (29 : -+ :an) — (xgt - xyt), cd-d. si X4 ,-1 = X 4. Dans ce cas,
0 N A, )
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le résultat peut se reformuler en une expression dont les termes locaux sont des volumes de polytopes
(Corollaire II1.9)

- (n+1)! 5 Ky : Q]

h(X.A,oz) = 9 [K : Q] VOln—i—l(Q.A,Tm,) .

vEMg

Plus généralement, il est possible d’attacher a une variété une multihauteur normalisée relative a
plusieurs plongements projectifs. Soient

Ave @M age ()N

tels que Ly, = Z™ pour i = 0,...,n. Chaque couple (A;, ;) définit une application monomiale
©; : T" — PNi et on note
h’(('AO? Oéo), SERE) (Ana Oén); Tn) € R-‘r

la multihauteur normalisée du tore T™ relative a ces plongements; la hauteur E(X A,a) correspond au
cas (A;, ;) = (A, ) pour tout i. Nous donnons aussi une expression explicite pour cette multihauteur.
Pour cela, nous introduisons la notion d’intégrale mizte (ou multi-intégrale) MI(fo, ..., fn) d’une famille
de fonctions concaves f; : @Q; — R définies sur des ensembles convexes compacts @); C R™. Ceci
généralise l'intégrale d’une fonction concave, on renvoie au paragraphe IV.3 pour sa définition et
propriétés de base.

Pour i =0,...,n et v € Mg on désigne par 9;, : Q4, — R la fonction paramétrant la toiture du
polytope Qi , C R"™! au-dessus de Q 4, associé au poids 74, » := (log | olv, - - -, 1og | v, [v)-

Théoréme 0.3. — Soit Ay € (Z")No+1 . A, € (Z")NF1 tels que La, = Z"™ pouri =0,...,n et

ap € (KX)NotL o, € (KX)NetL alors

/f\l((A(N 040), SRR) ('An’ a”)7Tn) = Z

vEME

(Ko - Qo]
(K : Q)

Ceci est un analogue arithmétique de l’expression pour le multidegré du tore comme un wvolume
mizte (ou multi-volume) deg 4, 4 (T") =MV(Qua,,...,Qu4,) [Ful93, p. 116].

M0+ D) -

La démonstration du théoreme 0.1 suit une démarche indirecte: au lieu d’utiliser la définition de
la hauteur normalisée, on s’appuie sur le calcul d’une fonction de Hilbert arithmétique appropriée.
L’un des principaux obstacles & surmonter dans une telle approche est de trouver une fonction de
type Hilbert dont I’expression asymptotique soit liée a la hauteur normalisée; les différentes variantes
étudiées jusqu’a présent sont liées a la hauteur projective [GS88], [Zha95a], [AB95], [Ran01].

Soit X C PV (K) une K-sous-variété de dimension n et I(X) C K|[zo,...,zx] son idéal homogene
de définition. Nous proposons ici une fonction de Hilbert arithmétique Hyorm (X;-) associant a un
entier D donné, la hauteur de Schmidt du K-espace linéaire I(X)p C Klzg,...,zn]p. Se pose alors
la question du comportement asymptotique de cette fonction, a laquelle nous apportons une réponse
pour le cas des variétés toriques:

Proposition 0.4. — Soit A€ (Z"YNTL tel que Ly =7Z" et a € (Q )N, alors

hXaa) n n
Hnorm(XA,a;D) = (fI,—FAi)') D +1 + O(D )

lorsque D tend vers oo.

On remarquera le terme d’erreur en O(D™), contrastant avec les résultats habituels en o(D"*1) (ou
O(D™log(D)) pour les fonctions de Hilbert-Samuel arithmétiques, ce qui reflete un certain comporte-
ment géométrique de la hauteur normalisée dans le cas torique.

Par analogie avec les fonctions de Hilbert arithmétiques connues, on pourrait conjecturer qu’un tel
résultat reste valable pour une sous-variété quelconque. Il serait intéressant d’étendre dans ce sens la
proposition 0.4, malheureusement notre approche reste confinée au cas des variétés toriques.
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N

Pour établir cette proposition, notre démarche consiste a étudier I’asymptotique de la fonction
Huorm (X 4,a; D), d’ott nous déduisons une expression explicite du coefficient dominant; puis nous
identifions ce coefficient avec la hauteur normalisée de X 4. Tout d’abord on montre que cette
fonction s’écrit comme somme de contributions locales, dont chaque terme s’identifie & un certain
poids de Hilbert: on a (Proposition I11.5)

[Kv : Qv]

Hnorm(X.A,a;D): Z Ws‘r&v

vEMK

(Xa4;D) .

Gréce a un résultat de D. Mumford [Mum?77] on sait que chaque poids de Hilbert satisfait & une
Dn+1

formule asymptotique dont le terme dominant est CEsyI fois le poids de Chow e, (X.4) associé. On
Xaa
en déduit Hyorm(Xa,0; D) = m D"t 4+ O(D™) avec
[Kv : Qv]
c(Xga) = e, (Xa) .
(ae)i= 3 Tpisten, (X

vEMEK

Nous démontrons en méme temps une expression intégrale explicite pour les poids de Chow d’une
variété torique projective (Proposition I11.1).

c(XA,a) Lo
Toa(x sy ost linéaire par rapport aux
applications puissances [k] : PV — PV, En outre, on montre que la constante ¢(X 4,,) se compare a la

hauteur projective h(X 4.4 ), en s’appuyant fortement sur un résultat de H. Randriambololona [Ran01,

L’expression obtenue pour ¢(X 4 ) montre que le quotient

Thm. A.2.2]. Ces deux conditions suffisent & montrer I'identité ¢(X 4 ) = E(XA_Q), ce qui acheve
d’établir a la fois le théoreme 0.1 et la proposition 0.4 ci-dessus.

Comme sous-produit de notre démonstration nous obtenons I'identité attrayante

i) = 3 T e )
vEME '

La notion de poids de Chow a été introduite dans le contexte de la théorie géométrique des inva-
riants [Mum?77]. Les travaux récents de R.G. Ferretti et de J-H. Evertse et Ferretti la font également
intervenir de maniére cruciale dans 'approximation diophantienne sur les variétés projectives [Fer03],
[EF02]. L’identité ci-dessus fait & nouveau apparaitre le poids de Chow en géométrie arithmétique,
mais dans un contexte différent.

La hauteur normalisée est un invariant des sous-variétés du tore particulierement intéressant. Dans
[PS04] nous explorons les conséquences diophantiennes des résultats obtenus; en particulier on y
démontre I'optimalité du théoreme des minimums successifs algébriques de S.-W. Zhang et on ob-
tient un théoreme de type Bézout exact pour le poids de Chow. Une autre application envisagée est
I’obtention d’un théoreme de type Bernstein-Koushnirenko arithmétique pour la hauteur des variétés
définies par équations & support restreint. Les résultats du présent article et de [PS04] sont annoncés
dans une Note parue dans les Comptes Rendus de ’Académie des Sciences de Paris [PS05].

Voyons maintenant 'organisation du présent texte. Dans la section I on passe en revue quelques
généralités sur les variétés toriques projectives et sur les hauteurs et multihauteurs des sous-variétés.
Dans la section I nous introduisons les fonctions de Hilbert arithmétiques et établissons leurs propriétés
principales. Dans la section IIT on explicite les poids de Hilbert et de Chow d’une variété torique,
puis on démontre 'expression asymptotique pour la fonction de Hilbert arithmétique d’une variété
torique, dont le terme principal s’exprime comme somme des poids de Chow. Dans la section IV nous
étendons nos résultats au calcul des multihauteurs et des multipoids de Chow; nous étudions aussi le
comportement de la famille de fonctions © 4, introduite, par rapport a la décomposition en orbites
sous l’action * 4, formation de joints, produits de Segre et plongements de Veronese.
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I. Généralités

On désigne par Q le corps des nombres rationnels, Z ’anneau des entiers rationnels, K un corps
de nombres et Ok son anneau d’entiers. On note R le corps des nombres réels et C le corps des
nombres complexes; on pose Ry et R} les ensembles des nombres réels positifs ou nuls, et positifs,
respectivement. On note N et N* les entiers naturels avec et sans 0, respectivement. Pour N, D € N
on pose Ng“ = {a e N+l gy 4+ - 4 ay = D}. On note encore K pour un corps arbitraire,
algébriquement clos.

Pour chaque premier rationnel p on note |- |, la valeur absolue p-adique sur Q telle que [p|, = p~!;
on note aussi | - |o ou simplement | - | la valeur absolue standard. Celles-ci forment un ensemble
complet de valeurs absolues sur Q: on identifie ’ensemble Mg de ces valeurs absolues a ’ensemble
{00, p : p premier}. Plus généralement, on désigne par My ’ensemble des valeurs absolues de K
étendant les valeurs absolues de Mg, et on note M7z le sous-ensemble de Mg des valeurs absolues
archimédiennes.

On note T" le tore algébrique et PV I'espace projectif sur Q ou sur K, suivant le contexte. Une
variété est toujours supposée réduite et irréductible.

I.1. Variétés toriques projectives. — Dans ce paragraphe on donne quelques compléments d’in-
formation concernant les variétés toriques, nos références sont [GKZ94], [Ful93].

On se place sur un corps de base K algébriquement clos.

Soit n, N € N des entiers, A = (ag,...,an) € (Z")NT a = (ap,...,an) € PY; et désignons par
X 4.0 CPY :=PN(K) la variété torique projective et Q 4 C R™ le polytope associés, voir I'introduction.
Lorsque le point « est contenu dans un sous-espace standard E =2 PM de PV la sous-variété X 4 o
toute entiere reste dans cet espace, puisque l'action x4 est diagonale. Quitte & se restreindre a un
sous-espace standard, on peut donc supposer sans perte de généralité o € (PV)° et on fixe désormais

un systéme de coordonnées projectives de a dans (K*)NV+1
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Le couple (A, ) peut s’interpréter comme une suite finie de monoémes «g s%°, . .., an s*~ de anneau
des polynomes de Laurent K[sfl, .. .,s,ibl], on dit alors que les a; sont ses exposants et les a; ses
coefficients.

Posons Expo(A) := {a;,,...,a;,,} C Z" I'ensemble des exposants distincts dans A, alors X 4 o et

XExpo(A4) sont linéairement isomorphes par I'application rationnelle

, (x0:~-~:9cN)»—>(a;01xi0:-~-:o¢i;}xiM),

PN — pM
et donc pour leurs propriétés géométriques on peut toujours se ramener au cas classique ot les a; sont
tous distincts et o; = 1 pour tout i. Soit L4 C Z" le sous-module engendré par les différences des
vecteurs ag, . ..,ay; en particulier on trouve dim(X 4,o) = dim(L4) car L = Lixpo(a)-

Le sous-module L 4 est un réseau de I'espace linéaire engendré L 4 ®z R C R"™; on considere la forme
volume p 4 sur cet espace linéaire, invariante par translations et normalisée de sorte que

pa(la®@zR/La) =1,

autrement dit, de sorte que le volume d’un domaine fondamental soit 1. Posons r := dim(L4), le
degré de X 4, s'écrit alors comme 7! fois le volume du polytope associé [Ful93, p. 111], [GKZ94,
§ 1.6, Thm. 2.3]

deg(Xa0) =1 pa(Qa) -

Soit maintenant n : Z" < Z™ une application linéaire injective telle que n(Z") = L4 et posons
b; :==n"Y(a;) € Z" puis B := (by,...,by) € (Z")N*L. Alors Xp o = Xa.o [GKZ94, Ch. 5, Prop. 1.2],
et ainsi on pourra supposer sans perte de généralité L4 = Z". Dans cette situation, la forme volume
w4 coincide avec la forme volume euclidienne Vol,, de R"™ et en particulier

dim(X.A,oz) =n, deg(X.A,a) =nl! VOln(QA) :

De plus, notons que sous 'hypotheése L4 = Z" I'application p4,o : T" — X , est un isomorphisme
géométrique, et en particulier X 4 o, est une variété rationnelle: notons ey, ..., e, la base standard de
R"™ et posons

N
. _ Qg T\ Nii .
avec \;; € Z, 'inverse ‘F’Ala t X9 0 — T" est alors o (H (L) 1 <i < n)

oy Clj ZTo
Pour ¢ € Z" et v € K* on considére les translations ¢ + A := (¢ + ag,...,c+an) et v+« :=
(vao,...,yan). On vérifie immédiatement que les sous-variétés torique X 4 o et Xc4 4 4.0 coincident;

on pourra donc supposer, a nouveau sans perte de généralité, ag = 0 et ag = 1.

La sous-variété X 4 o est définie par des équations binomiales. De fait, la correspondance X — I(X)
est une bijection entre I’ensemble des sous-variétés toriques de PV (K) et celui des idéaux binomiaux
premiers et homogenes de K[z, ..., zy], voir [ES96].

1.2. Hauteur et multihauteur des variétés projectives. — Dans ce paragraphe nous rappelons
les définitions et propriétés de base des hauteurs et multihauteurs projectives et normalisées, on renvoie
a [DP99, § 2] pour la plupart des détails.

On prend maintenant Q comme corps de base. Soit X C PV = P¥(Q) une sous-variété définie sur
le corps de nombres K et de dimension n; on rappelle d’abord la notion de hauteur projective de X.
Soit f =3, faU®* € K[Uy,...,U,] un polynome en n + 1 groupes U; de N; + 1 variables chacun.
Soit Sn,+1 := {(20,.--,2n,) € CNiTL o |z9]2 + -+ + |2n,|? = 1} la sphere unité de CNit1, équipée
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de la mesure py,+1 de masse totale 1 invariante par rapport au groupe unitaire U(N; 4+ 1). Pour une
place archimédienne v € M7°, la Sny4+1 X -+ X SN, +1-mesure de f par rapport a v est

my(f) == / log|flv N1 X +++ X N, 41 -

SNo+1 X XSN, +1

Pour une place ultramétrique v € My \ M on note |f|, := max {|fa], : a € NVoFl x5 NNot11
la norme sup de f par rapport a v. On pose alors

N.
K,:Q K, :Q, - L1
np = 3 Bl gy Bl Y e () (3 4) s
eM® [K'Q] M oo [K'Q] s - 2]
veMy vEM K \ MG i=0
Soit Chx € K[Uy,...,U,] la forme de Chow de X: pour i =0, ...,n on considére une forme linéaire
générale L; :==U;pxo+ -+ U;nxny € K[U;][x] et on pose

Vx = {(uo,...,un) : XN Z(Lo(uo), ..., Ln(uy)) #0} C (P

pour 'ensemble des (n+ 1)-uplets de formes linéaires dont U'intersection des zéros avec X est non vide.
C’est une hypersurface et la forme Chx est définie comme une équation (unique & un facteur scalaire
pres) de Vx. Clest un polyndéme en n + 1 groupes de N + 1 variables chacun, homogene de degré
deg(X) en chaque groupe U;.

Suivant [Phi95], la hauteur projective de X est par définition h(X) := h(Chx). Alternativement,
cette hauteur peut se définir via la théorie d’Arakelov comme la hauteur hm(E), ou X est la cloture

de Zariski de X dans P{y  relative au fibré en droites universel O(1) muni de la métrique de Fubini-
Study [BGS94, § 3.1.3].

La structure de groupe de I'ouvert (PV)° = TV permet d’introduire une hauteur normalisée (ou
canonique) pour les sous-variétés de l’espace projectif PV, vu comme une compactification équivariante
du tore (PV)°. Soit [k] : PN — PN (wg: -+ :xn) = (zk -+ : 2k) Papplication puissance k-ieme, la
hauteur normalisée de X est alors définie par

> > h([k] X)
1.1 h(X)=hpnv(X) :=deg(X) - lim ——————— .

o~

h
Une propriété tautologique est la linéarité du quotient — relativement aux applications puissances

deg
[DP99, Prop. 2.1(i)]: . ~
X))
deg ([k] X) deg (X)

Cette hauteur se compare & la hauteur projective [DP99, Prop. 2.1(v)]:
~ 7
|h(X) — h(X)] < 5 log(N + 1) deg(X) .

Dans le cas des points, la hauteur normalisée coincide avec la hauteur de Weil [DP99, Prop. 2.1(vi)].
Pour les hypersurfaces, elle s’écrit comme somme de contributions locales aux places archimédiennes,
chaque terme étant la mesure de Mahler locale d’une équation de définition de X [DP99, Prop. 2.1(vii)].

Lorsque X est contenue dans un sous-espace standard E = PM de PV, ses hauteurs normalisées
comme sous-variété de E et de PV coincident. C’est une conséquence simple de la définition de h et
de la propriété analogue pour la hauteur projective.

Considérons donc le cas ot X n’est contenue dans aucun des sous-espaces standard, autrement dit
X° = XnN(PY)° # (. Le tore TV agit sur PV de maniére naturelle via I'inclusion TV = (PV)° — PV,
on pose alors Stabpy (X) := {u € TV : u-X = X} pour le stabilisateur de X par rapport a cette
action, qui est un sous-groupe de TV, et on note

ox (k) := Card(Stabyp~ (X) N Ker[k]) .
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G;I:(k) deg(X) [DP99, Prop. 2.1(i)] et donc E(X) - khf;‘o U]gili)

En général, on peut munir le tore T™ d’une notion de degré et de hauteur des sous-variétés relative
a4 un plongement donné ¢ : T" < PV en posant

Ainsi deg([k] X) =

h([k] X) .

deg,(Y) :=deg(p(Y)) ,  he(Y) :=h(p(Y))

pour une sous-variété Y C T™. On peut normaliser cette hauteur par rapport au morphisme [k] : T —
T7, s+ s = (s,...,s*) par la formule

~ . hy([k]Y)

ho(Y):=d V) lim —%

ho([K]Y ho(Y
lorsque cette limite existe; dans ce cas, on a automatiquement o([FY) =k- oY) . La hauteur
¢ deg, (K] V) ~ " deg, (V)

normalisée hpn correspond & l'inclusion standard TV < PN, (s1,...,sn5) — (1 151 : - : sy). Un

autre exemple de cette situation apparait dans [DP99, § 2], ou 'on considére pour des sous-variétés de
T™, la hauteur normalisée induite par I'inclusion T < P2"~1, composition de I'inclusion T™ < (PHm,
donnée par s +— ((1 : s1),...,(1 : s,)), et du plongement de Segre (P!)" < P2"~1; voir aussi le
paragraphe II1.2.

Les hauteurs ainsi introduites peuvent aussi se définir par la théorie d’Arakelov en munissant le fibré
correspondant aux places archimédiennes de certaines métriques invariantes sous ’action du sous-tore
compact de T" (voir & la fin du présent paragraphe pour plus de détails).

Considérons maintenant un plongement projectif ¢ : T" « PN équivariant, c.-a-d. tel que I’action
naturelle du tore sur 'image (T") s’étend en une action T x PY — PY. On montre que la hauteur
normalisée correspondante est bien définie et se réduit a une hauteur induite de /}\l[p)N par une application
monomiale pp du type que nous étudions dans le présent texte.

Proposition I.1. — Soit p : T" — PN un plongement équivariant et Y une sous-variété de T™, alors
il existe B € (Z")N*1 tel que hy(Y) = hpn (95(Y)).

Démonstration. — D’aprés [GKZ94, Ch. 5, Prop. 1.5] il existe un vecteur B € (Z")V*! et une
transformation linéaire projective U € PSL(N +1, Q) tels que ¢(T™) = Uopg(T"). Ainsi |h(p([k]Y))—
h(es([k]Y))| < ¢ deg(pp([k] Y)) ott ¢ > 0 ne dépend ni de k ni de Y, voir par exemple [KPSO1,
Lem. 2.7], ce qui entraine

MeHY) L hes(Y) v (ps(Y)

koo o deg(p([K] V) koo k deg(ps((F]Y))  deg(ps(Y))
N)o

car Papplication ¢g : T" — (P est un morphisme de groupes et donc commute avec le morphisme
[k]. O

Pour A € (Z")N*H, a € (K*)N*! et » = @44, on peut prendre B := A dans la démonstration
précédente, d’ou R R
houa(Y) = hex(pa(Y)) .
Insistorls sur le fait qu’il ne faut pas confondre Es@ = h/o\cp (la normalisation de la hauteur induite
par ¢) et h o ¢ (la hauteur induite par la hauteur normalisée de PV via le plongement ¢).

Dans la suite on généralise la hauteur normalisée au cas des sous-variétés d’un produit d’espaces pro-
jectifs. Pour cela on fait appel aux formes résultantes d’idéaux multihomogenes; on renvoie & [Rem01a]
et [RemO1b] pour une exposition compléte du sujet. Cette généralisation ne sera utilisé qu’au para-
graphe IV; le lecteur interessé par le théoreme 0.1 pourra donc passer directement au paragraphe II.

Pour ¢ = 0,...,m on fixe un groupe z; = {z;o,...,%; n,} de N; +1 variables chacun et on considere
I'anneau K|[zo, ..., %], multigradué par deg(z; ;) := e; ol eq,..., e, € Z™T! désignent les vecteurs
de la base standard de R™+1.
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Soit I C K|[zg,...,xn,] unidéal multihomogene de dimension de Krull m+n+1 et do, ..., d,, € N™*1;
pour chaque d; € N™! on introduit un groupe de variables U; = {Uj,...,U; N, } et la forme générale
de multidegré d;

Fii= Y Uaz" € K[Ulzo,...,7m] .
deg(z)=d;

On pose alors
M= .2\4-(.[7 do,...,dm) = K[Uo,,Un][l'o,,.’Em]/(I-f— (F0,7Fn))
qui est un K[U]-module multigradué; on note M, sa partie de multidegré ¢ pour g € Z™*1.

De fagon générale, a tout K[U]-module M de type fini et de torsion (c.-a-d. tel que Anngig(M)
# 0) est associée la forme

x(M):= [[ ™M) e KU\{0}
felr (K[U])
ot f parcours I'ensemble des éléments irréductibles de K[U] et £(M(s)) est la longueur du K[U])-
module My); si M n’est pas de torsion on pose x(M) := 0.
D’apres [RemO1la, Lem. 3.2] on sait que dans la situation précédente, 'application ¢ — x(M,)

est constante pour les ¢ dont toutes les coordonnées sont suffisamment grandes. Pour ces ¢ la valeur
commune
résq,,...a, (1) := X(M(I; do, ... ,dm)q)

est par définition la forme résultante de I d’indice dy, . ..,d,, selon [RemO1a, §3.2].

Soit Z C PNo x ... x PNm une sous-variété de dimension n, son idéal I(Z) C K|z, ..., 2., est donc
de dimension de Krull m +n + 1. Pour ¢ = (co,...,¢y) € N5 on pose

Co Cm
d(c) = (60,7180, -, emrrarem) € (Nt

La multihauteur projective d’indice ¢ de Z est par définition he(Z) := h(résq(e)(I(Z))), voir [RemO1b,
§ 2.3]. Soient Dy, ..., Dy, € N* des entiers et D := (Dy,..., D,,), on considére l'application

\I/D . IF)NO X oo X IEDN'm, N P(DOJONO)"'(DmNtnNm)_l
(o, Tm) — (xgo m%’l : by € Ng2+1,..., by, € Ng:-H) ,

composition des plongements de Veronese et de Segre. On considere aussi I’application linéaire diago-
nale
1/2 1/2
Ap B BRI (D) (D)
bo b b
la composition A poW p, est le plongement mizte remodelé. La hauteur projective de 'image ApoW¥ p(Z)
se décompose alors [RemO1b, p. 103]

(1.2) MApoUp(2) = 3 (”jl) he(Z) D¢ .

m+1
ceNJY

C’est la propriété suivante qui permet de définir les multihauteurs normalisées:

mEr, notons
he([k] Z)

k deg([k] 5(Z))

Proposition 1.2. — Soit Z C PYo x ... x PNm yne sous-variété de dimension n et ¢ € N
5:PNo x o x PNm o PWNot D) (Nm+1)=1 o plongement de Segre. Alors la suite k
converge lorsque k tend vers l'infini.

Avec ces notations, on définit la multihauteur normalisée de Z d’indice ¢ par

(1.3) he(Z) = deg(s(Z)) - lim he([k] 2)

N deg(]5(2)) ©
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Lemme 1.3. — Soit ¢ : TN — TF un morphisme injectif de groupes et Y une sous-variété de TV,
alors Stabyr (¥(Y)) = ¢(Stabpn (Y)).

Démonstration. — Soit v € Stabpn (Y), alors ¥(u) - (Y) = ¢(u-Y) = (YY) d’olt on obtient
P(Stabrwy (Y)) C Stabre (¢(Y)) .

Dans l'autre direction, soit v € TZ tel que v-1(Y) = ¥(Y). Alors v € %(Y)-4(Y)~! C 4(TV), c.-a-
d. qu'il existe u € TV tel que v = 1 (u). Ainsi ¥(u-Y) =v-9(Y) = ¥(Y) qui implique u € Stabpn (Y),
a cause de l'injectivité de 1. O

Démonstration de la Proposition 1.2. — On suppose Z N H;’;O(]P’Ni)o = (), sinon il suffit de se restrein-
dre a un produit H?;o E; de sous-espaces standard des PV, Le plongement mixte remodelé Ap o ¥p
restreint au tore [[;-,(PV#)° est équivariant, donc par la proposition I.1

~ ~ . h(Apo¥p([k] Z))
h(¥Yp(Z)) = hapow, (Z) = deg(¥p(Z)) - 1
(¥p(2)) = hapow,(Z) = deg(¥p(Z)) - lim J: dea(Tp (K] 2))
On remarque aussi que ¥p restreint a HZO(IF’M)" est un morphisme de groupes injectif et donc
Stab(¥p(Z)) = ¥p(Stab(Z)) comme conséquence du lemme 1.3, puis oy, (z)(k) = oz(k). Ainsi
[DP99, Prop. 2.1(i)]

aea(¥(2)) = 22O o1k w,,(2)) = P28 aeg(wp((h) 2))
qui, joint & l'identité (I.2), entraine
- [ dem(n(Z)
W2 = Jim (G s h(Ap o ([ 2)) )

. n+ 1\ oz(k) .
= k{n;o( > ( . )kn+1 he([k] Z) D¢ ) .
CGN:KHI

Cette derniere limite convergeant pour tout D € (N*)™*1 on en déduit facilement que chaque coef-
k k d VA
ficient Ukiil) he([k] Z) converge lorsque k tend vers 'infini. De plus, UZEL ) = de;ﬁgi ()Z))) aussi a

cause du lemme 1.3, ce qui acheve la démonstration.

Comme conséquence de cette démonstration on a également la décomposition

~ n+ 1\~ .
(14) WUn(2)= 3 ( ! ) he(2) D" .
CEN:?;T
En particulier, cela montre que pour le cas m = 0 on retrouve la hauteur normalisée E(Z ) comme la
multihauteur hy,11(Z).
I résulte directement de la définition (1.3) que pour tout ¢ € N/" on a
R(KZ) _, hel2)
deg([k]2) deg(Z)
Par ailleurs, en utilisant une comparaison entre h(Ap o Wp(Z)) et h(¥p(Z)), puis avec h(¥p(Z))
grace a4 [DP99, Prop. 2.8], on vérifie(!)

(1.6) he(Z) — he(Z)| < ¢(Nos - .., Np) deg(s(Z)) .

(L5)

Les deux propriétés (I.5) et (I.6) caractérisent la fonction hauteur Z +— EC(Z ), comme il suit directe-
ment de la définition (I1.3).

(1)Comme nous n’utiliserons pas cette propriété dans la suite du texte (en dehors de la remarque finale du présent
paragraphe), nous nous permettons de ne pas donner les détails de la démonstration. L’explicitation de la constante
¢(No, ..., Nm) conduit en fait & une formule plus précise du terme d’erreur.
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Dans la suite, on s’intéressera surtout au cas d’une variété X de dimension n munie d’applications
rationnelles ¢; : X --» PNi (i =0,...,n). On pose ® : X --> [T PV, 2 — (po(z),...,on(x)) et on
écrit
(L7) h(po, -y on: X) = ) (X))
pour la multihauteur normalisée de X relative a @, ..., pn. En particulier, si pg = --- = ¢, = ¢ la
multihauteur 7(@p, .. . , on; X) est égale & h(p(X)).

Cette multihauteur peut aussi se définir par des méthodes arakeloviennes, en suivant la démarche de
[Zha95b], [Mai00] : soit K un corps de nombres de définition de ® et considérons l’espace multipro-
jectif (PNo x ... x PNn)  sur Spec(Of). On munit cet espace des fibrés hermitiens L; := ¢} (O(1)),
i=0,...,n, tiré en arriere par la projection (PM0 x ... x PNn)yp = — PgK du fibré en droites universel

O(1), cette fois-ci muni de la métrique dite canonique [Mai00, Prop.-Défn. 3.4.1]. Dans cette situation,
V. Maillot introduit [Mai00, Prop.-Défn. 5.5.1] une multihauteur iz, 7 (X), en étendant la théorie
de [BGS94] aux fibrés en droites intégrables. 1l résulte de la proposition 3.4.2 de [Mai00] que cette
multihauteur satisfait

hz, ...z, ([k]X) hz,.. 7. (X)

Sodes,, pon (%) Sigdes,, ()
Comme la métrique canonique est limite de métriques hermitiennes C* (ibidem Prop. 3.3.12), des
résultats standards de théorie d’Arakelov [BGS94, Prop. 3.2.2] montrent que la différence entre
hioo T, (X) et ha 1y (®(X)) est bornée par ¢(Lo, ..., Ln) > i deg, ... (X) otuc(Lo,...,Ln)
ne dépend pas de X. Mais, on a vu que ces deux propriétés caractérisent la hauteur E(L__,l) (<I>(X)),
7. (X) =h(go, .., on; X).

ce qui montre hfo

.....

II. Fonctions de Hilbert arithmétiques

Soit X C P une sous-variété définie sur un corps de nombres K et I := I(X) C K|xo,...,7x] son
idéal de définition, on pose
. D+ N .
Heéom (X5 D) := dimg (K[zo,...,2n]/I)p = ( N ) —dimg (Ip)
pour la classique fonction de Hilbert géométrique de X. Ci-apres, on introduit un analogue arithmé-
tique de cette fonction. Posons ¢ := dimg (Ip) et

4
/\K[Jco,...,IN}D

la ¢-iéme puissance extérieure de Klzg,...,xn]p. Pour v € Mg et f € /\E K[zg,...,xN]p on note
|f|» la norme sup des coefficients de f pour la place v, par rapport a la base standard {/\aeL %
L c Ny, Card(L) = ¢}.

Définition II.1. — Soit py1,...,pe une base de Ip sur K, on pose

[Kv : Qv]
Hnorm X,D = —— 7 1lo N Apely -
(X; D) GXM: K Qg p1 |
v K
Cette définition ne dépend pas du choix de la base pq, ..., pe, grace a la formule du produit; elle est

aussi invariante par extensions finies de K.

La fonction de Hilbert arithmétique introduite mesure, pour chaque valeur D € N du parametre, la
complexité binaire du K-espace linéaire des formes de degré D de Panneau K[Xj, ..., X ] modulo I.
Dans le cas des variétés toriques, son comportement asymptotique est lié a la hauteur normalisée de la
variété en question (Proposition 0.4). C’est grace & ce résultat (dont on repousse la démonstration au
paragraphe II1.2) que la fonction Hyerm joue un réle crucial dans notre calcul de ﬁ(X A,a)- Cependant,
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il serait tres intéressant de montrer que cette asymptotique reste valable pour une variété projective
quelconque. On se hasarde a poser :

Question II.2. — Pour toute sous-variété X C PN de dimension n, existe-t-il un réel c(X) > 0 tel
que

X
(Il.l) Hnorm(X;D) — C( ) 'Dn+1 —l—O(Dn+1) ?

(n+1)

o~

A-t-on de plus ¢(X) = h(X)?

La fonction Hyorm admet la formulation duale suivante. Explicitons d’abord les contributions lo-
cales: écrivons p; = ), piqx® pour i = 1,...,£ et posons p la matrice de taille £ x (DEN) formée par

les coefficients de p1,...,ps. Pour chaque sous-ensemble L C Ng“ tel que Card(L) = £ on pose
prL = (pia) 1<i<e € KZXZ
acL
le mineur de p correspondant aux colonnes indexées par L; ainsi
PLA- - Ape= Z det(pr) /\il?a
L; Card(L)=¢ a€Ll

et donc [py A -+ A pyl, = max {|det(pr)|, : L CNy*!, Card(L) = ¢}.
Soit K|[zo,...,zn]), I'espace dual (c.-a-d. D'espace des fonctionnelles linéaires K|z, ...,zn]p —
K) muni de la base duale de celle des monémes. Soit m := Hgeom(X; D), pour v € My et g €

A" K[zo,...,zx]}, on note |g|, la norme sup des coefficients de g pour la place v, par rapport a la
base duale { A\, (z?)¥ : M C NN+, Card(M) = m}.

Proposition I1.3. — Soit q1,...,qm € (K[zo,...,zn]p)" une base sur K de "annulateur Ann(Ip),
alors K, Q)]

HnormX;D: #bg%/\/\va

xiD) = 3 T s |
vEMK
Démonstration. — Posons E = Klzg,...,zy|p, on a des isomorphismes de K-espaces vectoriels
canoniques
i ATEY — (A" E)”

01 /\/\9m — (fl/\/\fm Hdet(ei(‘fj))lgi’jgm))

et

v ANE — Hom (A" B, A5 E)
GuAANge = (fiA A f A A fn Agi A A ge)
On identifie /\(thN) FE a K grace a la base des monomes de F fixée, ce qui permet d’identifier également
Hom g (/\m E, /\(D;N) E) a (A" E)”. On pose alors 1 : A\° E — A™ EV la composée 1 := b7 " o 9)s.

Munissons la base des monomes de E d’un ordre total >, pour tout sous-ensemble L C Ng“ tel
que Card(L) = £ et ott L¢ := N¥T'\ L on vérifie

v et (DA @)Y
a€l beLe
ot ¥(L) := Card{(a,b) € L x L®,a = b}, car ¥a(\,cp 2%) = (—1)») P1(Apere(@®)Y). On constate
ainsi que isomorphisme % coincide avec celui de [Bou70, Ch. 3, § 11, Formule (78)] et c¢’est donc
aussi celui de la proposition 12 de loc. cit..
Soit p1,...,ps une base de Ip sur K. D’apres le théoréme de Brill-Gordan [Gor1873] (voir aussi
[Bou70, Ch. 3, § 11, Prop. 15]) il existe A € K* tel que

(11.2) \I’g(pl/\“'/\pg):/\'ql/\"~/\qm.
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Ceci implique det(py,) = £ det(grc) pour tout L, d’ott log [p1 A+ Apely = 1og g1 A+ - Agm o +10g | A4,

et on conclut par sommation sur v € Mg avec la formule du produit. O
Remarque II.4. — Le partie graduée Ip est, par définition,
I={r:f©)= Y fug"=0 ¥ex}.
aENngl

Autrement dit, Ip = Ann(vy p(X)) ot vy p : PV — p("+") désigne le plongement de Veronese de
degré D en N + 1 variables homogénes. Ainsi Ann(Ip) coincide avec lespace linéaire engendré par
lensemble vy p(X).

Notons encore que Hyorm Se comporte bien par rapport aux plongements de Veronese : précisément
on a Huorm (v, p(X); D') = Hporm (X; D D) pour D' € N.

On introduit maintenant une deuxieme fonction de Hilbert arithmétique, dont on aura besoin pour la
démonstration de la proposition 0.4. Pour f = 3" f.2% g=73_,9.2" € Clxg,...,zN]p on considere

le produit scalaire
-1
o =too=3(7) fa..

a

A un facteur pres, ce produit coincide avec la norme £2 sur PV (C) par rapport a la métrique de
Fubini-Study: on a

(I1.3) {f,9) = (D;N) /P N(C)%w% ;

olt wrg dénote la (1,1)-forme de Fubini-Study, normalisée de sorte que 'espace ambiant PV (C) soit
de masse totale 1, voir par exemple [Ran01, § 1.3.1]. La puissance extériecure A* Clzo, ..., zn]p est
alors munie du produit scalaire

(e N fogu Ao Nge) = det ((fi,95)) < <y -
Soit v € M;? et 0, : K — C un plongement correspondant & v, alors pour p1,...,pr € K[zo,...,Zn]D
on pose
lpr A== Apello = [low(pr) A+ Aow(pe)ll

ol || - || est la norme associée au produit scalaire (-,-). Ainsi on définit la fonction
KU : Q?)

(IL.4) Harien(X; D) = Y g log ||p1 A - -+ A pel|w

veMg? [K ’ Q]

K
K, :Q, 1
+ Z & log |p1 A+ Apely + = log(y(N, D)) ,
v K \Mg*

ou p1,...,pe est une base de Ip sur K et y(N, D) := HaeNgH (f) Comme pour Hyorm (X; D), cette
définition est indépendante du choix de la base et invariante par extensions finies du corps K.

Cette fonction est proche d’autres analogues arithmétiques de la fonction de Hilbert, définis eux aussi
comme une hauteur du sous-espace linéaire Ip. En particulier elle coincide, a un décalage explicite
pres, avec la fonction de Hilbert arithmétique proposée par M. Laurent pour les Q-sous-variétés dans
[Lau92, pp. 224-226], qu’on notera ici Hraw'®. La définition de loc. cit. est la méme que (I1.4), mais

le produit scalaire (-,-)p y est normalisé par un facteur (N, D)l/(NJBD) [Lau92, p. 221], on en déduit

1 /D+ N
Harith(X;D) = HLau(X§ D) + 5 ( ;

2 )_ log(y(N, D)) - Hggom(X; D) .

()Dans [Lau92, p. 224-5] cette fonction est définie comme log (Vol (IgL/I%L)), ou Iz correspond & notre idéal I, Iz,
alp (L=D)etIZ, =IzNZxo,...,oN]L, I5, =12, @z R.
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On remarquera que d’apres [Lau92 Prop. 3] on a

D+N\ " L + 1
< N ) log(( Dzi—— og(D Zﬁ——log(2w)+00(l).
En outre, Ha,itn peut aussi se comparer avec la fonction de Hilbert arithmétique introduite par S. David
et P. Philippon dans [DP99, § 4.3], qu’on notera ici Hpp; on a

N+1/D+N
P i
2 N
ol ¢ > 0 est un réel tel que 7(x) := Card ({p premier : p < z}) < c-x/log(z). D’aprés [RS62, Cor. 1]
on peut prendre ¢ = 1,26. La premiere estimation est directe, tandis que pour la deuxieme il faut
utiliser des formulations duales pour Hayitn (Proposition I1.5 ci-dessous) et Hpp.

1
Hpp(X; D) < Harien(X; D) < Hpp(X; D) + ) log(7(NV, D)) - Hgéom(X; D)

Comme pour Hyorm, la fonction H,,itn admet une formulation duale. Le produit scalaire induit un
isomorphisme linéaire

TIZ(C[‘,EO?"W:EN]D_>(C[l'07"';xN}\[/) y f'_)<7f> )

et cette identification munit Clzo, ..., zN]}; du produit scalaire dual, défini par

(n(f).n(g)" = (f,q)
pour f,g € Clzg,...,zn]p. Pour 8 = 3,60, (2")V, ¢ = >, ¢ (2%)Y € Clzo,...,zn]} on vérifie

aisément que ce produit s’écrit
D _
0,¢)Y = 0 .
0,0Y:=>Y" <b> b G

b

Ceci s'étend de maniére naturelle aux puissances extérieures A" (Clzo,...,zn]p)" par
<91 VANRERIVAN em,é_1 VANEERIVAN Cm) = det (<9i’cj>)1§i7j§m .
Proposition I1.5. — Soit q1,...,qm € Klzo, ... ,xN]X, une base de Ann(Ip) sur K, alors

K, :Q, K, : Q,
Moo (XiD) = 3 S sl Al + 3 g ol - e
vEM® vEME\Mz?

Ce résultat étend [Lau92, Thm. 3] au cas des sous-variétés de dimension positive; cependant la
démonstration reste (pour 'essentiel) inchangée:

Démonstration. — Soit p; ..., pe une base de Ip, grace au théoreme de Brill-Gordan (Identité (I1.2)
ci-dessus) on a det(pr,) = £ det(qre) pour tout sous-ensemble L € N¥! tel que Card(L) = ¢ et ot
¢:=NN*!'\ L. Donc pour v € M

1 D\ !
tog [puh -+ Al = Slog |3 (H() )det<pL>|3

L; Card(L)=¢ \a€L

= Liog Lz (H (2 )) | det(que)
zélog > (H ( )> | det(qar)[

M; Card(M)=m \beM

12) +10g‘)‘|v

1
— 5 log (v(N, D)) +log|Al.

—toglas A+ Aau]lY — 5 log (+(N, D)) +log Al

tandis que pour v € Mg \ M52 on alog|pi A--- Apely =10g |1 A+ A gy +10g |A]y. On conclut par
sommation sur v € Mg avec la formule du produit. O
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On explicite maintenant quelques uns des résultats de la these de H. Randriambololona [Ran01] qui
nous permettront d’expliciter le comportement asymptotique de H,.itn. Pour le reste de cette section,
on utilisera librement le langage de la géométrie d’Arakelov, on renvoie & [BGS94] et [Ran01, Partie
I] pour les définitions et propriétés de base des objets.

Soit Xk le sous-schéma fermé integre de IP’% défini par I'idéal I C K|z, ...,xn] et soit X la cloture
de Zariski de X dans PgK. Autrement dit, ¥ est le schéma projectif défini par 1'idéal premier
homogene

Io, = IN0Oklxg,...,zN] C Oklzo,...,ZN] -

Par construction, ¥ est un sous-schéma de ]P’gK fermé, integre, de dimension n+1 et plat sur Spec(Ok )
car Ip, N Ok = {0}.

Soit O(D) := 0(1)®” la D-ieme puissance tensorielle du fibré en droites universel O(1) sur Py,
on pose M :=T(2,0(D)|s) le Ox-module des sections globales de O(D)|s. Pour chaque plongement
o : K < Conpose I'(Z,0(D)|s)s :=T(X,0(D)|s) ® C et on considére application de restriction

L(P3,,O(D))y = I(X,0(D)|5), -

L’espace F(PgK,O(D))g s’identifie canoniquement a la partie graduée K, [xo,...,2N]p, on le munit
du produit £2? par rapport a la métrique de Fubini-Study. Ce produit est un multiple du produit (-, -)
introduit précédemment; on a (Formule (I1.3) )

(F.9hes0 = (D;N)_l (o(f),0(9)

pour tout f,g € F(PgK ,O(D)),. L’application de restriction est surjective pour d > 0; dans cette situ-
ation on munit M, du produit scalaire quotient, c’est a dire qu’on identifie cet espace avec 'orthogonal
du noyau de I'application de restriction et on ’équipe du produit induit.

Cette construction munit M d’une structure de Ox-module hermitien dont le degré arithmétique
est par définition

— 1 s
(I1.5) deg(M) := K0 <log Card(/\M/(f1 ARERWA fs)) - Z log||lfin---A fs||£270)
’ o:K—C
ou fi,..., fs € M est une base de I'( Xk ; O(D)|x, ) sur K et ||-|/z2 , est la norme associée au produit

(,)c2,0- Dans le langage de [Ran01] ce degré arithmétique est la D-iéme hauteur schématique de %;
on montre qu’il coincide (& un décalage pres) avec Hayieh (X; D) pour D assez grand:

Lemme II.6. — Avec les notations ci-dessus, il existe Dy € N tel que pour D > Dy on ait

e 1 D+ N
Harith(X; D) = deg(F(E,O(DHE)) ~3 Hegéom(X; D) log ( N ) .

Démonstration. — Soit T le faisceau d’idéaux de définition de ¥ et T'(PY ,Z O(D)) le Og-module des
sections globales de Z O(D), muni des produits scalaires obtenus par restriction du produit £2. Soit
M =T(2,0(D)|s), alors pour Dy assez grand et D > Dj on a [Ran01, Lem. 2.3.6]

(IL.6) deg(M) = deg(T(PY, , O(D))) — deg(T'(PY,,ZO(D)))
a cause de l'exactitude de la suite de Og-modules hermitiens

0—T(Py, ,ZO(D)) — (P _,O(D)) = M -0,

qui résulte de 'exactitude de la suite des faisceaux métrisés correspondants et de la nullité du module
Hl(PgK,O(D)) pour D > Dy. En prenant la base des sections associée a la base des mondmes, on
vérifie aisément

&E(W) = % log(y(N, D)) + % (D;N) log (D]—I\—[N> .
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En outre, I'(PJ, ,Z O(D)) s’identifie de maniére naturelle & la partie graduée (Io, )p des éléments de
I dans Oklzg,...,zN]|p. Soit p1,...,pe € (Io,)p une base de Ip sur K; de Uidentité (I1.6), de la
définition (I1.5) appliquée & (I, )p et du rapport entre les différents produits scalaires on déduit pour
D > D,

i = fuon e} (4 oe(*4)

¢
1
+ ( Z log ||p1 A -« A pell 2,0 — log Card( /\I(’)K p/(p1 A - /\pg)))

[K : Q] o:K—C
1 D+ N
= 1 log(v(N, D)) + §Hgéom(X;D) log ( ;\rf )
£
+ Z L og oy A+ Apelly - # log Card( /\(Zo,c)p/(p1 A+ Apr)) -
St [K : Q]

On pose maintenant J := /\E(IOK)D et j:=piA---Apg € J; vu la définition de Hapitn on est réduit
a démontrer l'identité

Card(J/jOk) = — Z (Ko - @] log |7]v -

1
(K : Q] verhars K:Q

On consideére 'application J/jOx — HP(J /iOK )y pour p parcourant 'ensemble des idéaux premiers
de Ok, c’est un isomorphisme car J est un Og-module projectif de rang 1. Soit p un idéal premier de
Ok, le module localisé J, est donc libre de rang 1. Fixons un générateur f, et soit j, € (Ox), tel que
j = Jjp fp, alors on a un isomorphisme

(J/§iOK)p = (Ok)p/ip(Ok)p

Soit ord, la valuation et ||, := Norme q(p)°*d» () 1a valeur absolue ultramétrique associées a I'idéal p,

on remarque que | fy|, = 1 car (o, ) p est un sous-module saturé de O [zo, ..., zn]|p, donc |jplo = |7]v-
En passant au cardinaux on trouve

Card((J/jOK)p) = Card((Ox)y /p° % 0») (Ok),) = Norme g (p) e 0r) = || Q]

ce qui entraine I'identité cherchée. O

Maintenant, [Ran01, Thm. A.2.2] (voir aussi [Ran04]) s’énonce
h(X)
(n+1)!
ou h(X) est la hauteur projective de X. Avec le lemme précédent, ceci implique
h(X)
(n+1)!

Dn+1 + O(DnJrl)

deg(T(Z,0(D)[y)) =

(II?) Harith(X; D) = Dn+1 + O(Dn+l)

lorsque D tend vers D'infini, car 1 Hyeom (X; D) log (D+N) = o(D"t1).

Corollaire II.7. — Soit X C PV une sous-variété de dimension n, alors
. 1 1
(n+ D! limp o 5o Huom (X3 D) > A(X) = 5 (n + 1) log(N + 1) deg(X)
1

(n+ 1)! Timp o Hoorm(X;D) < h(X) .

Dn+1
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Démonstration. — Soit q1,...,qm € K|zg,...,zn]}, une base de Ann(Ip) sur K. Pour v € M;? on a
gt A Agmloe = max{|det(qn)]y : M C Nyt Card(M) =m}
1/2

< ¥ (H (f)) det(an)? | =l A Al

M; Card(M)=m \beM
N _ X 2 . _ b Vv . .
ou gar = (gj») 1sigm € K™*™ en écrivant ¢; = ZbeNg+1 ¢;5(x”)". Et dans I'autre direction
1/2

D mD
g A== Agmlly < > H<b> [ A Al S (N +1)72 g A Ao
M; Card(M)=m beM

Par sommation sur v € Mg et grace aux propositions I1.3 et I1.5 on obtient I’encadrement
Hurson(X: D) = L 108(N +1) DHyiom(X: D) < Huon(X: D) < Hosn(X:D)
L’énoncé découle de ces estimations et de asymptotique (I1.7) pour Harith- O
Dans le cas olt Hporm(X; D) admet un comportement asymptotique du type (I1.1), il suit de ce

corollaire ’encadrement

(IL.8) o(X) < h(X) < o(X) + "

log(N + 1) deg(X) .

En particulier, lorsque la question II.2 a une réponse positive, cela améliore [DP99, Prop. 2.1 (v)]
d’un facteur 2/7.

ITI. Hauteur et fonction de Hilbert arithmétique des variétés toriques

IT1.1. Poids de Hilbert et de Chow. — Dans ce paragraphe on se place, comme au § I.1, sur un
corps de base K. Soit X C PV = PN (K) une sous-variété de dimension n et 7 = (79,...,7n) € RN*!
un vecteur poids. Considérons une forme de Chow Chx € K[Uy,...,U,] associée a la variété X et
prenons ¢ une variable additionnelle; si ’on écrit formellement

Chx(tTjUij . OSZS’/L, OSjSN)ZteOF0+"'+t8A1FM

avec Fy, ..., Fy € K[Uy,...,U,]\{0} et eqg > -+ > enr, le T-poids de Chow de X est défini par e (X) :=
eo. Cette notion est introduite dans [Mum?77, p. 61] dans le contexte de la théorie géométrique des
invariants, en relation avec ’étude de la stabilité des variétés projectives.
Posons
l(x) =120+ - +7TN2ZN € Rlzog,...,2N]
la forme linéaire linéaire associée & 7. Pour D € Net I = I(X) C K[zo,...,zn] 'idéal de définition
de X, le 7-poids de Hilbert de X en degré D (ou T-poids de (K[xo, ce xN}/I)D selon la terminologie
de [Mum?77]) est
s+(X; D) := max l-(A
X D)= g 3401
ou le maximum est pris sur tous les J C Ng“ tels que I’ensemble des monomes associés {z* : A € J}
induise une base de la partie graduée (K[xo, . ,mN]/I)D. Cette quantité est aussi appelée D-iéme
poids de Hilbert de I par rapport & 7 dans [EF02, § 4.1]. Un résultat de Mumford [Mum?77, Prop. 2.11],
appliqué a l’idéal initial de I pour 7, entraine que 'asymptotique de cette fonction pour D tendant
vers l'infini est
er(X)

(II1.1) s:(X;D) = ] D"t 4+ O(D™) .
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En principe, on sait calculer les poids de Chow d’une variété donnée puisqu’on peut calculer sa
forme de Chow, pourtant cela reste difficile en pratique. Dans la suite on donne une expression simple
des poids de Hilbert et de Chow dans le cas des variétés toriques.

Pour un vecteur A = (aq,...,ayn) € (Z")N*! et un poids 7 € RV*! on considere le polytope

Q.A,T = CODV((G’Ov TO)a ) (aNa TN)) - Rn+l ’

dont ’enveloppe supérieure s’envoie bijectivement sur Q 4 par la projection standard R**' — R™. Soit
alors
Iar:Qa—R meaX{yGR: (x,y)EQAJ} ,
la paramétrisation de cette enveloppe supérieure au dessus de @ 4. C’est une fonction concave et affine
par morceaux, donc en particulier Riemann intégrable sur tout polytope.
Considérons 'application linéaire

MA::ZN+1—>Zn, A= Xoag+--+Ayvay .
On pose A(D) := M4 (Ng“) C Z" 'image de NN ™! par M; ainsi A(1) = Expo(A).

Proposition III.1. — Soit A € (Z")N*! tel que Ly = 7", 1 € RN+ et D € N, alors

sr(Xa;D) = Y max{l()): AeNFP Ma(A) =c} ,
ceA(D)
er(X4) = (n+1)! YA, dey---dey, .
Qa
Démonstration. — L’application ¢ 4 : T" = (K*)™ — X9 est un isomorphisme a cause de I’hypothese
L4 =7". Au niveau des algebres cela se traduit par un isomorphisme
(p.a)*  KIXS] = (K[zo, -, on ]/ TX Aoy aw — KIsEL, ooy sE1] L i s
mettant en correspondance les monémes de K[zo, ..., zy] avec ceux de K[si?,. .., s!]. En identifiant

ces ensembles avec NV*1 et Z" respectivement, on vérifie que cette correspondance se traduit en
I'application linéaire M, : NV*+1 — 7Z"  Donc, un ensemble J C Ng“ correspond & une base
monomiale de (K[xo, .. 7QCN]/I(XA))D si et seulement si M4 : J — A(D) est une bijection, ce qui
démontre la premiere formule de la proposition.

Considérons maintenant la fonction auxiliaire
p(D) = Z Var(v)
veQnpzn
c’est-a-dire D™ fois la somme de Riemann de la fonction 9 4., sur le polytope @) := @ 4. On va comparer
le poids de Hilbert s, (X 4; D) & cette fonction, ce qui donnera I’asymptotique, puis ’expression intégrale
cherchée pour le poids de Chow.
1

Par translation on se rameéne au cas 7 € Rfﬂ. Alors, pour ¢ € A(D) on a vy := % e@RN D 7" et

pour tout A € N¥*! tel que M4(\) = con a £,(\) < D4 (7) car
Var(y) =max{l(t) : teRYT to+- +ty =1, Ma(t) =~} .
De plus, 94,-(v) > 0 pour tout v € Q@ N % Z" a cause de I'hypothese 7 € Rf"'l, donc s.(X4; D) <
D p(D). On en déduit, en appliquant 'asymptotique (IIL.1),
er(Xa) 87 (Xa; D) p(D)

AN gy HEAD) I = [ Wasdey-do, .
(n+1)! P T pnsl = oM on /QA,T Ty -do

Pour l'autre direction, quitte a permuter les variables et a translater les a; et les 7;, on suppose
70 < 7; pour tout i et ag = 79 = 0. D’abord on va montrer qu’il existe Dy € N et vg € Z" tels que

pour tout D on ait
DQﬁZn C A(D+Do) — 9 -
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Soit A4 un domaine fondamental quelconque du réseau Ker(M,4) N ZNV*1 de I'espace linéaire
Ker(M 4); on prend aussi wy € ZN T tel que Ag + wo C Rf“. Soit ¢ € DQ NZ™, qu’on écrira

c=poao+---+punvan =D (toag+ - +tyay)

avec f1 := (o, ..., pun) € ZN et t == (to,...,tn) € Rf“ tel que tg+ - +ty = 1; ainsi p — Dt €
Ker(M_4). Soit v € Ker(M4)NZN*1 tel que u—Dt—v € Ay, on pose alors A := pu—v+wy € Z¥+1. On
aX€A+wo+Dt C Rf“, d’ott on déduit facilement \ € Ngillih avec D1 < Dy := max{&+---+&n :
€ € Ag + wp}. Finalement, on pose vg := M4(wp) € Z™ et on a bien

c=Ma(p) = Ma(X) —vo € A(D+ Do) —vp
car A(D + D7) C A(D + Dy) & cause de ’hypothese ag = 0.
Maintenant, soit v € Q N %Z" et t € Rf“ tels que to + - +ty = 1, v = My(t) et de plus

Ya.(v) = £-(t). On pose alors ¢ := Dy € DQ NZ" et, suivant 'argument précédent, on prend
A€ Ngﬂ% tel que ¢ = MA(X) —vg et A— Dt € Ag+ wp. Alors

N N N
Dias(y) = DY mti = Y mhi—-Y nh—Dt) = £LN)+001),
i=1 i=1 i=1
d’ott D p(D) < s:(X4; D+ Dg) +O(D™). En appliquant & nouveau I’asymptotique (III.1) on obtient
e (X4) . s:(XaD+Dy) _aD)
mrnl C Am T o 2 gmooe = Vardoede
O
Ezxemple III.2. — Considérons la courbe rationnelle normale C C P°, adhérence de I’image de I’ap-

plication s — (1 :s: 5% : 5% :s*:5%), avec le poids T := (—3,0,1,—1,0,—2) € RS. La figure suivante
illustre le polytope associ€ et sa toiture:

Le poids de Chow correspondant est 2 fois l'intégrale de la paramétrisation de sa toiture, soit e, (C) =
—2.

Signalons que I’expression intégrale des poids de Chow de X 4 est également implicite dans [Don02,
§ 4.2]. Alternativement, on peut l'obtenir aussi comme conséquence des résultats de .M. Gelfand,
M.M. Kapranov et A.V. Zelevinski sur le polytope de Newton du A-résultant [GKZ94, Ch. 7 et §].
Dans les lignes suivantes on indique brievement comment faire cela; on supposera une certaine famil-
iarité avec les objets et notations de cette référence.

Tout d’abord on remarque qu'il suffit de démontrer I’énoncé pour un choix générique (au sens de
Zariski) du vecteur 7 dans QV*!, puisque les termes considérés sont continus par rapport a4 7. Par
linéarité, on peut supposer de plus 7 € ZN+1,

Soit T la sous-division polyédrale du polytope Q4 induite par 7 comme dans [GKZ94, Ch. 7,
Exemple 1.1, p. 215]; ¢’est une triangulation car T est supposé générique. Le théoreme 3.3 de [GKZ94,
Ch. 8, p. 261] implique e, (X 4) = (7, ¢7), ott o7 € RNt est la fonction caractéristique de T (voir loc.
cit., § 7.1.D, p. 220) et (-,-) désigne le produit scalaire standard de RN+, La condition 7 € ZN+1 N
Int(C(T)) est satisfaite par définition de C(T'), voir loc. cit., Ch. 7, Défn. 1.4, p. 219. En recollant
avec la définition de @ (Ch. 7, Identité (1.4), p. 220 de loc. cit.) ceci implique
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N

er(XA) = Z (Ti n! VOln(U)> )

i=0
ou la deuxieme somme porte sur les faces ¢ € T' de dimension n dont a; est un sommet. Chacun de
ces o étant un simplexe, on vérifie aisément

nilwn(a)( 3 n):/gﬁfw dvy - da,, |

i;a;,€S(0)

ot S(o) dénote ensemble des sommets du simplexe o. Des alinéas précédents il suit enfin

er(Xa) 1
(n—l—f)! - Zn—i—l( 2 T"')V‘””(")

oeT i: a;€S(0)
= > [ Vardey-dey= | Vardoy--do,
oceT v Qa
Corollaire III1.3. — Awvec les notations de la proposition III.1 on a
er(Xa)+e—r(Xa)=(n+1)!Volt1(Qar) -
Démonstration. — 11 suffit de remarquer que ¥4 (z) + 94, _-(x) est égal & I'épaisseur de Q4 au-
dessus du point = € Q) 4. O

Ce résultat nous permet, par exemple, de calculer la hauteur d’'une variété torique définie sur un
corps de base F' := K(t) (corps des fractions rationnelles en une variable ¢ sur K). Pour a € F*
et v € K on pose ord,(a) lordre d’annulation de la fonction o au point v. On pose également
orde (a) := deg(a) 'ordre d’annulation de « & U'infini. Avec ces conventions on a

(I11.2) > ordy(a) =0 .

vE{oo}UK
On pose maintenant, pour v = (yp : - : var) € PM(F),
h(7) := Z max{ord,(y0),...,ord,(ym)} €N,
vE{oo UK

qui est bien définie grace & la formule (II1.2). Finalement, la hauteur d'une F-sous-variété X C PV (F)
est par définition, celle de sa forme de Chow: h(X) := h(Chx), par analogie avec le cas des corps de
nombres.

Proposition IIL.4. — Soit A € (Z")NT! tel que La = Z", 7 € ZNtY. Soit X4, C PN(F)
Uadhérence de Zariski de l’application monomiale

T (F) — PN(F) , S (E70 0 e TN ONY)
alors h(X4,7) = (n+1)!'Vol,,11(Q.a,-).

Démonstration. — Soit Chx , € K[Uy,...,Uy,] la forme de Chow de X 4, la variété torique correspon-
dant & 7 = Opn41. Alors

Chx,,=Chx,(t77U;; : 0<i<n, 0<j<N)eF[U,...,U,]
est un polynome de Laurent en ¢, dont la hauteur est égale a la somme de ses valuations t-adique et
;—adique, soit:
h(Xa,7) =ordg(Chx, ) +orde(Chx, ) = e (Xa) +e_7(Xa) = (n+1)!' Vol 1(Qa,r)
d’apres le corollaire I11.3. O
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IT1.2. Démonstration du théoreme 0.1. — Dans ce paragraphe on explicite la fonction de Hilbert
arithmétique et la hauteur normalisée d’une variété torique. On montre que ces invariants numériques
se décomposent en somme finie de contributions locales, chaque terme étant un poids de Hilbert et un
poids de Chow, respectivement.

On reprend Q comme corps de base. Soit A € (Z™")N*! tel que Lq = Z" et o € (K*)N+1. Soit
X 4.0 CPY la sous-variété torique associée et notons 74, := (log |agls, - . ., log|an|,) € RN le poids
de « relatif a une place v € M.

K’U : v
Proposition III.5. — Hyorm (X a,a; D) = Z [[Kg]] Sroy (X435 D) pour tout D € N.

vEMEK

Démonstration. — Soit {(z*)¥ : A € Ny*'} la base de K[zo, ..., zn]}, duale de celle des mondmes,
et pour ¢ € A(D) on pose
Ge = Z o (z)Y .

AENNTL . M4(N)=c

Ainsi, pour une forme f =Y, fr2* € K[zg,...,2n]|p et un point s € T" on a
fopaals)= > frarsM = 3" g (f)s .
AeNp T c€A(D)

Soit I := I(X4a) C Klzo,...,zn] I'idéal de définition de X 4,; on voit ainsi que f € Ip si et
seulement si g.(f) = 0 pour tout c. Donc 'ensemble {q. : ¢ € A(D)} forme une base de 'annulateur
Ann(Ip) et alors la proposition I1.3 implique

Hnorm(XA,a; D) = Z W IOg‘ /\ 4e v
vEM ' c

Pour v € Mg on a
log |qely = 1ogmax{|a)‘|v A€ Ng“, My(N) = c} = max {éTw()\) A€ Ng“, My(N) = c}

ou ¢, désigne la forme linéaire associée au poids 7,,. Le fait que les supports des composantes non
nulles des vecteurs ¢, soient disjoints et la proposition III.1 entrainent

log ‘ /\QC ) = ZIOg |9l = 87, (XA)

ce qui acheve la démonstration. O

Maintenant on énonce et démontre le théoreme 0.1 dans sa version générale, c.-a-d. pour un vecteur
A quelconque. On rappelle que p 4 désigne la forme volume sur 'espace linéaire L 4 ®7 R associée a
A, voir § 1.1.

Théoréme III.6. — Soit A € (Z")NT! et a € (K*)NTL. Posons r := dim(Q4), alors

T K’u : @v
h(X.A,a) = (7’1 + ].)' Z [[[((@]] 19_,4’7—0“) HnA -
vEMK ) Qa
Démonstration du théoréeme II1.6 et de la proposition 0.4. — Supposons pour le moment L4 = Z".

Notons que 74, = 0 pour presque tout v, donc la décomposition de Horm ne contient qu'un nombre
fini de poids de Hilbert non nuls. On déduit de la proposition précédente et de 'asymptotique (I11.1)

c(Xa,a) mn n
Hnorm(XA,odD) = M D +1 + O(D )

avec ¢(X4q) 1= Z [Ié?gﬂ rn (X A)-

v
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Soit k € N*, alors [k] X4 0 = X4 o puisque [k] X5 = X§; en particulier deg([k] X4,0) =
deg(Xa,a). On a aussi Tjxq» = k Tav, ce qui implique ¢([k] X 4,o) =k - ¢(X 4,). De plus
n+
2

0 < (k] Xan) — (k] Xaa) < "L log(V + 1) deg(Xua) |

h([k] X 4,0
grace & l'encadrement (IL.8), donc ¢(X 4,0) = deg(X4,o) lim (K] Xa.0)

Taeg( %o ~ MXaa): lut
A deg (i Xaey — MXa)- On conclu

par application de la proposition III.1.

Considérons maintenant le cas général. Soit n : R” < R"™ une application linéaire injective définie
sur Z telle que n(Z") = L. On pose b; := 7~ 1(a;) € Z" puis B := (by,...,bx) € (Z")NF!, alors
XB,a = Xa,a [GKZ94, Ch.5, Prop. 1.2]. On vérifie n(Qg) = Qa, V8.r,, = Var,, o1 €t 1 (na) =
dxy---dz,., dou

19377(17) d:vl s d(ET = '19.A,TM HnA -
Qs Qa
Ona Lg=n"Y(La)=7Z", ce qui nous raméne au cas précédemment considéré. O

Notons qu’on a en particulier répondu affirmativement & la question II.2 pour les variétés toriques.
Alternativement, on peut reformuler le théoréme 0.1 sous la forme

o~

MXAa)=(nm+1)! / 040 dzy---dzy
Qa

K, :
avec 04 .o = Z wﬁ Ao, Cette fonction est concave et affine par morceaux, car elle est

(K : Q]
v
somme d’un nombre fini de fonction de ce type; de plus 64 , est a valeurs positives: pour 0 < i < N
onavar,,(a;) >log|a;|, et donc

0.,4,& (al) > Z

vEMK

[K'U : Qv]

o - eul -
Q) og |aily =0

par la formule du produit. De 1a on déduit 04 4(z) > 0 pour tout € Q 4, & cause de la concavité.

o~

Remarque II1.7. — Si h(X4,o) = 0 on a nécessairement 04, = 0, ce qui entraine que 94, , est
une fonction affine sur Q4 pour tout v € My . On en déduit qu’il existe 3 € X tel que § = a- B!
vérifie Va7, , = 0 pour tout v € M. Donc & € Tors(TV) et ainsi X 4, = Xae est une sous-variété
de torsion de (PV)°, ce qui fournit, pour les variétés toriques, une autre preuve de la positivité de la
hauteur normalisée d’une variété qui n’est pas de torsion.

Exemple IIL.8. — Soit A := (ag,...,an_1,an) € (Z")N*1 tel que Ly = Z", on note comme
précédemment Q4 = Conv(ag,...,an_1) et soit aussi o = (1,...,1,ay) € (K*)NTL. Pour chaque
vE Mg on a

1 1
o I a,r,, Ay - - dxy, = nrl Vol,, (Q4) log max{1, |ay|,} = nrl Vol,,(Q 4) log |al,

d’ot
h(Xaa) =n! Vol (Q4) h(e) = deg(X4.0) h(e) .

Par exemple, considérons la courbe plane C' C P2, adhérence de l'image de T' — P2, s — (1:3s” : 33).
Les figures suivantes montrent les polytopes associés et leurs toitures:

et 9, =0 pour v # 00, 3; donc /H(C) = 3 log(3).
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Cet exemple contient le cas des hypersurfaces binomiales, qui est toutefois plus simple a traiter
directement. Soit f = 2% — A2® € KJxg,...,2n] une forme irréductible, alors pour chaque place
archimédienne v € M7 on peut calculer la mesure de Mahler correspondante a ’aide de la formule de
Jensen, on a i, (f) := p(z® — |A|y 2°) = logmax{1,|A|,}. Ainsi

N _ [Kv : Qv] [Kv : Qv] _ )
Maintenant soit [—1] : (PV)° — (PV)°, (zg: -+ : an) — (zy" : -+ : xy') Papplication d’inversion.

On obtient une expression pour la somme de la hauteur de X 4 ,, et de sa variété symétrique, dont les
termes locaux sont des volumes de polytopes:

Corollaire II1.9. — Soit A € (Z")N*! tel que La=7" et a € (K*)N*1, alors
(K : Q]

(X ao) +h(=1] Xaa) = (n+ 1) Y =22 Voly1(Qarr,,) -
2 K Q)
vEMK
Démonstration. — On a [~1] Xaa = X4 [-1]a e T—1]a v = —Tav; le résultat est donc une une
conséquence immédiate du théoreme 0.1 et du corollaire III.3. O

Considérons un espace ambiant TV muni de la hauteur normalisée E relative aux plongement
v TN — PQN_I, composition de I'inclusion TV < (P*)" avec le plongement de Segre (P1)V — IP’QN_I,
voir § 1.2. Le plongement ¢ est équivariant, donc pour une sous-variété ¥ TV on a ?LL(Y) = Eﬂw (L(Y))
d’apres la proposition I.1. De plus, notons que cette hauteur est invariante par rapport ﬁ I’inversion:
on a [F1]Y =0 )ouo: ((x1:v1),---,(@n 1 yn)) — ((y1: 21),...,(yn : xN)), donec h,([-1]Y) =
h,(Y).

Soit maintenant B = (by,...,bx) € (Z™")N tel que Lg = Z" et 8 = (B1,...,8y) € (K*)N.
Considérons ’application monomiale

T — TV | s%(ﬂlsbl,...,ﬂNsbN)

et posons Yz g C TN son image. On vérifie alors que s(Ypg) C P27 1 est la variété torique correspon-
dant aux vecteurs

(Zbi : IC{l,...,N}) e (zM)?" (Hﬂ : Ic{1,...,N}) e (K*)2" .

el i€l

Pour v € Mg et i = 1,..., N on considere le segment P;, := Conv(O, (b;, log |ﬁi|v)) C R™*!: ainsi le
polytope associé & la variété torique s(Yg,3) pour la place v est donné par la somme de Minkowski
Poy+ -+ Pny. Le corollaire II1.9 entraine

- (n+1)! 5 Ky : Q]

(IT1.3) h(Yi,5) = ) Vol i1(Poy+ -+ Pynoy) -

vEMg

Comme illustration de cette formule, considérons la courbe C' C T2 < (P')3 .~ P7 image de I’appli-

Segre

. 1 3 . o .
cation s — (2 s, 3 S, 5 5)‘ Les figures suivantes montrent les segments P;,, (en trait discontinu) et les
polytopes associés, pour chaque place v € Mg:
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-log(3) -1--

donc /ﬁL(C) = 6 log(2) + 6 log(3).

IV. Sur quelques constructions standard

Dans la suite nous étendons les résultats de la section précédente au cas d’un tore muni de plusieurs
plongements monomiaux. D’abord, on introduit les multipoids de Chow et on établit ses propriétés es-
sentielles; notre approche s’appuie sur les formes résultantes d’idéaux multihomogenes, déja considérées
au paragraphe 1.2.

Puis, on introduit la notion d’intégrale mixte d’une famille de fonctions concaves. On montre
ensuite que le multipoids du tore T™ relatif & plusieurs plongements monomiaux s’écrit comme une
intégrale mixte. Finalement, on explicite la multihauteur normalisée de T™ relative a des plongements
monomiaux. Cette multihauteur se décompose comme somme de contributions locales, chaque terme
étant l'intégrale mixte de l’ensemble de fonctions concaves et affines par morceaux associées a ces
plongements monomiaux, pour la place v € Mg correspondante.

On étudie également le comportement de la famille de fonctions © 4, par rapport a d’autres con-
structions: décomposition de X 4, en orbites sous l'action * 4, formation de joints, produits de Segre
et plongements de Veronese.

IV.1. Décomposition en orbites. — Soit A € (Z")V*! et o € (K*)NT!, les orbites de I’action
* 4 sur X 4, sont en correspondance avec 'ensemble F'(Q)4) des faces du polytope Q4. Pour chaque
face P on considere un point ap 1= (apg : -+ : ap y) € PV défini par ap; == a; si a; € P et
ap,j := 0 sinon; la bijection est donnée par [GKZ94, Ch. 5, Prop. 1.9], [Ful93, § 3.1]

P X ap=T"xaap CPV .

On a la décomposition X 4., = |_| X.o,p> Posons N(P) := Card{i : a; € P} —1let
PEF(Qa)
A(P) = (a; : a; € P) e (z")NIDI+L a(P) = (oy : a; € P) e (K*)NP)+L

On vérifie que X5 , p C PV est 'orbite principale d’une variété torique contenue dans un sous-espace
standard E = PV () Restreinte & ce sous-espace, elle s’identifie & la sous-variété X;(P)A(P) c PN,
de dimension égale & la dimension (réelle) de la face P.

Finalement, chaque orbite est en correspondance avec une certaine face P du polytope @ 4. Similai-
rement la famille de fonctions © 4(p) «(p) associée a l'orbite, est la restriction a la face P de la famille
O 4, associée a l'action x4 et au point a:

Proposition IV.1. — Pour chaque v € Mg on a 19A(p)7m(1,)v =VAr,,

P

IV.2. Multipoids de Chow. — On se place a nouveau sur un corps de base K algébriquement
clos. Soient X une variété (non plongée) de dimension n et ¢; : X --» PYi des applications ra-
tionnelles, plongements sur un ouvert dense de X (i = 0,...,n). On pose ® : X — [[, P,
x +— (po(x),...,pn(x)), et on considere la forme résultante

RéSpy. g = 1650, o (I(®(X))) € K[y, ..., U]

de idéal premier multihomogene I(®(X)) C K[zo,...,x,] d’indice eq,...,e,, dans la notation du
paragraphe 1.2.
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Définition IV.2. — Soient 1o € RNotL 7, € RN des poids et t une variable additionnelle.
Le multipoids de Chow de X relatif & (¢o,70), .., (©n, Tn) est

eTo,...,Tn(QOO, e a‘PnQX> := deg;, (Réssa(]v”')ﬁon (tﬂj Uij 0<i<n, 0<y< Nl)) eR.
Remarquons que pour 79 := (1,...,1) et 7, :=0 pour 1 < i < n,

€10,....Tn (900’ s Pns X) = degUo (Rés¢01*"7¢n,)
ne dépend pas du plongement ¢y [RemO1la, Prop. 3.4]; c’est le multidegré de X relatif & ¢1,...,¢p.
Soient ¢ : X — PV, ¢ : X — PP des applications projectives, on pose

e® Y X — PN+ (P+1)-1

la composition de X — PN x PP z +— (p(z),7(z)) avec le plongement de Segre. On obtient ainsi
une structure de semi-groupe commutatif sur ’ensemble des applications projectives de X. Pour
7€ RVFL w e RP*! on pose 7 @ w := (Ti—l—wj : 0<i<N, 0<j< P) e RWHD(P+1) - qingi

(0;7) © (Y,w) = (P O Y, T Dw).

Lemme IV.3. —

(a) L’application ((¢0,70),- - (PnsTn)) ¥ €rg,...orn (90, - - - s 03 X ) est symétrique et linéaire en chaque
variable par rapport a & ;

(b) er . 2(p,-- 0 X) = er(p(X))
1

n
(C) 6-,—0,_“7771(%00,...,@”;)( = n+1 ‘ Z Z eﬂoe}”@ﬂj (@io GB"'@QOZ',-(X)) .
Jj= 0<ip<--+<i;<n

Le multipoids de Chow généralise donc le poids de Chow considéré au § III.1. La partie (c) permet
de ramener le calcul des multipoids de Chow a celui de poids de Chow standard.

Démonstration. — La symétrie est évidente, puisque la forme Rés,, ... o, est symétrique (a un facteur
scalaire preés) par rapport aux permutations des variables. Donc pour la partie (a), il suffit d’établir
la linéarité par rapport a la premiere variable.

Soient ¢ : X --» PV et ¢ : X —-» PP des plongements sur un ouvert dense de X, et 7 € RN+
w € RP*! des poids. Soient x = {xg,...,zn} et ¥ = {yo,...,yp} des coordonnées homogeénes pour
PV et P¥ respectivement, et notons X, I'image de I'application

X 5PN x PP x PV x .o x PN s — (<p(s),1/)(s),g01(s),...,wn(s))

et I, C Klz,y,21,...,2,] son idéal. Considérons des groupes de variables V = {Vp,...,Vn}, W =
{Wo,...,Wp} et posons V- W := {VZ- W;: 0<i<N,0<5< P}. On a la factorisation [RemO1la,
Prop. 3.5]

rése-{-e’,el,...,en (Lp,w)(v . VV, Ula ey Un)
(Iv.1) =X 168, e, (Louw) (VUL .. Up) - 168¢r ey er (L)) (W, UL, .0 U,) # 0

ot e, e ey,...,e, désignent les vecteurs de la base standard de R"*2 et \ un élément de K*.

On vérifie réscter e, ... .en (Lp,p) = RESpmip,pn,....0n; cela vient de la théorie des formes résultantes et
peut se démontrer avec des arguments trés proches de ceux de [RemO1b, pp. 102-103]. Similairement

~~~~~ enLpp) =RéSp 001 188¢r ey en (Tp) = RE8y o1 o

pour obtenir cela il faut en plus tenir compte du fait que les projections naturelles PY xP¥ x H?:l PN
PN x [T, PNi et PN x PP x [T7, PN — PP x [T, PV sont des plongements sur un ouvert dense

de X‘Pﬂl}'
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Soit maintenant U = {U;; : 0 <i < N, 0 <j < P} un groupe de (N + 1)(P + 1) variables. On
déduit de ce qui précede et de la factorisation (IV.1)
Crdw,rrrn (P B Y, 01, o0y X) = degy (RéSpay,pn,nnpn AT Ut U, ... 17 Uy))
= deg, (Ré8pap o100 (ETV) - (t* W)t Uy, ..., t™U,))
= deg, (R8s 1,00t VAT U, ... ;17 Uy)) + degy (Résy iy ..o (1 Wt Uy, ..., 17 U,))
= errr (0501 on X) +ewr o, (01, o0 X

Passons a la partie (b), soit I C K[z, ...,r,] I'idéal de I'image du morphisme X — (PV)"+1
s = (¢(8),...,p(s)), on sait que 1ése, e, (I) = élime, .. (I)f pour une certaine puissance f > 1,
ou élim,, ., (I) désigne la forme éliminante de I d’indice e, ..., ey, voir [RemO1a, p. 74]. Or, par
définition, cette forme éliminante coincide avec la forme de Chow de p(X) C PV.

En outre degy;, (résc,,...c,, (I)) = deg((X)) [RemO1la, Prop. 3.4], d’oli 1és,.... c, (1) = Ch

en conclut e- - (p,...,¢;X) = e (p(X)) car les définitions respectives coincident.

On

.......... P(X)

L’alinéa (c) s’ensuit formellement de ces propriétés et de I'identité algébrique

n

(IV.2) (n+ D! L(z0-- -, 20) = D ()"0 > Uz +-+2)

=0 0<ig<--<i;<n

valable pour une fonction multilinéaire symétrique L sur un semi-groupe abélien (S, +) quelconque et

0(z) := L(z,...,z), et qu'on laisse au lecteur interessé le soin de démontrer. O

IV.3. Multihauteurs des plongements monomiaux. — Soient f : @ — Ret g : R — R des

fonctions concaves définies sur des ensembles convexes ), R C R™ respectivement. On pose
fBg:Q+RoR, zeomax{f(y) +g(z): y€Q 2 €R, y+2=a}

qui est une fonction concave définie sur la somme de Minkowski ) + R; on obtient ainsi une structure
de semi-groupe commutatif sur ’ensemble des fonctions concaves. Par la suite on supposera que toutes
les fonctions concaves considérées sont définies sur des ensembles convexes compacts.

Définition IV.4. — Pour une famille de fonctions concaves fo: Qo — R, ..., fr : @, — R ’intégrale
mixte (ou multi-intégrale) est définie via la formule

n

MI(vaafn) = Z(_l)nij Z /Q et fzoEElBaflj dxy---dr, .

7=0 0<ig<--+<i;<n
Cette notion est proche de celle de volume mizte (ou multi-volume) MV (Q1, ..., Q) d'une famille
d’ensembles convexes @1, ...,Q, C R™ dont une définition possible est

n

MV(Q1,..,Qn) :=> (=)™ > Voln(Qi, +--+Qi)) -

j=1 1<iy<--<i;<n

On sait que ceci généralise le volume d’un ensemble convexe, car on a MV(Q, ..., Q) = n!'Vol,(Q). Le
volume mixte est symétrique et linéaire en chaque variable ; par rapport & la somme de Minkowski.
On renvoie & [CLO98, § 7.4] pour les propriétés de base de cette notion. Souvent, pour souligner qu’il
s’agit du volume mixte n-dimensionnel, on notera MV, (Q1,..., Q).

Les propriétés analogues de I'intégrale mixte sont résumées dans la proposition suivante. Pour une
fonction concave f: Q — R et 4 < min(f) on considére le polytope

Q.. = Conv(Graphe(f), @ x {u}) = Conv((z, f(2)), (x,p) : =€ Q) CR™ ;

on a / fdxy---dxy, = Voly41(Qy,u) + 1 Vol, (Q)
Q
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Proposition IV.5. —

(a) MI(fo,..., fn) est symétrique et linéaire en chaque variable f; par rapport ¢ B ;
() MUSoof) = (04 1) [ fyeeede,

Q
(C) MI(anvfn) > 0 pOU’I’fO > Oa"'afn ZO 5

(d) Soit p; < min(f;,0) pouri=0,...,n, alors

MI(fO) D) fn) = MVn-‘,—l(Qfo,Mov .. '?Qf7uﬂn) + Z,U/Z MVn(Q07 e 7Qi—1aQi+1a .. 7Qn) .

=0

La notion d’intégrale mixte généralise donc celle d’intégrale d’une fonction concave. La partie (d)
montre qu’on peut en ramener le calcul a celui de volumes mixtes (et donc de volumes standard).

Démonstration. — Pour la partie (a), la symétrie de I'intégrale mixte est claire a partir de sa définition.
En outre, la linéarité et la positivité (alinéa (c)) sont immédiatement vérifiées a partir de (d), de
l'identité (IV.3) ci-dessous et des propriétés analogues pour le volume mixte. Pour (b), on vérifie
EHg:Of (J+1Dzx)=(j+1) f(z) pour tout = € @ grace a la concavité de f; cet alinéa est donc une
conséquence de la formule (elle-méme conséquence de l'identité (IV.2) appliquée a (S, +) := (R, +) et
L(20,-.-y2n) =20 2n)

. n—j n+]‘ . n
(n+1)!:j§(—1) <j+1) (j+ 1)t

Pour la partie (d), soient f: Q@ — Ret g: R — R des fonctions concaves et u < min(f), v < min(g).
On vérifie alors p+ v < min(f B g) et

(IV.3) QsBgu+v = Qru+ Qv

c.-a-d. fHg est la paramétrisation de la toiture de la somme de Minkowski Q f,;, 4@y, Soit maintenant
i < min(f;,0), on en déduit

/Q. o fi, B---H fij dry---dx, = Voly4q (inOEEmEEfij,uio+~“+,uz‘j)
ig T 'ij
(IV.4) +(pio + -+ piy) Vol (Qig + -+ + Qi)

= Volus1(Qpigusy + + Qi i, )
~Volnt1((Qig + [0, —pip]) + -+ + (Qi; + [0, —p1s,]))

ou l'on désigne par @;, et [0, —pu;,] 'image de ces polytopes par les inclusions de R™ et de R dans
R via (21,...,2,) — (21,...,2,,0) et  — (0,...,0, ), respectivement. On déduit de 1a et des
définitions de 'intégrale mixte et du volume mixte

MI(fO) C) fn) = MVn-l—l(Qfo,uov sy an,un) - MVn+1(QO + [07 _,UOL DI Qn + [07 _/f"n]) .

Comme conséquence de la formule (IV.4), on voit que ce dernier volume mixte est une forme linéaire
en (o, - - -, fhn, C.-a~d.

MVTLJ’-I(QO + [Oa_MO]y-“aQn_" [Oa _/J/n]) :AOHO++Anﬂn )
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etonaA; =MV, 11(Qo,...,Qi-1,[0,1],Qit1,-..,R@rn). En appliquant la définition du volume mixte
on trouve

4, = Z(_l)n—j Z Vol,11([0,1] + Qs, +--- + Qi)

j=0 0<iy < <ij<n
n—1 ig#i

+ Z(_l)n7‘7 Z Voln_;,_l(Q,L-O + 4 QZJ)
j=0 0<ig<-<ij<n

n—1 e

= > (=" T Vol (Qip + - + Qi)
j=0 0<ig< - <ij<n
igF#i

= _Mvn(Q07~--7Q’i717Qi+17"'7Qn) )

par le fait que Qg + --- + @, est de dimension n et donc de volume n + 1-dimensionnel nul, et
Vol,+1([0,1] + Q) = Vol,,(Q) pour @ C R™. O

Revenons au cadre monomial: soit
-AO c (Zn)No+1 e An c (Zn)N,ﬂLl

des vecteurs tels que L4, = Z" pour tout i et 1o € RN+ . 7 € RNt Soit @y, : T — PN
le plongement associé et ¥4, , : @4, — R la fonction affine par morceaux correspondante, pour
i =0,...,n. La proposition suivante explicite le multipoids de Chow du tore T™ relatif & (¢.4,,70),
ey (L)O.AnaTn):

Proposition IV.6. — e, 7. (0Ags---PA,;TY) =MD Ay ros-- -0 4, ,m) -

Démonstration. — Soient B = (bg,...,by) € (ZV)NFL C = (co,...,cp) € (Z™")F+! des vecteurs et
posons
B®C:=(bi+c;: 0<i<N,0<j<P) € (z7)(N+D (P+1)

On vérifie v ® ¢ = PBec. Similairement, pour des poids 7 € RN¥*! et w € RFP*! on vérifie
I8, B¢ w = VBac,rew. Le résultat est donc une conséquence directe du lemme IV.3(c), du cas non
mixte (Proposition II1.1) et de la définition de l'intégrale mixte. O
Soit maintenant oy € (K*)Notl . a, € (K*)N*1 et notons ¢; : T® — PYi le plongement
monomial associé au couple (A;, «;), pour i = 0,...,n. On démontre enfin le théoréme 0.3 explicitant
la multihauteur normalisée

h((Ag,aq), ...y (An, an); T™) := h(po, - - -, on; T™)

du tore T™ relative a ces plongements, en termes d’intégrales mixtes. Pour chaque v € Mg on note
Yiv : Qa, — R la fonction paramétrant la toiture du polytope Q;, C R"! associé au vecteur A; et
au poids 7q, o
Démonstration du théoréme 0.3. — Soit € (K*)N*t1 et v € (K*)P*! et posons

BRy:i= (B : 0<i<N,0<j<P) e(K*)NEH
On vérifie sans peine 5 5 ® ¢y = PBaCc,fy Pour des vecteurs B € (Z")N*1! et C € (Z™)P+1. Posons
A= (Ao,...,Ap) et a:= (ap,...,,), on considere alors 'application

Dpo: T — PNox ..o x PN s+ (©0(8)y .-y on(8))

et on note Z := ® 4 ,(T") Padhérence de Zariski de son image. Pour D = (Do, ..., D,) € (N*)"*! on

. N, N, (D0+N0)...(Dn+Nn)_l . .
rappelle le plongement mixte Up : P70 x ... x PY» — P\ No Nn introduit au paragraphe 1.2;
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on vérifie ¥p o Py = Dopo @ -+ @ Dy = Yp.aeep avec D - A = Dy Ag @ -+ @ D A, et
a®P = afP° @ ®a@Pn. Donc Up(Z) = Xp. gaep et en appliquant lidentité (I.4) on trouve

(IV.5) WMXpaaer) =h(¥p(2) = > (”jl> he(Z)D° .
cenytl

. g (POFNOY. (P Nn) 1 o e
Soit v € Mg, la variété torique Xp.4 C P\ Mo Nn associée au vecteur D - A satisfait

grace au lemme IV.3(b)

€D.ro, (XD-4) = €pory (D 0a(T")) = €pry,..Doro (D05, Do a; TT)
avec Do :=Dopa, ® - D®Dpoa, et D-Tay :=DoTago @+ ® Dy Ta, v = Taep,. La symétrie et

la multilinéarité des multipoids de Chow impliquent

(IV.6) eDran(Xpa) = Y (”;”) ec(A, a,v) D

1
CENZ+1

ol e.(A, a,v) désigne le multipoids de Chow e, (y;T") du tore T" relatif &

co fois ¢, fois

(‘Pv’r) = (@Aoa’raov)v SR (@on’raov) yee (@An’T&nv)a CER) (SD-A‘n,’TOén'U)
Comme conséquence des décompositions (IV.5), (IV.6) et du cas non mixte (théoreme 0.1) on déduit

> (njl)mzmc: > <n+1>( > wec%a,v)ﬁ,

+1 +1
ceNT] ceENRTL veMk

Cette identité polynomiale étant valable pour tout D € (N*)N+1 on en déduit que les coefficients

respectifs doivent coincider. La multihauteur Tl((AQ, ag), .-, (An,an); T") est par définition le coef-
ficient de (n + 1)! Do - - D,, (correspondant & ¢ = (1,...,1) € N**!) dans cette expression, donc en
particulier

—~ K’U: v n
h((AOaaO)v~'~v(~’4n7an);’]rn): Z [[(:%]]e'raov ..... 'r&nv(QOAoau-v(P.An;T ) 3

vEMg [

d’ot1 on conclut par application de la proposition précédente. O
Remarque IV.7 — Plus généralement, on a démontré pour tout c € NZE:

he@aamy) = 3 i@l gy = 3 B @l

vEME [K : Q] vEME [K : Q]
co fois cn fois
avec MIC(ﬂAmi;) = MI(ﬁAO7T00’U,"' ’ﬂA07TOU’U [ 19./471,,7'”,,, v "319~An77-0n v )

On illustre ce résultat sur un exemple. Considérons des plongements monomiaux ¢ : T! — P!,

1 1
S (5 : 45) et : T =P, 54— (§ : g) La figure suivante montre pour chaque v € Mg, les graphes
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des fonctions 9, associées, en trait discontinu pour celles correspondant a ¢ et 1) et en gras pour celle
correspondant a la somme ¢ & :

log(4) -i-- [
log» -t
log@/3) -1 4 //
/] | %
“log(2) V= 00 v=2
—log(3)
~log(©) - log(3)
v=3
et ¥, = 0 pour v # 00,2,3. D’ou
Wi T = MI(Wp,00, D o0) + MLy, 0y.2) + MI(0p5,9.5)
2 2 2
- ¥ (/ Do dr — / Dy dr — / D dw)
v=00,2,3 70 0 0
= (21log(2) —log(3)) + 2 log(2) + log(3) = 4 log(2) .
Remarquons ¢(T1) = 4(T!) = P!, donc E(gp,gp;’]l‘l) = E(w,w;qu) =0.
IV.4. Joints, plongements de Segre et de Veronese. — La classe des variétés toriques est fermée

par formation de joints, produits de Segre et plongements de Veronese. De plus, ces constructions se
transportent de manieére naturelle en des constructions standard sur les polytopes associés. Dans la
suite, on montre que la famille de fonctions © 4, o associée a une variété torique se comporte de maniére
aussi naturelle par rapport a ces opérations.

Soient X C PN et Y C PP des variétés de dimension n et p respectivement. Le joint est par
définition
X#Y ={(vz:wy) : z€X, yeY, (v:w)eP'} c PV

Soient i(X) et j(Y') respectivement, les plongements de X et de Y wia les inclusions standard i : PV <
PN+P+L et j . PP s PN+PHL Te joint est donc la réunion des droites joignant les points de i(X) &
ceux de j(Y); c’est une variété de dimension n + p + 1 et de degré deg(X) deg(Y).

Soient A = (ao,...,an) € (Z")NT! a = (ap,...,ay) € (K*)NT B = (by,...,bp) € (ZP)"T et
B=(Bo,---,Bp) € (KX)P*! tels que L4 = Z" et Ly = ZP, on pose alors

A#B = ((1,a0,0p),...,(1,an,0,),(0,0,,bo),...,(0,0,,bp)) € (ZVFPTHN+ET2
a#p = (Ozo7 o an, Boy - ,ﬁp) S (KX)N+P+2 .
On vérifie X§ ,#X3 5= {(upaals) @) : s€T", te€TP, ueT'} = X9 up 4up donc

Xao#Xp s = XagBo#s -
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Posons @ C R"™ et R C RP les polytopes associés & A et B respectivement. Le polytope Q 445 C R" TP+
s’écrit comme 'image de 'application

jo.r:[0,1] x Q x R — R™P*L (u,8,t) — (u,us, (1 —u)t) ;
autrement dit Q) 4 est la réunion des segments joignant les points de {1} x @ x {0,} = @ & ceux de
{0} x{0,} x R~ R.

Soit maintenant
SN,P: PN x PP — pVHD(P+H) -1 (z,y) — (:L’iyj :i=0,...,N,j :O,...,P)

le plongement de Segre. Le produit de Segre X x Y ¢ PONFD(P+1)—1 o5t défini comme 1'image par SN, P
du produit cartésien de X et Y c’est une variété de dimension n+p et de degré ("F7) deg(X) deg(Y).
On pose alors

AxB = ((a;,b;) : i=0,...,N, j=0,...,P) € (z"7)NFDE+D
a®pf = (a;B;:i=0,...,N,j=0,...,P) € (K*)NTOE+D

notons que cette derniere notation a déja été introduite au cours de la preuve du théoreme 0.3 dans
la section III. Une vérification directe montre X 4o X X3 = sy p(X 4,0, XB,8) = XAxB,azs €t que
le polytope associé Q 4xs C R™TP est le produit cartésien Q x R.

Pour D € N* on pose

UN,D : PN — ]P’(D;N)_l , T (a:b 1 be Ng‘“)
le plongement de Veronese de degré D en N +1 variables homogenes. L'image vy, p(X4,a) C p(°&")-1

est une variété de dimension n et de degré D™ deg(X). Posons

V(A) = (boao+---+byay : be Ny € (Z")(NKD) ’
V(@) = (alialy s bend) e (5)(F) |

On vérifie aisément v, p(Xu4,a) = Xv(4),v(a) et que le polytope associé Qv (4) C R™ est ’homothéti-
que D Q.

Nous collectons dans 1’énoncé suivant le comportement des fonctions ¥, par rapport a ces opérations.
La démonstration suit des observations précédentes, nous laissons les détails au lecteur intéressé.
Proposition IV.8. — Avec les notations introduites, pour v € Mg on a
(a) VapBroans, ©JQ.R(U,5,1) =udar,,(5)+ (1 —u)Vpr,, (t) pouruec0,1], scQ, teR ;

(0) VaxBraxs,(8:1) =V ara,(8) + VB2, (t) pourscQ,teR ;
(¢) Iv(a)ry (D) =DVanr,,(s) pourseQ

En calculant I'intégrale de ces fonctions on obtient, a partir de cette proposition et du théoreme 0.1,
des formules pour la hauteur normalisée des joints, produits de Segre et plongements de Veronese des
variétés toriques. En fait, ces formules sont valables pour des variétés quelconques et sont conséquence
de résultats analogues pour la hauteur projective:

Proposition IV.9. — Soient X C PV et Y C PF des sous-variétés de dimension n et p respective-
ment, alors

(a) W(X#Y)=h(X) deg(Y) + deg(X)h(Y) ;
(b) (X xY) = (" R(X) deg(Y) + ("TPH) deg(X)h(Y) ;

p

(¢) h(vn.p(X)) = D" h(X) pour D € N*
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Démonstration. — Pour la premieére on applique 'égalité [k] (X#Y) = ([k] X)#([k]Y) qu'on vérifie
de fagon directe & partir de la définition du joint. D’aprés [Phi95, Prop. 2]

Wk (X#Y))  n(K]X) | h(KY)

deg ([k] (X#Y))  deg([k] X) ~ deg([K]Y

] + ¢(n, p)

n p
avec ¢(n,p) 1= Z T +1) . En prenant la limite on en déduit

h([k] (X#Y))
U deg (K] (XAY))
car deg(X#Y) = deg(X) deg(Y). La partie (b) se démontre de la méme fagon, en utilisant [k] (X X
Y) = ([k] X) x ([k ] Y) et [Phi95, Prop. 1]. La partie (c) correspond & identité (I1.4) appliquée &
m:=0et Dy :=D. O

deg(X#Y ) h(X#Y) = deg(X#Y) - = h(X) deg(Y) + deg(X) h(Y)

En général, il est intéressant de savoir calculer la hauteur des variétés projectives produites par
diverses constructions. Comme généralisation des plongements de Veronese, on peut considérer les
applications monomiales pg g : PV — PM z— (Boabo : -1 Bpya®) avec b; € Ng“ et §; € K*
pour un certain D € N*.

L'image d'une variété torique par une telle application est aussi torique: soit A € (Z")N*+! et
a € PV, alors

e8,8(Xaa) = Xey
o C = (cg,...,cm) € (ZM)YMHT1 avec ¢ := Ma(bj) = bjoao + - + bjnan, et v = Pggla) =
(Boabe :---: BprabM) € PM. Remarquons que lorsque la classe des variétés toriques est fermée par
ces constructions, elles sont de bons candidats pour tester des formules conjecturales.
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