ALGORITMOS EN ALGEBRA LINEAL (2DO CUATRIMESTRE DE 2005)
EXAMEN, 1RA FECHA: 15 Dic/2005

Todas las respuestas tienen que estar debidamente justificadas. Se permite
utilizar las notas del curso.

Ejercicio 1. <« El objetivo de este ejercicio es demostrar que la TFR es numéri-
camente estable. Sea N = 2¥, vamos a usar que la matriz Fy € CV*N de la TFD
de orden N se factoriza como

Fnyo 1n/o Ine  1ngo
Fyv—=P. ) .
N [ FN/2:| { Dnso| |[In2 —1ny2

donde P es una matriz de permutaciones y Dy, = diag(l,w,w?,...,w™/?71) €

CN/2XN/2 on o — e—2im/N

Sea F un sistema de flotantes con base 2 y precisién ¢t. Para un input
u e (F+iF)N,
notamos T F R (u) el resultado calculado de la TFR usando la aritmética de F.

1. Mostrar que las matrices en la factorizacién de Fy son unitarias, salvo por
un factor escalar; calcular su condicionamiento.

2. Sea A®w el resultado calculado de una multiplicacién matriz-vector A -v en
la aritmética de A. Mostrar que si A - v consiste en una sola operacién por
linea, entonces

Acov=A - (v+e)

con le|a < 27t ka(A)|v]s.
3. Andlisis a posteriori: sea en € CV tal que
TFRr(u) = Fn - (u+en).
Mostrar que e; = 0, y que para N = 2¥ con k > 1 se tiene
lenle +[uls < (1+27)(lenyalo + [ul2).

Concluir que
lenlz < ((1+271)% = Djulz.

4. Probar la desigualdad
(1+27H <1402 para 0 < ¢ < 2071,

(Indicacién: usar el desarrollo de Taylor f(z) = f(0) + f/(0)x + f"(&)x?/2
para x > 0y alglin 0 < & < =, aplicado a f(x) = (1 + x)*.) Deducir que

len|a < k227 |ul, para N <22,



5. Anélisis a priori: mostrar que
[TFRy(u) — Fy - uls

|ul2

< Nlog,(N)227, para N <22,
en particular la pérdida de precisién es de log, (V) + log,(log,(N)) + O(1)
bits.

>

Ejercicio 2. < Para

doy...,dpsneN | =do+---+d; , w1,...,z, €K

sea
1 @ - milo_l v oy e ylx‘lil—l y{ yfm y{xf‘fl

A= : : : : : : : e Kx4,
1 z, - xzo—l Yn  YnTn - ynl'il_l . yfl yﬁxn . yﬁxﬁ‘_l

Encuentre desplazamientos S € K<™ y T € K?*? sin autovalores en comtin, tales

que
Ver(A)=S-A—A-T

sea de rango a lo sumo ¢+ 1, y determine generadores para Vg r(A). >
Ejercicio 3. «
1. Sean A, L € RV*YN dos matrices simétricas definidas positivas, y sea
(z,)p =2TLy , |z|p:= («TLx)'/2
Mostrar que L~ ! A es autoadjunta con respecto al producto escalar (-, ).

2. Calcular || B, para B € RN*¥ en términos de la norma de operadores || ||
aplicada a combinaciones convenientes de B y de potencias adecuadas de L
(se recuerda que toda matriz positiva M admite para cada s € R una dnica
potencia M*). Calcular en términos de || ||2

kp(LTHA) = |7 Al - [AT L o

3. Recordamos el algoritmo de gradiente conjugado:

o dado,

1o +— b — Axy,
do « o,
mientras 7; # 0,

a; e {rjori)
(dj, Ad;) (1)
Tjp1 = Tj + ajdj,
Tjiy1 < Tj — OéjAdj,
(rjt1,mjt1)
(rj,rs)

djp1 —rj41+ Bjpad;.

ﬁj-i-l —

)



Aplicar este algoritmo a la ecuacién
L™ 'Az = L',

reemplazando los productos escalares candnicos por (-, -) 1.; escribirlo en términos
del verdadero residuo
Ty = b— A.’bj.

Mostrar que este algoritmo coincide con el gradiente conjugado precondi-
cionado, equivalente (médulo cambios de variables convenientes) a aplicar el
gradiente conjugado ordinario al operador L—1/2AL~1/2,

. Mostrar que el gradiente conjugado precondicionado necesita sélo dos multi-
plicaciones matriz-vector por ciclo, una por A y otra por L™1.

Suponiendo que la multiplicacién matriz-vector por A (resp. L™1!) se hace en
EN ops (resp. k'N ops), evaluar el nimero de operaciones por ciclo.

. Recordamos el resultado de convergencia del gradiente conjugado:

i i1
leilla < (““”“) +<<A)‘1> leol .

K2(A) —1 ka(A) +1

Enunciar la convergencia del gradiente conjugado precondicionado en términos
de |le;]|4 y de ro(L™Y2AL=Y/?).

. Cuéntas operaciones hacen falta para dividir el error por 10'° bajo las hipétesis
de los items anteriores?



