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CHAPITRE 2

La transformée de Fourier rapide

1. Complexité d’algorithmes

Dans une premiére approximation, la complexité d’un algorithme est une for-
malisation de la notion de vitesse d’exécution. Un algorithme est un procédé effectif
admettant comme entrée (en anglais : input) des mots finis (par exemple une suite
finie de 0 et de 1 ) qui ou bien finit au bout d’un certain temps d’exécution don-
nant comme résultat une sortie (en anglais : output), ou bien ne finit pas. Ceci n’est
nullement une définition précise d’algorithme, c’est seulement 1'idée mais ¢a suffit
a nos besoins.

Pour un mot a, on notera

7(a) €N
sa taille ou longueur. Bien entendu, cette notion présuppose un alphabet ou codi-
fication de base. La complexité ca(E) d’'un algorithme A sur une entrée E est le
nombre d’opérations réalisées par A sur cette entrée. La complezité de A tout court
est une fonction

Ca:N—-NU{oo}

telle que pour 7 € N, C4(7) est le nombre maximal d’opérations réalisées par A sur
une entrée de taille 7.

Considérons comme exemple la somme en binaire de deux entiers a,b € N
suivant ’algorithme qu’on nous a appris a 1’école. La taille de ’entrée est la somme
de la longueur de la représentation en binaire de a et de b :

7(a,b) = 7(a) + 7(b) = [logy a| + |log, b] + 2.

Soit c:=a+bet s:=7(a), t :=7(b) et u:=7(c) < max(s,t) + 1 et écrivons les
représentations binaires

a =505 1 -a1ag, b="bibs_1---b1by, c=7CyCu_1...C1C0;

schématiquement l’algorithme est décrit par la figure

Ts+1 Ts Ts—1 et ™
Qg Gs—1 T ayp G
+ bt bt—l bl bO
Cu C’L,Lfl DY PR ... PR Cl CO

ou r; est la j-eme retenue. En pseudocode :

Algorithme ¥ :

Entrée : as,...,a0;bt,...,b0 € {0,1};
Sortie : ¢,,...,co € {0,1}.

For k =0 to v := max(s,t) do

Tkt1 -2+ cp «— ap + b + 7, od;

if r,41 =1 then c,41 < 13

end.
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12 2. LA TRANSFORMEE DE FOURIER RAPIDE

La taille de la sortie est < 7(a,b), donc il y a des chances d’avoir un algorithme
linéaire : la taille de la sortie est une minoration triviale (mais souvent significative)
de la complexité d’un algorithme. Pour le calcul de la complexité on a

(1) 3(v+ 1) + 1 lectures en mémoire;

(2) 2(v+ 1) opérations binaires (sommes dans Z des 0 et des 1);
(3) 1 décision (ry41 =" 1);

(4) 2(v+1) 4+ 1 écritures en mémoire.

Il est difficile de comparer le cout relatif de chacune de ces opérations. Comment
les pondérer ? La pratique de ’analyse numérique et du calcul symbolique est de
ne compter que les opérations binaires (+,—,- dans Z des 0 et des 1) c’est-a-dire
le point (2) ci-dessus, dans I'hypothése (ou lespoir!) que ceci soit la partie la
plus lourde dans l'algorithme, et par conséquent son cout domine celui des autres
opérations. Avec cette convention cx(a,b) < 2(v+1) = 2max(7(a), 7(v)) < 27(a, b)
donc
Cx(r) < 27.

Cette convention nous permet de généraliser la notion d’algorithme. Soit F une
structure algébrique quelconque (groupe, anneau, corps) et faisons comme si les
opérations de F sont effectives, ce qui n’est pas toujours le cas (par exemple si
F = R). On considérera des pseudo-algorithmes de type algébrique, sur des machines
capables de manipuler des éléments de F (faire des opérations arithmétiques, les
stocker en mémoire, etc). La complezité

Ca(F;7)

de A relative & [F sera définie comme le nombre maximal d’opérations arithmétiques
de F (sommes, différences, multiplications et divisions dans le cas d’un corps)
réalisées par A sur une entrée de taille 7.

Ces pseudo-algorithmes sont parfois appelés machines BSS sur F, a cause du
travail de L. Blum, M. Shub et S. Smale sur le sujet [2]. On peut vérifier que
les algorithmes ou machines de Turing standard correspondent a des algorithmes
sur Fy = {0,1}. Notons que si F es effectif (par exemple si F = Q), le pseudo-
algorithme A est un véritable algorithme, et sa complexité totale doit tenir compte
de la complexité C4(F; ) relative & F et du coiit binaire de chacune des opérations
effectuées.

DEFINITION 1.1. Un algorithme A est linéaire/ polynomial/ exponentiel 8’1l existe
v > 0 tel que

Ca(r)=0(r) / O(") / Ofexp(7"))
respectivement. La classe composée de tous les algorithmes linéaires/polynomiaux/ex-
ponentiels est notée par L/P/Exp respectivement.

On a
L C P C Exp.

Grosso modo, cette classification est censée classifier les algorithmes en optimaux/
acceptables/intractables. On a ¥ € L; comme on vient de signaler ceci est le
mieux a quoi on peut s’attendre. Mais en fait, on voudra toujours avoir des al-
gorithmes linéaires (ou quasi-linéaires) : chaque fois que la puissance des ordina-
teurs est améliorée, la portée d’un algorithme linéaire est améliorée du méme fac-
teur. Un algorithme quadratique ou d’ordre supérieur n’est pas tellement sensible
a amélioration des technologies (sa portée s’accroit comme la racine carrée de la
puissance de l'ordinateur).
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L’algorithme de multiplication longue est 'exemple typique d’algorithme qua-
dratique : schématiquement

Qs as—1 " aj aop
% by bi_1 by b
by - ((ls as—1 -+ a1 ao)
by - (as Gs—1 te ay ao)
be - (as as—1 - a ao)
dy dy—1 -+~ e dy do

donc on a au moins (s + 1)(¢ + 1) multiplications binaires ; la complexité totale est
estimée en O(72).

Comme derniere illustration, considérons la factorisation des entiers, pour la-
quelle on ne connait pas d’algorithme polynomial : pour a € N donné, il s’agit de
trouver les nombres premiers py,...,px et les exposants eq,...,ex € N tels que

a :pil ...pzk,
ou ce qui est équivalent, de trouver un diviseur premier p de a. L’algorithme naif
consiste a considérer successivement les candidats a diviseur d > 2 et de tester si
d|a. Si oui, on déclare p «— d le nombre premier en question. Si ce n’est pas le cas

et si d < [v/a], on continue avec d + 1 et ainsi de suite. S’il n’existe pas d < |/a]
tel que d|a on déclare a premier. Cet algorithme a une complexité de type

1/2

a )

or cette quantité est exponentielle en la taille |log, a] + 1 de 'entrée; on a
C(r) = O(e™?).

Par contre, on peut deviner un nombre premier p tel que pla en temps polynomial,
par un algorithme non-déterministe.

DEFINITION 1.2. Un algorithme est polynomial non-déterministe si toute ins-
tance positive peut se vérifier en temps polynomial. La classe des algorithmes po-
lynomiaux non-déterministes est notée par NP.

Evidemment P C NP. La célebre conjecture P # NP est I’enjeu d’un des prix
de US$ 106 de la Fondation Clay aux Etats Unis.
EXERCICE 2.1. < Soient a,b € N deux entiers de taille 7(a), 7(b) < 7.

(1) Estimer en O(7?) la complexité de a - b par I'algorithme de multiplication
longue.

(2) Estimer en O(7?) la complexité de la division avec reste
a=qgb+r | 0<r<b-1.

En déduire un algorithme pour le calcul du pged(a, b) avec complexité binaire

O(3).

EXERCICE 2.2. < Soit n > 1 et considérons
Zpn, :=17/(nZ)={0,1,...,n—1}
I'anneau de congruences modulo n. Montrer que les versions "modulo n” des algo-

rithmes classiques pour I'addition et la multiplication ont une complexité O(log,(n)) y
O(log®(n)) respectivement. &
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2. Transformée de Fourier discréte (TFD) et rapide (TFR)

La transformée de Fourier rapide est un algorithme pour le calcul de la trans-
formée de Fourier discréte d’ordre N en temps O(N log(N)). Cet algorithme remar-
quable fut proposé par J.W. Cooley et J.W. Tukey in 1965 [3] mais fut apparemment
découvert avant par Runge et Konig en 1924 et semble-t-il aussi connu par Gauss.
Les références pour cette section sont [4] et [1].

2.1. La transformée de Fourier discréte. Les coefficients de Fourier d’une
fonction continue f : R — R de période 1 sont

1
f(k) :/ f(x)e 2™k 4z | keZ.
0
L’inversion est donnée par la série de Fourier
fa) =" flk)e*e
keZ

valable pour f suffisamment réguliere (par exemple si f € C2(R/Z)). Soit N € N
et posons

N

la discrétisation de 'intégrale est

Fu(k) :% Z fx)e 2imke | c 7.

rzeQN

QN:{];j:O,...,N—l}C[071]3

Notons que k — Uy, est périodique de période N car
N 1 —2im 1 —2im T
fN(k):N Z fz)e 2 (k+N)a::N Z F(x)e~2imke = Fy(k),
FIS 9N zeQN

donc cette formule produit au plus N nombres complexes différents. La transformée
de Fourier discréte (TFD) (en anglais : discrete Fourier transform (DFT)) est
l'opérateur Fyy : CN — C¥ tel que pour u = (uy,...,uy) € C?

N—-1
Uk:(FNu)k:ZUjeimﬂkj/N 5 OSkSN—l
7=0

Posons w := e~ 2"/N | la matrice de la TFD est
1 1 1 ‘e 1
1 w w? e wiV—1
2 O 2(N-1)
Fy = [wiglosijen-1= |1 ¢ @ @
1 u}1\}—1 w2(N—1) w(N—l.)(N—l)

Cette matrice est symétrique (mais pas hermitienne!), et unitaire & un facteur
scalaire pres :

LEMME 2.1. Pour tout N € N,
F;:/FN :FNFN :N]_N.

DEMONSTRATION.
N—

N-1
(FN)ik = Z w IR = Z =i

Jj= 7=0

=
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Si i =k alors
N

(FN)ig = Z 1=N;

j=0

[

sinon w*=? #£ 1 et
(Fn)ik = Z k=07 _ (1— wk—z)—l(l _ (wk—z)N) -0
j=0

La seconde identité se suit de la premiere du fait que Fy est symétrique.

La formule d’inversion est donc

N—1
f(z) = fN(k)@Zika , x€Qp,
0

o

en analogie avec le cas continu.

2.2. Algorithme TFR. La TFD est une multiplication matrice-vecteur Fu,
donc a priori nécessite de N? multiplications complexes. La transformée de Fourier
rapide (TFR) (en anglais : fast Fourier transform (FFT)) a pour but de calculer
la TFD en complexité O(N log(N)). C’est notre premier exemple de matrice struc-

turée pour laquelle on sait accélérer les calculs.

Présentons 1’idée pour le cas N = 4. Ecrivons les matrices de Fy et de Fy

explicitement
1 1 1 1
1 1 1 —i -1 3
FQ‘L —1} SRl EUNS R R
1 ¢+ -1 —
Donc
‘/0:7}0“"’01,
Vi =wvo — vy
et

Uo = uo + u1 + ug + us,
Ui = ug — tuy — ug + tug,
Uz = up — uy + ug — us,
Us = ug + tuy — ug — tus.

Si 'on réorganise les lignes de Fy on obtient

UO _ U0+U1+UQ+’LL3 - r U0+U2
U, Uug — U1 + ug — usg up +ugl|’

U, . Uy — U1 — Uy + tU3 _F 1 Ug — U
U3 - U0+7;U17’U,277:U3 -2 —1 Uy — ug ’

On a trouvé des auto-similarités nous permettant factoriser Fy en termes de deux

copies de F5 et d’une matrice diagonale.
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Présentons les détails de la TFR pour le cas général. Supposons N = 2M pair,
alors pour k = 2¢ pair aussi on a

N-1
Uk = Z w(%)juj
j—O
—1 M-—1
= ( eju + WM Z juMH
7=0
M-1

= (@) (uj + ung)-

<
Il
o

Pour k£ = 2¢ + 1 impair

N-1
— E : (2¢+1)5,, .
Uk = w U,
7=0

M-1 M-1
— (wQ)ZJ (wg +w(2l+1)M Z WJUMJ,-J')
3=0 j=0
M-1
= > (@)W (uj — unrey))-
§=0
Notons
Uo Un
Ui UM+1
ur = 5 urr )
UN—1 UN-1
et
Uo Ul
U2 U3
Upair = : s Uimpair = :
UNfl UNfl
Posons Dy = diag(w’ : 0 < j < M — 1) ; alors
(1) Upair | _ [Fum | Im (Im Iam | |ur
Uimpair Fyr Dy 1y —1a| |urr|®

La permutation oy des lignes donnant
Upair — UI
Uimpair UII

il % Si0<k<M-—1,
g =
N ok —M)+1 siM<k<2M—1;

est définie par

on a donc la factorisation

_ Fy 1y 1y 1y
Fy="Foy - [ FM:| ' [ DI\/I:| . {11\4 -1
Ainsi Fyu peut se calculer avec deux TFD d’ordre N/2. Si N est une puissance de
2, on peut continuer jusqu’a se réduire au cas trivial F} = 1.
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On peut représenter graphiquement la TFR par un diagramme de papillons et
fleches horizontales, voir le cas N = 8 (avec w = e/ 4) ci-dessous. Les papillons

représentent ’application
ur ur + urr
— .
urr ur —usr

Les fleches horizontales représentent le transfert d’un coefficient, éventuellement
multiplié par un scalaire indiqué sur la fleche. La permutation & la fin est

(og 0 (04, 04))71.

uo\ +) -v@ o (¥ uo
ulx n ¥ e (- U4
U2 e+ :X W0 H U2
U3\><></+ /\@WAZ. ) U6
ud QWAO ¥ e (4 U1l
u5/><>< W e F e (5 U5
P
u7/ W WS U

Fic. 1. Papillons TFR

THEOREME 2.2. Soit N = 2™, alors la TFR évalue Fxu en au plus 1, 5N log,(N)

opérations de C (additions/soustractions et multiplications par w? avec 0 < j <
N-1).

DEMONSTRATION. Notons
tn = CTFR((C; 2”)

la complexité de la TFR en dimension N. Pour obtenir u; +wur; et uy — uyy on fait
N additions/soustractions et pour la multiplication Dys(ur —urr) on fait M = N/2
multiplications de C; puis pour les TFR en dimension M on fait 2t¢,,_1 opérations
de C. On a l'inégalité

3
tn < 26,1+ 52".

Par induction et le fait que ty = 0 on trouve

3

t, < 5712" =1,5N log, (V).
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2.3. Convolution de vecteurs. Il y a une relation étroite entre la TFD
et I’évaluation et l'interpolation de polynémes. Pour v = (ug,...,uxy_1) € CV
considérons le polynome

N-1

P, = Z ujxj.

j=

Alors
P, (1)
Py (w)
FNU =
Pu (wal)
est ’évaluation de P, en les puissances successives de w, tandis que
Vo uo
1 .| wn uy
NV T
UN-1 UN—1

donne les coefficients de 1'unique polynéme P de degré au plus N — 1 tel que
P(w?) = v;. Donc on identifie la TFD avec I'application évaluation

FN : C[.’E]SN71 — (C7
et son inverse %FZ’{, avec l'interpolation.

Pour des vecteurs u,v € CN, la convolution est définie comme

T
N-1

U*xv = Zujvk_jZOSkSQN—l E(CQN.
j=0
On a
Pu*v = Pu : Pv-
Une des principales propriétés de la TFD est qu’elle traduit la convolution en mul-
tiplication :
THEOREME 2.3. Soient u,v € CV, alors

1 *
U*xv = ﬁF2N(F2NU . FQN’U).

DEMONSTRATION. On a Py (w’/) = P,(w?) - P,(w?) donc
Fon(u*v) = Fonu - Fonv;
le résultat s’obtient en appliquant I'inverse de Fhn a cette identité. O

Joint & la TFR, ceci entrane un algorithme rapide pour multiplier sur C deux
polynomes

f=fo++ vzt g=go+- +gno12VN T €Cla).

COROLLAIRE 2.4. Soient f,g € Clz] deux polynomes de degré au plus N — 1
(N étant une puissance de 2), alors f - g peut se calculer en 4,5N logy(N) + O(N)
opérations de C.

DEMONSTRATION. Suivant le théoréme de convolution, h se calcule avec 3 TFD
en dimension 2N, N produits et une division, la complexité est

3x1,5(2N)logs(2N) + N +1 = gNlogQ(N) + O(N).
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Notons que 'algorithme naif

oN—1 [N-1
h:f-g:Z ijgkfj z*
k=0 \ j=0

comprend 2N? + O(N) opérations de C.

2.4. La TFR en binaire. Les constructions précédentes se généralisent a un
anneau commutatif A quelconque & la place de C, muni d’une racine principale
d’ordre N de 1, qui jouera le role de w.

DEFINITION 2.5. Soit A un anneau commutatif et N € N. Un élément w € A
est une racine N-eme principale de 'unité si

1) wVN=1;
( ;
(2) wM —1 n’est pas un diviseur de 0, pour 1 < k < N — 1.

Notons que dans le cas d'un domaine A, cette définition coincide avec celle de
racine N-éme primitive de 'unité. La condition (2) est nécessaire pour que le lemme
2.1 reste valable (et avec la méme démonstration) dans ce cadre plus général.

On appliquera cette idée aux anneaux de congruences de type
AN =Zonyy :=Z/2N +1)Z
pour N = 2". Le lemme suivant nous garantit 1’existence de racines principales :

LEMME 2.6. Soit N = 2", alors 2 € Zgon 11 est une racine 2N-éme principale
de l'unité.

DEMONSTRATION. On a
22N = (=1)? =1 (mod 2V +1)

donc la premiere condition est vérifiée. Pour chaque 1 < M < 2N — 1, la condition
que 2™ — 1 ne soit pas un diviseur de 0 dans Zgn 41 est équivalente a ce que

(2) ged(2™ — 1,2V +1) = 1.
Maintenant pour tout a > 2 et k,£>1on a
ged(a® — 1,0 —1) = qgedB) _ .
en appliquant cela a a =2, k = M et £ = 2N on obtient
ged(2M — 1,2V + 1) ged(2M — 1,22V — 1) = 28cd(M:2N) _ 9N _q
car ged(M,2N)|N puisque M < 2N et que 2N est une puissance de 2. Donc
ged(2M —12V +D)2=(2N +1) - 2V - 1)
et on en déduit ged(2M — 1,2V + 1) =1 car 2M — 1 est impair. O

Ceci nous permet de construire la TFD sur Z,~/2,; pour w = 2 racine prin-
cipale d’ordre N = 2"; par la suite on estime la complexité binaire de la TFR
correspondante.

THEOREME 2.7. Soit N = 2", alors pour u € Zyns2,1 la TFR évalue Fyu en
au plus 1,5N?1ogy(N) + O(N logy(N)) opérations binaires.
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DEMONSTRATION. La TFR calcule Fyu en 1,5N log(NN) opérations de Zonyz
de type addition/soustraction et multiplication par 2¥ pour 0 < k < N — 1.
Chaque addition/soustraction coiite 2(N/2 + O(1)) = N + O(1) opérations
binaires (exercice (2.2). En outre, tout élément a € Zyn/2,, est représenté par au
plus N bits et peut donc s’écrire comme
N/2

= 9J
a= g a;2
Jj=0

avec a; = 0 ou 1. Notons ry/o(j + k) le reste de diviser j + k par N/2, alors

N/2

ok . 4 = Z :taj2TN/2(j+k)

j=0
est un déplacement suivi d’un certain changement de signe. On peut donc écrire
2F . g comme différence de deux éléments de Zgny24 1, ce qui peut se calculer aussi
en complexité N 4+ O(1). La complexité totale est

(1,5N log(N))(N + O(1)) = 1,5N?logy(N) + O(N logy(N)).
O

La méme estimation s’applique au calcul de l'inverse N~'F y. La matrice Fy
est la TFD associée a la racine principale

27t = oN/2 = oN=L € Znn 1

le coiit du calcul de v = Fyu est le méme que celui de la TFR, en rajoutant les
multiplications

Ny, =2WW=Dny - 1 << N
qui cotitent O(N) chacune ; la complexité totale reste en 1, 5N 2 log, (N )+O(N logy(N))
opérations binaires.

2.5. L’algorithme de Schonhage-Strassen pour la multiplication d’en-
tiers. Maintenant on se tourne vers une application importante de la TFR : la
multiplication rapide d’entiers. Soient

a,beN

deux entiers de longueur binaire < N = 2". L’algorithme de multiplication longue
calcule le produit
c=a-b

en O(N?) opérations binaires; on montrera que ceci peut se faire en complexité
quasi-linéaire

O(N log?(N)log(log(N))).
L’algorithme qu’on présentera est une légere simplification de celui da & Schonhage
et Strassen [5] qui fait cette tdche en complexité O(N log(N)log(log(N))).

Classiquement on note M(N) la complexité de multiplier deux entiers de lon-
gueur au plus V. Le théoreme & démontrer est donc

THEOREME 2.8. M(N) = O(N log?(N) log(log(N))).
Soient
t,leN
des puissances de 2 telles que t/ = N et écrivons a et b en base 2 :

t—1 t
a=> a;2") , b= b2
j=0

Jj=0
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avec 0 < a;,b; < 2¢ — 1. Considérons les polynomes

t—1 t
P, = Z aja:j , Py= ijxj € Z[zx].
j=0 §=0

Si on arrive a calculer rapidement le produit P, - Py, on peut calculer le produit a-b
comme

a-b= (P, P)(2%.
Ceci se fait rapidement puisque ’évaluation en 2¢ consiste & faire une série de shifts
et d’additions, ce qui prend O(N log(N)) opérations binaires.

Intuitivement, on voudrait calculer la convolution P, - P, viala TFR, mais il y a
un point délicat parce que la convolution repose elle méme sur des multiplications
d’entiers. Seulement par un choix convenable des parametres ¢, ¢ la taille de ces
entiers diminue et nous permet de monter une récurrence. Posons

T(N)
la. complexité de multiplier deux entiers de longueur au plus N modulo 2V + 1.
Trivialement
M(N) <T(2N)
puisque si 7(a),7(b) < N alors 0 < a-b < 22V coincide avec son reste modulo

22N 4 1. Soit
2t—2

Q:Pa-Pb: ZCjIj.
j=0
avec ¢j = Zf;é a;bj_; donc
0 <¢; <t2%
Pour calculer ¢; (mod 2V + 1) il suffit donc de le faire modulo #(2% + 1), ou ce qui
est équivalent grace au théoréme chinois, modulo ¢ et modulo 22¢ + 1 séparément.
Le calcul de @ modulo ¢ se fait par 'algorithme classique, tandis que le calcul
modulo 2% + 1 se fait avec la TFR. Remarquons que 2 est une racine 4/-eme de
I'unité modulo 22¢ 41, donc le calcul de Q via la TFR en dimension 2t sera possible
si
40 > deg(Q) + 1 = 2t.
On prends donc le ¢ minimal satisfaisant aussi t¢/ = IV, donc
¢:=2n/2 = 9n/2
La racine 2t-éme principale de I'unité utilisée est w = 4 pour n pair et w = 2 pour
n impair. Voici l'algorithme complet :

Algorithme : multiplication d’entiers de Schonhage-Strassen.

Entrée : a,b € N entiers de longueur bit < N =27
Sortie : a - b modulo 2V + 1.

(1) €22t — N/t

(2) Ecrivons

t—1 t
a=3 0,2V b= b2y
Jj=0 j=0

avec 0 < a;,b; < 2°— 1, alors

t—1 t
P, — E a;x’, Py g bja’;
i=0 i=0
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(3) calcul de
R~ P, P, (modt)
avec D’algorithme de multiplication longue;
(4) calcul de
S —P,-P, (mod2%+1)

avec la TFR d’ordre 2t, et multiplication d’entiers modulo 2% +1
en utilisant cet algorithme récursivement ;

(5) Q«— P, -Py=(22+1)(R— S (mod t)) + R;
(6) a-b— Q(2° (mod 2V +1).
fin.

Estimons la complexité de cet algorithme. Le pas (3) est la multiplication de
deux polynémes de degré < t — 1 modulo ¢ ; ceci demande O(t?) opérations modulo
t, soit

O(2 1og?(t)) = O(N log?(N)
opérations binaires. La TFR du pas (4) se fait en

O(£*log(()) = O(N log*(N))
opérations binaires. Ensuite il faut multiplier deux & deux modulo 22¢ + 1 les 2t
coefficients de la TFD, ce qui demande

2T (20)

opérations binaires. La complexité du pas (5) est O(N) et peut donc se négliger.
Au total on obtient la récurrence

(3) T(N) < 2tT(2¢) + O(N log*(N)).
PROPOSITION 2.9. T(N) = O(N log?(N)log(log(N))).
DEMONSTRATION. On fait récurrence sur N. Posons T(N) := T(N)/N, alors

la récurrence (3) se récrit en

- 24T (20)
<
N

T(N) + ¢1log?(N) = 4T(20) + ¢1 log?(N) < AT (VAN) + ¢1 log?(N)

pour un certain ¢; > 0. Soit Ny tel que pour N > Ny on ait VAN < N?/3 alors
I'hypothese inductive T'(2€) < ¢, log?(2¢) log(log(2¢)) entraine

T(N) < 4cylog? (VAN) log(log(VAN)) + ¢1 log?(N)
= ¢y log?(4N) log(g log(N)) + ¢1 log?(N)

log?(4N) 3 c1
T og(log (V) ~ los(3)) + )

< 2
< colog®(N) ( 5 o

< ¢ log?(N) log(log(N)
pour co suffisamment grand et N > 0. O
REMARQUE 2.10. La complexité du pas (3) s’améliore en
Ot 1og?(t)) = O(N"®1log?(N))

en utilisant par exemple la multiplication de polynomes de Karatsuba a la place de
la multiplication longue. Dans le pas (4) on peut utiliser une“wrapped convolution”
[1] & la place de la convolution habituelle.
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Ces deux changements permettent d’aboutir a une complexité
O(N log(N)log(log(N))) comme dans la version originale de I’algorithme, voir [1]
pour les détails.

Les graphiques suivants illustrent la performance pratique des algorithmes de
multiplication longue, de Karatsuba, et de Schonhage-Strassen. Ces expériences
furent conduites par Emiliano Kargieman en utilisant la librairie GMP de précision
multiple (http//www.sox.com/gmp).

] 1000 2089 3060 4680 5008 6090 7008 8008 9000

Fic. 2. Comparaison des trois méthodes (de 8 & 8192 bits en
incréments de 8 bits)

12008
np

10000

8008

6088

4000

2000

Fic. 3. Quand Karatsuba gagne contre la multiplication longue
(de 0 & 40 bits en incréments de 1 bit)

On voit que Karatsuba commence a gagner contre la multiplication longue pour
des nombres de 23 bits. La TFR dépasse la multiplication longue pour des nombres
d’a partir 340 bits approximativement, mais pour qu’elle gagne contre toutes les
autres méthodes il faut que les nombres soient d’au moins 2300 bits! Si I’on suppose
que les complexités 2N? et c¢N log, (N ) logy(loga(N)) de la multiplication longue et
de I'algorithme de Schonhage-Strassen refletent le temps d’exécution réel, on conclut
que la constante est au moins

. 2 - 3407
~ 3401og(340) log(log(340))

= 66, 17.
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1.20+06

wpr_nul_basecase ——
npn_kara_nul_n —<—
mpr_nul_FFE_full —¥—

1e+06

800000

600008

400008

208000

Fic. 4. Quand la TFR gagne & la multiplication longue (de 0 a
400 bits en incréments de 1 bit)

1.40+07

wpn_kara_mul_n ——
wpr_nuL_fFE_full ——

1.20+87 T.

1e+07
Be+o6
Be+o6

20406
1088 1508 2000 2568 3000 3588

Fic. 5. Quand la TFR gagne contre Karatsuba (de 1300 & 3500
bits en incréments de 1 bit)
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