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CHAPITRE 1

Méthodes multigrille

La méthode multigrille se propose de corriger les défauts des méthodes itératives
classiques pour des systemes provenant de la discrétisation d’équations aux dérivées
partielles. C’est une méthode itérative récursive, la récurrence étant effectuée sur
I’échelle de discrétisation spatiale.

Elle s’applique a la discrétisation d’équations aux dérivées partielles elliptiques,
et plus généralement & des problemes de réseau, des problémes structurels et beau-
coup d’autres. Ici nous nous restreindrons au probléme modele le plus simple,
I’équation de Poisson en dimension 1 avec des conditions de Dirichlet nulles :

—Ugy =f pourx € N=1[0,1 et u(0)=mwu(l)=0.

On discrétise cette équation avec des différences finies. Pour N € N on considere la
grille

Qp:={jh:5=1,...,N -1}
des nodes d l’intérieur de 1 Uintervalle [0, 1] divisé en N sous-intervalles, et on pose
G(); Q2 — R pour ensemble des fonctions réelles de cet ensemble. L’opérateur
discret qui en résulte est

Ln:G(@n) =G %) Ln()(@) = h~*(u(@ = h) = 2u(2) + u(w + 1))

avec la convention u(0) = u(l) = 0. Ceci est une approximation d’ordre 2 de
lopérateur laplacien

—Ugx — Lh(u) = O(h’Q)
pour h — 0 et des fonctions u suffissamment régulieres (par exemple u € C4(f)).
Alternativement on peut ’écrire en notation stencil comme

Ly=h"%-1 2 —1].

L’équation approchée Lpup = fp, se traduit dans le systéme linéaire d’ordre (N —
1) x (N -1)

P u((N . 2)h) FUN . 2)h)
1 2| [u((N = 1)h) F((N = 1)h)

Alternativement on écrira Ly, uy, fn pour Ly, up, f, h respectivement.

L’idée principale de la méthode multigrille est que certaines itérations clas-
siques, telles les itérations de Jacobi amorties agissent comme des filtres passe-bas :
elles amortissent beaucoup les hautes fréquences, alors que les basses fréquences
changent peu en une itération ; donc, si nous voulons réduire efficacement le résidu,
apres ’avoir débarrassé de ses hautes fréquences, nous ferons une correction sur
une grille plus grossiere, ayant un pas d’espace deux fois plus grand.

Dans la méthode bigrille, nous supposons N pair; nous effectuons une itéra-
tion de Jacobi amortie avec un parametre convenablement choisi sur la grille fine
h = 1/N; nous relevons le résidu sur la grille grossiere de pas H = 2h = 2/N,
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2 1. METHODES MULTIGRILLE

nous résolvons ’équation sur la grille grossiere, nous interpolons cette solution sur
la grille fine pour obtenir une correction.

Le plus beau de la méthode bigrille est que le rayon spectral de la matrice
des itérations ne dépend pas du pas d’espace. Cependant, ce n’est pas encore un
schéma pratique puisque la résolution sur grille grossiere reste cotteuse. La solution
est d’approcher la solution sur la grille grossiere, et la méthode de choix est encore
la bigrille, appliquée sur la grille de pas H et 2H.

Si nous supposons que N est une puissance de 2, le principe de la méthode
multigrille est tres simple : au lieu de résoudre sur la grille grossiére, nous faisons
un ou plusieurs balayages de Jacobi, et nous corrigeons sur une grille encore plus
grossiere sur laquelle nous exécutons un balayage, et ainsi de suite, jusqu’a atteindre
une grille tres simple, par exemple une grille a un point sur laquelle la résolution est
triviale ; nous interpolons alors successivement les corrections sur toutes les grilles
plus fines, tout en faisant éventuellement des balayages supplémentaires & chaque
passage.

Diverses combinaisons sont possibles et les méthodes multigrille sont encore un
sujet actif de recherche : ce sont des objets fascinants, dont les idées sont proche de
celles de la transformation de Fourier rapide et des algorithmes d’ondelettes.

Plusieurs livres traitent la méthode multigrille ; une liste non exhaustive est [3,
5,4,1, 2]

Dans cette section nous introduirons les idées de base de cette méthode en
utilisant le le probleme modele comme guide. Nous traiterons d’abord la description
de la méthode bigrille et on démontrera son taux de convergence indépendant du
pas de l'espace. Ensuite on décrira les méthodes multigrille et multigrille complete,
dont on démontrera la propriété remarquable de calculer une approximation du
méme ordre que l'erreur de discrétisation en temps quasi-optimal O(N log(N)).

1. Spectre d’une matrice de différences finies

On pose
Ly =h"%21y_1 — By) = N*(21x_1 — By)
avec
0 1
1 0 1
By = S c RV-1)x(N-1)
1 0 1
1 0

La détermination des vecteurs et valeurs propres de By équivaut a résoudre le
systeme
Vo = )\1)1
U1 +v3 = /\’UQ

Vg + Vg = AU3

UN_3 +UN_4 = AUN_2
UN—2 = AUn_1
pour v = (vy,...,un—1) € C¥71\ {0} et A € C. Ceci qui corresponds a résoudre la
récurrence linéaire

Vj+1 — )\’Uj +vj_1 = 0.
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L’équation caractéristique est
22—-Xz+1=0

et notons z1, 22 les racines de cette équation. Le discriminant est A2 — 4, donc si
A= +£2 alors z; = z5 = 1 et donc

v; =a+bj

pour des certains a,b € C. Or vg =a =0¢et vy =a+bN = 0 entrainent a =b =0
et par conséquent v = 0. Supposons alors A # 42, alors z; # 2 et donc

] J
v; = az] + bz

pour des certains a,b € C. La condition vg = a + b = 0 entralne b = —a et puisque
on cherche des solutions non triviales, la deuxieme condition

oy =az) + bz =a(z —2)=0

entraine 22V = 1 (car 2123 = 1). On en déduit que les couples des différentes

solutions possibles sont

(21,0, 22,0) = (e”ie/N, e_”w/N) , £=0,...,N—1.

Le vecteur propre associé est (modulo la choix du facteur scalaire)

1. .l .
(ve)j:Z(Z{_z%):SIH(N]% ) J:137N_1
pour { =1,...,N — 1, car { = 0 donne la solution triviale v, = 0. On écrit cette

vecteur comme une fonction propre
0 G(Qv) = G(Qn) , x— sin(wlx).

La valeur propre correspondante est

¢
M(Bn) =21 +z2:2cos(%) , £=1,...,N—1,

tandis que pour Ly

M(Ly) = N?(2 - \(By)) = N? (2 - 2cos(7;\f)> = 4N? sinz(%e).

2. Itération de Jacobi amortie

Le systeme & résoudre est N?(21y_; — By)uy = fn. Posons

1 1

/ m

u = -Byu" + —=5 fn,
P o2y

Uitération de Jacobi consiste a faire u = u'. L’itération de Jacobi amortie ou

w-Jacobi est la moyenne pondérée de 'itération de Jacobi standard avec I'approxi-

mation précédente :

m—+1

w w
(1) um+1:(17w)um+wu/: ((17w)1N_1+§BN)um+WfN.

L’opérateur du w-Jacobi est Jy,, = (1 —w)ly_1 + %‘JZBN avec valeurs propres

B w B .\ .o, Y
MINy)=1—w+ 5)\g(BN) =1-w (1 COS(N)> =1-—2wsin (ﬁ)

pour £ =1,...,N — 1. Donc pour 0 < w < 1 le rayon spectral est

p(Inw) =1~ QwsinQ(%) =1-0(h?)
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et de fait est minimal pour w = 1; par contre pour w > 1 on a p(J,) > 1 pour
h — 0 et donc la méthode n’est pas convergente. Par contre le facteur de lissage
est sensiblement meilleur. Posons

p(h;w) == max{A\(Jnw) : % <¢< N -1},
p(w) == limy, _op(h; w).
On a N1
plhs) = mae{[1 — o] |1 - 2wsin®("E Ly
et donc

() = max{|1 — wl, [1 - 20]}.
Le minimum se réalise en w = 2/3 : Jy 5,3 est donc un filtre passe-bas qui amorti
les hautes fréquences d’un facteur 1/3.

3. Méthode bigrille

On introduit le schéma générale d’une itération basée sur la résolution ap-

prochée de I’équation du résidu. Pour une approximation ©™ d’une équation linéaire
U = erreur et le résidu sont respectivemen
L , I t 1 d t t t

rm = f— Lu™.
L’erreur est zéro si et seulement si le résidu lest aussi (si L est inversible) mais par

contre le résidu peut étre petit sans que 'erreur le soit tellement. La relation entre
erreur et résidu est quantifiée par la notion de nombre de conditionnement.

e =u—u"

L’ équation du résidu
Le™ =r™,
est équivalente a 1’équation originale puisque u = u™ + €. Le procédé est résumé
par le diagramme
U™ ™ = f — Lu™ — ™ = L7 -y =u™ 4 ™.
Bien entendu I'erreur est aussi inaccessible que la solution elle-méme, et ce procédé
n’est nullement un algorithme. Cependant, si I’on substitue L par un opérateur L
proche de L mais plus simple a inverser, alors

e" = Lr™

fournira une nouvelle approximation

u™ =™ e,

Cette modification donne une méthode itérative
U =M = f — Lu™ e =L s T =y ey

de facon plus compacte
Wt = (1 - L L™ + L'y,

Une des idées de la méthode bigrille consiste a observer qu’apres un ou plusieurs
balayages des hautes fréquences wvia un certain opérateur de lissage Sp, on sait
que lerreur devient assez régulier. La résolution de I’équation du résidu sur une
grille plus grossiére 2y sera alors une bonne approximation de l’erreur. Voici la
description sommaire du cycle bigrille :

(1) Lissage :
(a) A7 — S (g, Lns f)
2) Correction via la grille grossiere :
g g

(a) Calcul du résidu : di* « f, — h=2Lyay";
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(b) Restriction & Qp : df «— RE4Y;
(c) Résolution sur Qp : e «— L d};
(d) Interpolation sur y, : e « Phem;

m—+1

(e) Correction de I'approximation : u'™" «— uj* + ej".

On pourra visualiser mieux la structure de ce cycle avec le diagramme
up >y - dt = f, — hT2Lpup er — utt =ap e
1
ap — e = (H2Lyy) 'y
dont le premier niveau corresponds a la grille fine € et le deuxieme a la grille
grossiere Qg ; les passages se font avec les opérateurs de restriction et d’interpola-
tion. Le cycle bigrille dépends de plusieurs composantes :
— Popérateur de lissage Sy : G(2r) — G(Q) ;
— le nombre v des pas de lissage;
la grille grossiére Qp ;
~ I opérateur de restriction R : G(Q,) — G(Qn) ;
— lopérateur Ly sur la grille grossiere;
— I’ opérateur d’interpolation P : G(Qpy) — G(Qn).
Pour notre petite équation de Poisson en dimension 1, le lissage sera fait par le
1/2-Jacobi

1
In(u) = Ivu+ WfN

dont l'opérateur est Jy = 1y_1/2 + By/4 € RV=DxV=1_ Nous supposerons
dorénavant N pair, et nous posons h = 1/N et H = 2h =2/N.

L’opérateur d’interpolation bilinéaire ou de prolongation est
e(x) siz € Qp;

Py ya(e)(x) = Phi(e)(z) =
/ Le(w—h)+e(w+h) si €\
pour e € G(Qp) (on suppose e(0) = e(1) = 0). Pour opérateur de restriction
on pourrai choisir la restriction standard des fonctions puisque Qg est un sous-
ensemble de 2. Or, il s’avere plus convenable de prendre en compte les valeurs au
points voisins ; pour d € G(2,) on pose
1
(2) Ry(d)@) = BMd)(@) = ; (d(x — h) + 2d(z) + d(z + h)) L ze,
dans cette définition on suppose aussi d(0) = d(1) = 0. Ceci est dual de l'interpo-
lation bilinéaire : Ry = Py, /2.
L’itération bigrille s’écrit de fagon plus compacte comme
uptt = T Wl + PrjaLigho Ry (Fy — In ) (ul);
Uopérateur bigrille est donc
Ty = (In-1 — PnjaLyjo Ry Ly)Jy) € ROV-DX(N-1),

EXERCICE 1.1. «

(1) Montrer que la composition de deux méthodes itératives consistantes pour
un méme systeme Ax = b, est aussi consistante.
(2) Donner un exemple de deux itérations convergentes pour un méme systéme,
dont la composition ne I'est pas.
Remarque : Noter cependant que si les deux itérations sont de rayon
spectrale < 1, alors il est de méme pour la composition, qui sera alors conver-
gente.
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Le cycle bigrille est donc un schéma consistent puisque composition de deux
schémas consistants : le lissage et la correction wvia la grille grossiere.
4. Taux de convergence de la méthode bigrille
Ou ce qui est équivalent, on calcule le rayon spectral de Ty :
THEOREME 4.1. p(Ty_1) =1/2.
EXERCICE 1.2. < Montrer que

Ifsin (%J) sin (%J) = { Z)V/Q o=

j=1 si non.

On en déduit que
(2/N)Y%p, | £=1,...,N—1

est une base orthonormale de RN~!. La matrice Q faite des (2/N)Y/2p, comme les
colonnes, est unitaire et donc

p(In) = p(QTNQ") ,  |[Tn|l2 = [|QTNQ"l2-

Le reste de cette section est dédié a la démonstration de ce résultat. découpera
I’espace dans des sous-espaces T y-invariants

E; = Vect(we, on—¢ , £=1,...,N/2.
Pour £ = N/2 on a dim(Ey/,) = 1, autrement dim(E,) = 2.
Considérons d’abord 'action du 1/2-Jacobi Jy = 1x_1/24+ By /4 € RIN-Dx(N-1).
le valeur propre correspondant a ¢y est
g4 7l
1—'2(—): 2(—) =1,...,N—1.

sin 5N cos 5N , L ey

On se souvient que les valeurs propres de Ly sont

AN? sin? (lg) L f=1,... N-1.

2N
Considérons maintenant I'interpolation : soit 1 < ¢ < N/2—1 et posons oy = wl/N
N/2 . A .
et ¢, '7) pour les fonctions propres correspondant a la grille /5, alors
N/2 1 . 1 . . 1 . 1 .
Pn(p, ") = 3 sin(a0) + 3 sin(a2), sin(a,2), B sin(a2) + 3 sin(ayd), .. .,
. 1. 1 .
sin(ap(N — 2)), 3 sin(ag(N —2)) + 3 sin(aeN) | .
On a

en—_¢(x) = sin (W&:)

= sin(rz — apx) = sin(rz) cos(ayx) — cos(ma) sin(apx)
donc
(@) —sin(ayp) si € Qpy2,
PN—0\T) =
sin(ay) siz e Qn\ Qyya.
On a aussi

%sin(ag(Qj)) + %Sin(ag(Qj +2)) = cos(ay) sin(ay (25 + 1)) = cos(ayg)pe((25 + 1)h)
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donc
cos(ay) +1 cos(ay) — 1 .
Pr(pll) = DL MO L o200 — sin®(a /2w

L’opérateur de restriction est

R(o0)(@) = 7 (el = ) + 200(2) + gl + 1))

sa matrice est

1

1 2 1 2
1 1 2 1 . 111 1
1 =Py/2=~ 2

Par dualité on a

1. 1 .
(R (o) om*) = (oo, 5 Pa(om!®) = (e, 5(0082(am/2)<pm—s1n2(am/2)sozvfm)>
donc pour £ =1,...,N/2—1on a

N/2> —

1
(Rn(pe), o/ 7) = 5 cos”(ag)||e|[”

N/2
= cos?(a)||ep |2

pour m = ¢ et = 0 sinon, tandis que pour { =N/2+1,....N —1on a

1. . N
(By(pe), oh/*) = =5 sin®(ar)l el |* = = sin® () |y

pour m = N — £ et = 0 sinon. En conclusion
cos? (o) pour {=1,...,N/2 -1,
Ry (o) = {

—sin?(ay) pour {=N/2+4+1,... N —1.
Pour £ = N/2 on a dim(Ey/2) = 1 et dans ce cas Ry(¢n/2) = 0 et donc
1
(3) Tn(eny2) = In(pny2) = 3PN/2-

Ecrivons T = KnJy avec Ky = 1,1 — PyLysoRyLy. Pour 1 </ < N/2 -1
on a
Kn(pe) = o — Py Ly, Rn L (0)
= @y —4N? sin2(a4/2)PNL;V}2RN(<PE>
2 . 9 2
s
=y — (cos? () e — sin® ()N —¢)
= sin?(ay) (e + on—_e).

Un calcul similaire montre que

En(pn-e) = cos® () (e + on—o).
En définitive
Knpe | [sin?(ag)  sin®(ap) )
|:KN(pN_g:| - [0082(a5) COS2(a4):| L&N_J
et donc

_ | Tnpe | _ o2 2 L 1) | e
Ty, = |:TN§0N£:| = sin”(ay/2) cos®(ay/2) 11 {owo|
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Les valeurs propres de la matrice au milieu sont 0 et 2, donc pour £ =1,...,N/2—1
les valeurs propres de Ty ¢ sont

2sin?(ay/2) cos?(ay/2) = %sinQ(ag)

et 0. Les valeur propre le plus grand est pris pour £ = N/2 et est égal a 1/2.

Plus généralement, si on effectue v pas de lissage dans chaque itération, la bloc
correspondant sera

_ [sin®(ag/2)  sin?(ag/2)] [cos?(ae/2) Y
Tv.e= cos? (o /2) COSQ(OQ/Q):l [ sinQ(ag/Q)}
9 2 cos?2(ayp/2) sin® "% (ay/2)
—sin? s/ 2y cos?an/2) [ 0000 S 0.
Le rayon spectral et la norme sont

p(Ty) = F(sin®(ae/2)) . ||Tel| = G(sin® (e /2))

Flx)=z(1-z)+(1—2)2" , Gz)= \/2(x2(1 — ) + (1 — 22)a?).
Du fait que

0 < sin®(ap/2) < 1/2 < cos?(ayg/2) < 1.
avec un peu d’analyse on déduit les estimations

plTiy) < max{F(z) i € 0,1/2)} = — +0(-3)

1T ]| < max{G(z) : z € [0,1/2]} = g + 0(%).

EXERCICE 1.3. < D “écrire un algorithme bigrille dans le cas des différences finies
sur un rectangle et calculer le rayon spectral de la matrice correspondante d'itérations.
>

5. Méthode multigrille

Donc le taux de convergence de la méthode bigrille est indépendant du pas de
discrétisation, donc elle converge tres rapidement. Cependant, pour 'appliquer on
est conduit a résoudre a chaque itération un systeme avec la moitié de variables, ce
qui n’est pas efficace.

Cette désavantage est remédié par la méthode multigrille. Dans la méthode
multigrille, on ne résout pas cette équation mais on ’approxime itérativement en
utilisant la méme méthode bigrille, cette fois appliquée aux grilles Qy /o et Q4.
Un nouveaux probleme auxiliaire apparait

Lyjsenss = nj4s
qu’on résout encore par un coup de bigrille appliqué aux niveaux N/4 et N/8, etc.,
jusque arriver a un niveau suffisamment bas pour que la résolution directe soit
compétitive.

On suppose maintenant N = 2* pour un certain & € N, et pour 0 < j <
k on pose €5, L;, J;, P;, Rj,uj, f; pour les objets correspondant au niveau j. La
récursion qui résulte de 'antérieur est le cycle multigrille ®;, dont on résume sa
forme algorithmique :

Cycle multigrille ukm'H — Oy (y,up, Ly, fr,v1,1v2) ¢
Si k =0 alors ug «— Lalfo, sinon

(1) Prelissage :
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(a) A — S (s Lo i)
(2) Correction wvia la grille grossiere (CGG) :
(a) Calcul du résidu : r}* «— fi, — Liup’;
(b) Restriction & Q1 : 77| «— Rpd}";
(¢) Résolution sur Qi_; par application de v > 1 cycles multigrille
d’ordre k—1, utilisant la fonction 0 comme premiere approximation :

m (v) n .
€y <— ®£71(7707 Lk*lvrl’z:fh V1, V2)7

(d) Interpolation sur y : e’ < Prel’ ;;

(e) Correction de 'approximation : 4" "! « @ + e

(3) Post-lissage :
(a) a',];;n — S(Vz)(W7 Lk7 fk?) ;
La procédure récursive fini apres k pas, quand on atteint le niveau 0; l'algo-
rithme est donc bien défini. Pour la CGG on applique « pas de l'itération ®;_; ;

dans la pratique v < 2 suffit. Le multigrille avec v = 1 est appelé V-cycle et celui
avec v = 2 est appelé W-cycle, pour des raisons évidentes, voir les figures ci-dessous.

RIS
RTINS

Fia. 1. Structure des cycles multigrille pour £ =1,2,3 et vy =1,2

6. Complexité du multigrille

Estimer la complexité de I'itération multigrille n’est pas immédiat, a cause de
la nature récursive de sa définition. Posons ny 1= #Q; + 1 = 2*. Le coiit de chaque
étape est estimé en

Crny  opérations pour le lissage S(uk, fi),
Ceny,  opérations pour le résidu Ry (fr — Liu),
Cpny  opérations pour la correction de l’approximation uy — Prey.

La proportionnalité a la dimension est une conséquence de la esparsité de la
matrice L. On a

ng = 271]@,1.
Soit v = 11 + 15 ; la complexité du V-cycle (v = 1) est donc estimé par
k
Cv(k) <> (vCp+ Cr+ Cp)2 <2(vCp + Cr + Cp)N = O(N).
j=0
La complexité du W-cycle (y = 2) est estimé par
J
Cw(k) <> (vCL + Cr + Cp)2¥ < (vCL, + Cr + Cp)Nlog(N) = Os(N log(N)).
§=0
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Le 1/2-Jacobi d’ordre k est défini par

(uk)j 1 1

(ug); = ~—= + - ((ug)j—1 + (uk)j+1) + e

) 4 (fk)jv

donc
Cp =5.

Des vérifications du méme type pour le résidu et la correction donnent Cr = 8 et
Cp = 4; le colit total est estimé en

Ov (k) = (100 + 24)N.

7. Méthode multigrille complet

La présence d’une hiérarchie d’équations Liui = fi est nécessaire a la mise en
ceuvre du multigrille. Cette situation peut encore s’exploiter d’une autre fagon.

Evidemment le résultat d’une itération est d’autant plus précis si le point de
départ est mieux. Habituellement, la solutions uf° de Liuy = fi s’approche vers la
solution continue u de Lu = f avec un certain ordre de consistance O(h*) (h = 27%).
Par I'inégalité du triangle on a

||ug, — Prup—1|| = O(R");

]Bk étant un opérateur d’interpolation convenable, qui n’est pas forcément le méme
que celui qu’on utilise dans l’itération multigrille.

Cette observation suggere de commencer @, avec le résultat de I'itération ®_1.
Soit m € N un parametre fixé ; Ialgorithme du multigrille complet est le suivant :

(1) o — Ly fos
(2) for j=1,...,k do begin u; «— ﬁjuj,l ;
(a) for ¢ =1,...,m do w; < ®;(v,u;, L, fj,v1,12);
(3) end.
Notons que ceci n’est pas une itération proprement dite, mais un processus fini.

Sil'on note Cyg,v IV la complexité de 'itération multigrille ®;, correspondant
au V-cycle, il en résulte une complexité

Cyce,v(N) <mCug,v(no +n1 + -+ +ng) = 2Cug,vne < (20v + 48)N

pour le multigrille complet. Similairement la complexité du multigrille complet cor-
respondant au W-cycle s’estime en

OMGC,W(N) < (10v + 24)N log(N).

8. Analyse de ’erreur
Pour notre probléeme modele 'ordre de consistance est kK = 2, c’est-a-dire
||lu —u]| < Chi,

pour une certaine constante C' > 0. Pour le multigrille complet on utilisera aussi
I'opérateur d’interpolation bilinéaire ; on a donc

(Jug” = PrugZa || < [Jui® = al] + [fu = Prul] + [| Py|] - |lu — ugZ,4 ]

" "
< Ch} + —H“Q Upz v onz_, = (50 + —”“2 ”)hi.
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puisque
0 , pour & € Qp_1;
u(z) — Pr(u)(x)| =
) i) 3| = ulz — h) +2u(z) — u(z + h) » pour & € Oy \ Q15

1
<3 sup{|u”(x)| : € [0,1]}R}.

Ecrivons Mj l'opérateur de l'itération multigrille. Comme on verra bientot,
ceci possede un taux de convergence qu’on peut estimer indépendamment du pas
de discrétisation

IMi]| < ¢ <1

THEOREME 8.1. Supposons ¢ < 1/4, alors le multigrille complet produit des
approximations uy, tels que

|luk — G| < CLC™ (1 —4¢™) " Ay,
avec Cy = Cy(u) = 5C + ||[u"]]/2.

Pour des méthodes multigrille avec une taux de convergence ¢ < 1/5 = 0.20,
on aura
lluk — k|| < C11Z.

DEMONSTRATION. On raisonne par récurrence sur k. Posons (¢™) = ¢"™(1 —
4¢m) 7L et ug = Pyug_1, alors

[lup® = ug|| < |[ui® = Peugy || + || Pel| - [Jugy — @y |
< Cihj, + Ciy(C™)hi 4
= C1hi(1 + 47(¢™)).
Apres m itérations de la méthode multigrille on trouve
[up® =@ || < ¢™|up® — up|| < CrhR¢™ (1 +49(C™)) = Cry(¢™)hi.
O
EXERCICE 1.4. <« Comment doit-on choisir m variable dans le cas ou le taux de
convergence dépens du pas de discrétisation, par exemple quand (, =1 — O(h])? >
9. Matrice de l’itération multigrille
Puisque l'itération est définie récursivement, il est de méme pour la matrice :
THEOREME 9.1. L’itération multigrille est consistante, et on a
My, = J (1 _Py(1- Mgfl)(Lk,l)_leLk)J}f . keN.

DEMONSTRATION. Notons d’abord que pour une itération consistante u™+! «—

Mu™ + v pour I’équation Liu = f, le vecteur v est déterminé par
v=(1-ML;" fi.
Par la définition du multigrille
. (u, Ly, fr) = Jk(”") (J(”l)(u) + P o <I>§§1)1(0, L1, R(fr — ij(ul)(u)))
On a
701 (0, Loy, Re( =L ) (w)) = Mic-0+ (1=M_ ) (L) ™ Ri((fi= LT ) (),

d’ou 'on tire ’expression cherchée. O
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10. Analyse du taux de convergence

Pour compléter I'analyse, il ne nous reste que d’établir le taux de convergence
de opérateur multigrille M. Pour le W-cycle (v = 2) 'indépendance du taux de
convergence par rapport a h peut se déduire facilement de celui pour la méthode
bigrille. Le V-cycle satisfait aussi une estimation du méme tabac pour le taux de
convergence, cependant 1’analyse & faire est plus délicat, voir [3, § 10.7].

THEOREME 10.1. Supposons ||Tk|| < T pour un certain 7 < 1, alors

2V 2
||My]| < ‘([1—25/27).

DEMONSTRATION. A Daide des expressions matricielles pour les opérateur bi-
grille et multigrille on trouve

My =Ty + AyM7?_ By
avec
Ay =J"P; , By=L " RpLyJ".
Pour ’équation de Poisson en dimension 1 on a (vérifier)
IARI < 111721 Bl < 1,

1Bill < L2 R TL NI < V2,

d’ou par récurrence sur k

M|l < 7+ V2 My [P <

2\(/5125/27).

Un calcul simple montre que pour ¥ =4 on a

2
)~ Y2 Z o3
ev

et donc
o(v): — 25/2T(V)) =0.171 < 1/5.

On conclu que la méthode multigrille complete associé au W-cycle produit des
approximations uy tels que

:2{51

(g, — ]| < Crhg
avec C; = Cy(u) = 5C + |[u""||/2, avec complexité (N = 2F)
Cumcew (N) < (100 + 24)N log(N) = 64N log(N).
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