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Problema tipo

Chère Michelle,
Voici quelques idées pour la présentation de notre cours. C’est un peu bouillon, mais
on pourra les mettre à point demain.

Pour illustrer les questions à traiter dans ce cours, considérons le problème suivante.
Soit n ∈ N et A ∈ GLn(R) une matrice inversible de taille n et b ∈ Rn un vecteur, et
considérons le problème de résoudre l’équation linéaire

(1) Ax = b.

Comme tout le monde le sait, ceci peut se résoudre par l’algorithme d’élimination de
Gauss, ce qui demande O(n3) opérations arithmétiques. Or, ce coût est beaucoup
trop élevé pour les applications. Considérons la discrétisation d’une EDP sur un cube
dans R3, avec un pas de discrétisation de 1/100. Ceci se traduit en un problème de
taille

n := 102 × 102 × 102 = 106.

Certainement on ne peut pas résoudre cela avec l’algorithme de Gauss, puisque même
avec un ordinateur puissant, cela demanderai plusieurs fois l’age de l’univers.

Il s’avère que pour un nombre formidable d’applications, on est réduit à résoudre
un problème de type 1. Donc il est important d’identifier d’abord quelles sont les
structures relevantes pour ces applications, puis obtenir d’algorithmes plus rapides,
adaptés à ces structures. Considérons le cas des opérateurs de Toeplitz

A :=



a0 a1 a2 · · · · · · ad−1

a−1 a0 a1 · · · · · · ad−2

a−2 a−1 a0 · · · . . . an−3

... . . . . . . . . . ...

a−(d−2) a0 a1

a−(d−1) . . . . . . · · · a−1 a0


Pour ce cas, il y a des algorithmes qui résoudrent l’équation 1 en temps O(n log2(n)),
c-a-d en beaucoup moins de temps qu’il ne faut pour écrire la matrice!
Une formalisation tout à fait intéressante de la notion de structure structure d’une ma-
trice est le rang de déplacement. Soient S, T ∈ Rn×n des matrices fixés, et considérons
l’opérateur

∇S,T (A) := S A−A T.

Le rang de déplacement de A relatif au couple S, T est défini comme étant le rang
de la matrice ∇S,T (A), et on dira que A est structurée si son rang de deplacement
est petit. Dans le cas des matrices de Toeplitz, on prends S = T un bloc de Jordan
(vérifier) et on trouve que le rang de déplacement de A est 2.
On présentera des algorithmes adaptés à cette notion de structure, et on montrera des
applications intéressantes, notamment aux codes correcteurs d’erreurs.

Dans une deuxième partie du cours, on considérera la résolution d’équations polyno-
miales,sujet dans lequel se mêlent les points de vue numérique et symbolique.
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Sistema de d ecuaciones 
lineal en d variables



d = 102
× 102

× 102 = 106

Sistemas lineales

Gauss, caso general, d× d: 2× d3/3 operaciones.
Luego hay estudiar estructuras especiales!
Ejemplo de estructura especial (Toeplitz):
Algoritmo super-rápido en O(d(log d)2). Utiliza profundamente la

estructura algebraica particular. Mas rápido que escribir la matriz!
Definicin. Rango de desplazamiento: S y T matrices dadas; es

el rango de
∇S,T (A) = SA−AT.

Una matriz es estructurada si para S y T simples (pero no triv-
iales) su rango de desplazamiento es pequeño comparado con la di-
mensión.

Caso Toeplitz, 4× 4, S = T =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0



∇S,SA =


−a1 −a2 −a3 0
0 0 0 a−1

0 0 0 a−2

0 0 0 a−3



1

Gauss, caso general, d× d: 2× d3/3 operaciones.
2× 1018/3 operaciones; 21 años a 1 Gflops.
Luego hay estudiar estructuras especiales!
Ejemplo de estructura especial (Toeplitz):

Algoritmo super-rápido en O(d(log d)2). Utiliza profundamente la
estructura algebraica particular. Mas rápido que escribir la matriz!
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Luego hay estudiar estructuras especiales!

Ejemplo de estructura 
especial (Toeplitz)

Chère Michelle,
Voici quelques idées pour la présentation de notre cours. C’est un peu bouillon, mais
on pourra les mettre à point demain.

Pour illustrer les questions à traiter dans ce cours, considérons le problème suivante.
Soit n ∈ N et A ∈ GLn(R) une matrice inversible de taille n et b ∈ Rn un vecteur, et
considérons le problème de résoudre l’équation linéaire

(1) Ax = b.

Comme tout le monde le sait, ceci peut se résoudre par l’algorithme d’élimination de
Gauss, ce qui demande O(n3) opérations arithmétiques. Or, ce coût est beaucoup
trop élevé pour les applications. Considérons la discrétisation d’une EDP sur un cube
dans R3, avec un pas de discrétisation de 1/100. Ceci se traduit en un problème de
taille

n := 102 × 102 × 102 = 106.

Certainement on ne peut pas résoudre cela avec l’algorithme de Gauss, puisque même
avec un ordinateur puissant, cela demanderai plusieurs fois l’age de l’univers.

Il s’avère que pour un nombre formidable d’applications, on est réduit à résoudre
un problème de type 1. Donc il est important d’identifier d’abord quelles sont les
structures relevantes pour ces applications, puis obtenir d’algorithmes plus rapides,
adaptés à ces structures. Considérons le cas des opérateurs de Toeplitz

A :=



a0 a1 a2 · · · · · · ad−1

a−1 a0 a1 · · · · · · ad−2

a−2 a−1 a0 · · · . . . an−3

... . . . . . . . . . ...

a−(d−2) a0 a1

a−(d−1) . . . . . . · · · a−1 a0


Pour ce cas, il y a des algorithmes qui résoudrent l’équation 1 en temps O(n log2(n)),
c-a-d en beaucoup moins de temps qu’il ne faut pour écrire la matrice!
Une formalisation tout à fait intéressante de la notion de structure structure d’une ma-
trice est le rang de déplacement. Soient S, T ∈ Rn×n des matrices fixés, et considérons
l’opérateur

∇S,T (A) := S A−A T.

Le rang de déplacement de A relatif au couple S, T est défini comme étant le rang
de la matrice ∇S,T (A), et on dira que A est structurée si son rang de deplacement
est petit. Dans le cas des matrices de Toeplitz, on prends S = T un bloc de Jordan
(vérifier) et on trouve que le rang de déplacement de A est 2.
On présentera des algorithmes adaptés à cette notion de structure, et on montrera des
applications intéressantes, notamment aux codes correcteurs d’erreurs.

Dans une deuxième partie du cours, on considérera la résolution d’équations polyno-
miales,sujet dans lequel se mêlent les points de vue numérique et symbolique.
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Gauss, caso general, d× d: 2× d3/3 operaciones.
2× 1018 operaciones; 21 años a 1 Gflops.
Luego hay estudiar estructuras especiales!
Ejemplo de estructura especial (Toeplitz):

Algoritmo super-rápido en O(d(log d)2). Utiliza profundamente la
estructura algebraica particular. Mas rápido que escribir la matriz!

Definición. Rango de desplazamiento: S y T matrices dadas; es
el rango de

∇S,T (A) = SA−AT.

Una matriz es estructurada si para S y T simples (pero no triviales)
su rango de desplazamiento es pequeño comparado con la dimensión.

Caso Toeplitz, 4× 4, S = T =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0



∇S,SA =


−a1 −a2 −a3 0
0 0 0 a−1

0 0 0 a−2

0 0 0 a−3
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1 0 0 0
0 1 0 0
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0 0 0 a−1

0 0 0 a−2

0 0 0 a−3
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Algoritmo super-rápido en O(d(log d)2). Utiliza profundamente la
estructura algebraica particular. Mas rápido que escribir la matriz!
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Cursos: algoritmos adaptados a esta noción de 
estructura, generalizando el algoritmo super-
rápido para Toeplitz.

La inversa de una matrix de Toeplitz no es 
Toeplitz, pero su rango de desplazamiento es 2.

Construir algoritmos que trabajen directamente 
sobre           que es mucho mas pequeño que   .∇S,T A A

Aplicaciones: códigos correctores de errores, 
análisi de imágenes, teoria de sistemas, 
interpolación.



Para las aplicaciones a las ecuaciones en 
derivadas parciales, otro tipo de estructura, 
reposando en la auto-similaridad local: 
multigrilla, matrices jerárchicas.

Multigrilla geométrica: buena resolución de los 
modos mas oscilatorios. Pasaje de los modos 
menos oscilatorios a une grilla mas gruesa, lo 
cual reduce la complejidad del problema.
Recuperación de la aproximación de la 
solución en la grilla inicial.



Matrices jerárquicas = abstracción de la multigrilla.

rango > r

≤rango   r


