ALGORITMOS EN ALGEBRA LINEAL
Notas de curso (UBA - 2do cuatrimestre de 2005)
http://atlas.mat.ub.es/personals/sombra/curso.html

Michelle Schatzman

Martin Sombra

INSTITUT CAMILLE JORDAN (MATHEMATIQUES), UNIVERSITE DE LYON 1 ; 43 BD.
DU 11 NOVEMBRE 1918, 69622 VILLEURBANNE CEDEX, FRANCIA

UNIVERSITAT DE BARCELONA, DEPARTAMENT D’ALGEBRA I GEOMETRIA ; GRAN
Via 585, 08007 BARCELONA, ESPANA






CHAPITRE 1

Valeurs singulieres des matrices

La plupart des choses dans ce chapitre se trouvent aussi dans le classique [2]
ou dans le futur classique [1].

1. Rappel des résultats d’algébre linéaire

Soit K le corps de base; dans ce qui suit on considérera le corps des réels
K =R ou des complexes K = C. Cependant pour les algorithmes exacts on pourra
(et voudra) considérer d’autres corps (les rationnels Q, les corps finis Fy).

Soit f : V. — W un opérateur linéaire entre des K-espaces vectoriels V et W
de dimension n et m respectivement. Soient B = (v1,...,v,) et C = (w1,..., W)
des bases de V et de W respectivement. La matrice de f dans les bases B et C est
la matrice
A=[flsc €K™
dont les colonnes sont I'image des vecteurs de B par rapport a la base C : si f(v;) =
S ag jw; alors
ai,j
col;(A) =
Gm,j
Typiquement V' = K" et W = K" sont munis des bases standard. On identifie une

forme linéaire ¢ : K™ — K avec un vecteur ligne et un point x € R™ avec un vecteur
colonne.

1.1. Décomposition en blocs d’opérateurs et matrices. La décomposition
en blocs apparait naturellement lors des discrétisations des EDPs en plus d’une va-
riable. Considérons les décompositions

V=aoll,V; , W=olW,
Pour 1 <j < Netl<i< M posons
Jj:V; =V | z;—(0,...,0,2;,0,...,0),
Qi:W—=Wi . y=@, - ym)— ¥

pour les inclusion et projection canoniques. L’opérateur f; ; = Q;0 foJ; : V; — W;
est défini par le diagramme :

En d’autres termes, c’est la j-éme composante de la restriction de f au sous-espace
V;. La décomposition en blocs de f associée est

firn o fin
=1 : :

fvua o fmn



2 1. VALEURS SINGULIERES DES MATRICES

Soit x = Zjvzl xj, alors
N N
F@) =D fug@s)s Y farylay)
j=1 j=1

La multiplication respecte la structure en blocs : soit
X = G9%:1)%
et g: W — X un autre opérateur linéaire avec

911 - 1M
l9] =
gL.m o gL,.M

la décomposition en blocs correspondante, alors

M
(9o P =D gnio fig:
i=1

Par exemple
A A A

[Bl,l Bl,2] b 12 L3 = [31,1141,1 + Bi12A21 Big1Aig+ Bi2Ass BiiAdiz+ 31,2A2,3] .
A1 Aga Ass

1.2. Produits scalaires, adjonction, opérateurs hermitiens. Le produit
scalaire canonique est

n

(x,y) = ijyj =27y , pourz,y€R"
j=1
n

(x,y) = ij?j =2y ,  pour x,y € C".
j=1

Soit f : K™ — K™, I'opérateur adjoint est 'unique f* : K™ — K" tel que
(@, [*(W)xr = (f(@), y)xm

pour tout € K" et y € K™. Si A = [f] € K™*™ est la matrice de f, alors
[ff]=A4":= A’ e Kmxm.

c’est-a-dire (4%);; = A; ;.

Une matrice carrée A € K"*" est hermitienne ou auto-adjointe si A* = A. Le
résultat fondamental est que toute matrice hermitienne est diagonalisable dans une
base unitaire, et ses valeurs propres sont réels. Explicitement

A=Udiag(Ay, ..., \)U*

avec \; € Ret U € K™*" telle que U*U = 1,, (c’est-a-dire U € O(n) si K =R et
UeU(n)siK=0C).

Une matrice hermitienne est positive (resp. semi-positive) si tous ses valeurs
propres sont positifs (resp. positifs ou nuls).
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1.3. Normes de vecteurs, opérateurs et matrices. Les normes sont uti-
lisées pour mesurer les erreurs dans les calculs matriciels; on a donc besoin d’ap-
prendre a les manipuler.

Soit V' un K-espace vectoriel. Une norme sur V' est une fonction |-|: V' — R
satisfaisant

(1) |z| > 0 pour tout x € V, et |z| = 0 si et seulement si x = 0;
(2) |N-z| =]\l |z| pour \e Ket x € V;
(3) inégalité du triangle : |z + y| < |z| + |y| pour x,y € V.

Exemples typiques : soit © = (x1,...,x,) € C™; la norme ¢P est
N 1/p
|lz|, = Z|xj|p ) pour 1 < p < oo;
j=1
|Z]oo = 1rélja§><n\xj| ) pour p = co.

Une autre famille d’exemples : norme indexée par une matrice hermitienne
définie positive :

|24 = (T Az)Y/2.

Toutes les normes sont équivalentes sur R™ ou sur CZ?. Mais les constantes
dépendent de la dimension! :

lz]2 < |z|1 < V/nlzls,
[Zloo < [2]1 < nf2|o.

Soit f : V — W un opérateur linéaire entre des espaces munis des normes N
et M respectivement. La norme d’opérateurs subordonnée a N et M est

M(f(x))
= —_— = M .
1 llwar = e =Ny~ = nax, M{/(2)
En particulier, ¢’est une norme sur 1’espace vectoriel Homg (K™, K™). Par exemple,
pour A € K™*™ on pose

[Az]q
[Allp.q = sup :
P aso llzllp
[Allp = 1| Allpp-
Une fonction norme || - || : K"*™ — R est dite matricielle si pour tout A, B €

K™ elle vérifie
|A- Bl < [|A[| - | B].
Toute norme d’opérateurs est matricielle, pourvu que V = W. Un autre exemple
de norme matricielle est la norme de Frobenius définie par
1/2

IAllF = (Tr(A* A2 = | 33 Tag[?

i=1 j=1

pour A € K™"*". La norme de Frobenius n’est pas subordonnée & une norme vecto-
rielle. Ceci se voit facilement en remarquant que ||1,||F = /n tandis que ||1,]|] =1
pour toute norme d’opérateurs || - ||
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La norme qui est vraiment utile est la norme 2 (c’est-a-dire || - ||2) mais elle est
difficile & calculer. Par contre on peut mieux manipuler la norme de Frobenius, et
elle nous fournit des estimations pour cette norme :

1All2 < [|AllF < Vnl|A]l2.

Convention : si m > n, K" s’injecte dans K™, et la norme ||z|. de z € K™ est
égale a la norme de || X ||, défini par

x
0
X=1.
0
La convention est symétrique si m < n. Dans le cas m > n, on pose
(1 ... 0]
0 ... 1
Lo =g 0
_O 0_
et dans le cas m < n, on pose
1 0 0 0
Lixn = . Lo .
o ... 1 0 ... 0
Alors |1, xn||F = v/min(m,n) et
sup ||1m><n$||* —1,
ar0 |zl

puisque 1z s’identifie a X.
Voici quelques inégalités supplémentaires : soit A € K™*™  alors

(1a) 1r<nax laij| < [|A[l2 < vmn max |a’1J|
1<j<n 1<]<n

(1b) [A]l2 < VI Al [[All oo,

(1c) |4l = fgjagnzngl

(1d) [Alloo = max Zlaul,

(le) n*I/QIIAlloo < IIAllz < m?|[Alos,

(1f) m~ 2| Al < (| All2 < 02| Al

EXERCICE 1.1. < Montrer les inégalités (1a) a (1f). >

2. Décomposition en valeurs singuliéres (DVS)

THEOREME 2.1 (DVS). Soit A € K™*" alors il existe U matrice unitaire
dans K"V matrice unitairee dans K™*™ et ¢ = min(m,n) nombres positifs
01 >09 2> >0y >0 tels que

A=VXIU".



2. DECOMPOSITION EN VALEURS SINGULIERES (DVS)

ot

avec Y = diag(oy,...,00) € Km*™,

REMARQUE 2.2. Attention & l’abus de notations! La matrice diag(oy, ..., 0p)
est une matrice & m lignes et n colonnes dont le bloc supérieur gauche ¢ x £ est la
matrice diagonale dont les valeurs diagonales sont les o;.

Graphiquement

U*

Si on pense a la matrice A comme un opérateur K” — K™, ce résultat peut
s’énoncer géométriquement comme que modulo des changements unitaires des co-
ordonnées de K" (les colonnes de U) et de K™ (les colonnes de V'), 'opérateur
devient diagonal > 0.

DEMONSTRATION. On supposera s.p.d.g. m > n et on fait récurrence sur m et
n. Pour n = 1 et m quelconque on pose

1
V=——4 , =42 , U=1

[1A]2
Maintenant soit m > n > 2 et supposons le résultat vrai pour m — 1 et n — 1. Soit
u € K™ un vecteur unitaire tel que o1 := |Aulz = ||4]]2.

Si A =0, le résultat est évident. On suppose donc A # 0, donc o1 > 0. Soient
[7 c Knx(nfl) , ‘7 c Kmx(mfl)

des matrices telles que

~

U= [u 17] cUmn) , V= [v 17] € U(m)
soient des matrices unitaires, et calculons V*AU :

v AU vt AU

v AU vt AU
V*Au V*AU

V* Au A

P AD = [%*}A[u 0] -

On a v*Au = |Au|av*v = 01 et V*Au = V*v = 0 puisque les colonnes de V sont
orthogonales a v par construction.

Estimons la norme de V*Al?, de facon a montrer que w := v*AU = 0 : d’'une
part :

VAU |> = | A]l2 = o
car V et U sont unitaires ; d’autre part,
PP PPN UA*V*
|7* ATz = [TA Tz = sup 1ZAV e
z€Kn\ {0} |2

Choix particulier de z :
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alors

UAVx:{ Tt

o1x1 + ww*}
Y P

et donc
~ ~ ~ 1/2
s = (07 + [w2)? , |TA TV 2]y = (07 + [wf3 + |Aw*[2) /7,
et par conséquent
~ T oo 1/2
UAV=aly _ (oF + |w]3 + |Aw"[3)

> > (02 + [w[2)}/2.
ol TR

L’inégalité
o1 2 (of +[wl3)"/?
implique immédiatement w = 0.

Finalement on applique 'hypothése de récurrence :

A:=V*AU = V2, Uf

S 0 S L2

le théoreme est donc démontré. O

et donc

On remarque que
A*A = (VIUH*(VIU*) = UX?U™,

donc o? est la i-éme valeur propre de A*A. On peut démontrer facilement que
[|All2 = o1 et on en déduit

14ll2 = v/p(A* 4) = /]| A% All2;

cette derniere égalité due a ce que A*A > 0.

Avec la DVS on trouve une expression de A comme somme de matrices de
rang 1 :

n

X

A= E iUy .
i=1

Pour 0 < k < n posons

k
(2) Ak = Zaiuivf
=1

qui est donc une matrice de rang au plus k.

Soit My (m,n) C C™*™ I’ensemble des matrices de rang au plus k. Ceci est une
variété algébrique déterminantale (c’est-a-dire définie par ’annulation d’un nombre
fini de déterminants) :

Mk(m,n) =7 (det(Bil,__.’ikJrl;jl,_”)ijrl) 0<4; <o <1 SM,0< 51 < < g1 < TL}) .

THEOREME 2.3 (Théoréme d’approximation). La distance pour la norme 2 de
A a l’ensemble des matrices m X n de rang au plus k est

diSt||.H2(A,Mk(m, n)) = ||A — Ak”g = Ok+1-
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DEMONSTRATION. On a
. = Vdiag(oy,...,0%,0,...,0)U"
et
HA - AkHQ = ||diag(07 [N ,O,O‘k+1, ey 0’[)”2 = O0k+1-
——
k zéros
Réciproquement, supposons qu’il existe une matrice B de rang < k telle que |4 —
B|l2 < ok. Soient vy,...,vk41 les k + 1 premiers vecteurs colonne de la matrice
V'; comme le noyau de B est au moins de dimension n — k, I’espace engendré par

V1,...,0k+1 est d’intersection non vide avec le noyau de B; soit z un élément de
norme 1 appartenant a cette intersection ; alors

|A— Blls > |Az — Bzl|s = |Azs.

Si on pose
k41
Xr = E Ij’t}j,
Jj=1
alors
k+1 k+1
Azx = E z;Av; = E oy,
j=1 j=1
et donc
1/2
k+1
2 2
|Az|y = Zajxi > Opy1|@ly = Ok
Jj=1
On en conclut |4 — Blla > 0j41- O

En particulier la distance pour la norme 2 de A a I’ensemble des systémes mal
conditionnés M,,_1(m,n) est la derniére valeur singuliére o,.

La DVS s’applique a la compression d’images. Une image est juste une matrice
A dont le coefficient a; ; donne 'intensité du pixel (4, 7). A la place des mn coef-
ficients, on peut juste stocker Ay, qui selon le théoréeme d’approximation ci-dessus
est la meilleure approximation de A dans My (m,n), & partir de laquelle on peut
reconstruire partiellement 'image en question. La matrice Ay est représentée par
(m + n)k coefficients (voir I'expression (2) ci-dessus) ; le taux de compression est
(m+n)k
mn
Pour des exemples concrets, voir [1, § 3.2.3].

La DVS permet de calculer facilement I’inverse de Moore-Penrose d'une matrice
rectangulaire A € K™*" (n < m) de rang maximal n :

At = (A*A) AT = UV

PROPOSITION 2.4. Soit S" ! = {x € R" : |z|y = 1} la sphére unité de R",
alors A(S™™1), l’image de cette sphére sous l'application A, est Uellipsoide de R™
centré en 0 d’axes principaus o;v; pour j =1,...,m.

Par exemple pour

=1 A= 2B G )

'ensemble A(S?) est I'ellipse d’axes principaux 3(—1/v/2,1/v/2) et (1/v/2,1/v/2).
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DEMONSTRATION. Puisque U est unitaire on a U*(S"~1) = S"~!. Ensuite,
B(S"71) est lellipsoide d’équation Y ;" (w;/0;)* = 1, d’axes principaux o;e;, ol
e; est le i-eme vecteur de la base standard de R™. Finalement la multiplication par
V a l'effet de changer les e;s en les v;s. O

Les origines de la DVS sont expliquées dans larticle [3]. La DVS (théoreme 2.1)
fut indépendamment découverte par Eugenio Beltrami en 1873, et par Camille
Jordan un an apres. Le théoreme 2.3 d’approximation est du & Erhard Schmid
(celui du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmid et un étudiant de Hilbert)
en 1907 et peut se considérer comme le résultat fondamental de la DVS. Ce résultat
est souvent (et & tort) appelé théoréme de Eckart-Young, qui U'ont redécouvert 29
ans apres.

2.1. Pour ceux qui connaissent un peu d’analyse fonctionnelle. On
note L(H) lensemble des opérateurs bornés d’un espace de Hilbert H dans lui-
méme. Les valeurs singulieres d’un opérateur A € L(H) sont les racines carrées des
valeurs propres de A* A, rangées par ordre décroissant :

01(A) > 03(A) = -+

On rappelle que si B € L(H) est un opérateur autoadjoint > 0 il possede une
unique racine carrée autoadjointe > 0, qui sera notée v B. La norme de z € H
est notée |z| et la norme d’opérateur subordonnée & la norme de H est notée
[ Al = sup{[Az]| : [« <1}
EXERCICE 1.2. < Soit A € L(H). Montrer qu'on a
on+1(A) = min{||A |g1|| : E de dimension n}.

Montrer que ce minimum est atteint en prenant comme E' |'espace engendré par
les n plus grandes valeurs propres comptées avec leur multiplicité de |A| = vV A*A.

Indication : utiliser la caractérisation maximin des valeurs propres d'un opérateur
autoadjoint borné B dans un espace de Hilbert, dont les valeurs propres sont notées
A1(B) > Xa(B) > - - - avec leur multiplicité :

B
Ae(B) = min{max{lgf S V} ,dimV = k} .
x
EXERCICE 1.3. < Montrer qu’on a également
(3) Ont1(A) =inf{||]A — X|| : X € R},
ol R,, désigne I'ensemble des opérateurs de L(H) de rang au plus n. >

EXERCICE 1.4. < Déduire de la caractérisation (3) que, pour tout n, pour tous A
et Bdans L(H) :
|on(A) —on(B)| < |A - BJ|.

EXERCICE 1.5. < Déduire de l'inclusion R,, + R, C Ry4+n l'inégalité
Omtnt1(A+ B) < opmi1(A) + ons1(B).

EXERCICE 1.6. < Montrer également qu'on a I'inégalité
Om4nt1(AB) < om11(A)oni1(B),
et en déduire que pour tout n
on(AB) < 0n(A)|Bll,  ou(AB) < on(B)||All-
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Indication : utiliser X = AXs + X1B — X1 X5, avec X1 € R, et Xo € R,,. >
EXERCICE 1.7. <Montrer qu'un opérateur A est compact si et seulement si
lim o,(A) =0.
n—oo

EXERCICE 1.8. < Montrer que I'ensemble /C des opérateurs compacts de H dans
lui-méme est un idéal bilatere de £L(H), c’est a dire :

AeK,BeL(H)= AB e K,BA€K.

>
EXERCICE 1.9. < Soit LP(H) |'ensemble des opérateurs A dans L(H) tels que
o 1/p
1Al = | D ou(4) | <oo.
j=1
soit fini.

Montrer que pour tout p € [1,00), LP(H) est un espace vectoriel, et que de plus,
c’est un idéal bilatere d'opérateurs compacts. Dans le cas p = 1, I'espace £!(H) est
I'espace des opérateurs de la classe de trace; dans le cas p = 2, montrer qu’on retrouve
les opérateurs de Hilbert-Schmidt. >

EXERCICE 1.10. < On pose

N
sn(A) = on(A).

Montrer que

sn(A) =sup{||APg|; : dim E = N},
avec Py la projection orthogonale sur E. En déduire que pour tout N > 1, sy est une
norme sur F. >
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