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Resumen: Buscamos cómo optimizar (tiempo, distancia, coste económico),
un recorrido ćıclico, que enlace una serie de puntos prefijados.

¿Qué ruta es la mejor para visitar todas las bodegas riojanas, o los Paradores
Nacionales, o los castillos Cátaros de Francia, ...?

¿Cómo hemos de abrocharnos las zapatillas para usar el cordón más corto?



En las próximas vacaciones queremos hacer un recorrido
tuŕıstico en coche por todas las capitales de las provincias
limı́trofes con La Rioja, o por todas las de la España pe-
ninsular, o por todas las capitales europeas, de manera que
el tiempo que empleamos en viajar sea el menor posible.

Recorrido con 6 ciudades.



Recorrido con 47 ciudades.



Supongamos que hemos de visitar a los clientes de nuestra
empresa, para venderles nuestro nuevo producto, y quere-
mos hacerlo de manera que el coste total del viaje sea el
menor posible.



¿Cuál es el recorrido más corto para
recoger todas las pelotas?



¿Qué significa encontrar la solución de un problema que sólo
tiene un número finito de casos?

Método exhaustivo: Lo más natural seŕıa escribir una lista con todas las
posibilidades, y elegir la mejor...

En el caso del Problema del Viajante, con sólo 50 ciudades, si recubriéramos
la Tierra con los ordenadores más rápidos que existen actualmente, con una
velocidad de procesamiento de

1036 = un billón de billones de billones de operaciones por segundo,

y suponiendo que cada uno ocupara una superficie de un kilómetro cuadrado,
se necesitaŕıa un tiempo comparable a la edad del Universo (quince mil
millones de años) para poderlo calcular.



Algunos ejemplos usando el método exhaustivo:

Logroño - Burgos - Vitoria - Pamplona - Zaragoza - Soria - Logroño
Longitud: 759 Km

Tiempo de cálculo: 0,2 segundos (iMac PowerPC G4 700MHz)
Número de ciudades: 6. Número de casos: 60.



Logroño - León - Madrid - Badajoz - Huelva - Almeŕıa
Alicante - Barcelona - Zaragoza - Logroño

Longitud: 3.167 Km
Tiempo de cálculo: 1 minuto y 50 segundos (iMac PowerPC G4 700MHz)

Número de ciudades: 9. Número de casos: 20.160.



Hitos Históricos.

1954 (G. Dantzig, R. Fulkerson y S. Johnson): 49 ciudades de EEUU.



1977 (M. Grötschel): 120 ciudades de Alemania.



1987 (M. Padberg y G. Rinaldi): 532 empresas de AT&T en EEUU.



1987 (M. Grötschel y O. Holland): 666 lugares de interés en el mundo.



1987 (M. Padberg y G. Rinaldi): 2.392 puntos (Tektronics Incorporated).



1994 (D. Applegate, R. Bixby, V. Chvátal y W. Cook): 7.397 puntos
(problema de programación lógica, AT&T).



1998 (D. Applegate, R. Bixby, V. Chvátal y W. Cook ): 13.509 ciudades de
EEUU con una población superior a 500 habitantes.



2001 (D. Applegate, R. Bixby, V. Chvátal y W. Cook ):
15.112 ciudades de Alemania.

Tiempo de cálculo: 22,6 años de CPU (Compaq EV6 Alpha 500 MHz).



2004 (D. Applegate, R. Bixby, V. Chvátal, W. Cook y K. Helsgaun):
24.978 ciudades de Suecia.

Tiempo de cálculo: 84,8 años de CPU (Intel Xeon 2,8 GHz).



Evolución en la resolución del Problema del Viajante
(“Traveling Salesman Problem”, http://www.tsp.gatech.edu).



Solución aproximada (0,076 % de error) con 1.904.711 ciudades del mundo.



Algoritmos. Complejidad Computacional.

El número de casos posibles para recorrer una colección de N puntos, sin
considerar el sentido o el punto de partida, es (N − 1)!/2, que sabemos es
un número inimaginable para ser tratado directamente:

Si N = 50 obtenemos

304140932017133780436126081660647688443776415689605120000000000

casos.

¿Existe un método que nos permita encontrar dicha solución de manera
efectiva en un tiempo razonable? En general se entiende que un algoritmo
es efectivo si el número de procesos que hay que llevar a cabo es una función
polinómica de las variables empleadas.

Problemas para los que se conoce un algoritmo polinómico:

Cálculo del máximo común divisor de 2 números (algoritmo de Euclides).

Determinar si un número es primo (Agrawal, Kayal y Saxena, 2002).



¿Muchos casos = Muy dif́ıcil? ... No siempre

Redes Viarias: Árboles expansivos o abarcadores.

El problema de hallar el mı́nimo conjunto de aristas que conecte todos los
vértices, minimizando las distancias, es similar al del Viajante. De hecho el
número posible de soluciones que conectan los vértices (árbol abarcador)
es incluso mayor: N (N−2). Sin embargo existe un método efectivo (con com-
plejidad polinómica N 2) llamado algoritmo de Kruskal, que calcula la
solución en todos los casos:
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La complejidad no depende solamente del número de casos,
sino de la estructura del problema.



Desgraciadamente, el Problema del Viajante es uno de los enunciados ele-
mentales en matemáticas, para el que no se conoce un algoritmo efec-
tivo (y de hecho se sospecha que no existe tal método).

Otro ejemplo para el que no se sabe si hay un algoritmo polinómico es el
de factorizar un número compuesto (la no existencia en este caso es
fundamental para la seguridad de los métodos de encriptación RSA en las
transacciones bancarias).

La resolución de cualquiera de estos problemas está premiado con un millón
de dólares por la Fundación Clay de EEUU.

Problema del Milenio: ¿P = NP?

Si la solución es fácil de comprobar, ¿es fácil de calcular?



Factorizar:
71448348576730208360402604523024658663907311448489024669693316988
93559328732287866616348195017622003759347834710593742268650199189
44197887960884221379660262521156659557083208942126709951203605759
98022657117272837857081207414288967349703122112612592257302621922
08752397563377941398984686775378933451351667170890586423499065883
44033143667817673079888613687065420352989056540989729277461695207
65095828115590769191347542603494729999498008550716497559772775000
04787996699131704898019367981464287896798818872020304782775668192
5721285995958041051137
(“imposible”).

El número anterior es divisible por:
68647976601306097149819007990813932172694353001433054093944634591
85543183397656052122559640661454554977296311391480858037121987999
716643812574028291115057151
(trivial).

Factorizar es un problema NP. ¿Es P? ¡Ojalá que no!



Ejemplo de un algoritmo efectivo:

Calcular a2 + b2 + 2ab.

Observamos que el número de procesos (multiplicaciones) que hay que efec-
tuar, para calcular directamente la solución, es 3.

Si embargo, si usamos el “algoritmo del binomio” y cambiamos a2 + b2 +2ab
por (a + b)2, observamos que las multiplicaciones se han reducido a 1.

Caso concreto: Tomamos 2 números aleatorios entre 1 y 1020,000,000.

a2 + b2 + 2ab (a + b)2

Tiempo 26, 1905 7, 7097

Un conocimiento del problema a resolver nos puede aportar
una mejora sustancial en el algoritmo empleado.



La solución del Problema del Viajante es, por la propia definición, un ciclo
del grafo determinado por los puntos y todas las aristas posibles.

Los ciclos de un grafo que recorren todos los
vértices sin repetir las aristas se denominan
ciclos de Hamilton. Es nuevamente un
problema sin resolver determinar cuándo un
grafo admite un ciclo de Hamilton o no.
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Grafo de Herschel

Otro ejemplo clásico de grafo de Hamilton es el del
Tablero de Ajedrez: ¿Puede un caballo recorrer
todas las casillas de un tablero de ajedrez, de di-
mensión n × n, de manera ćıclica? La respuesta es
positiva si, y sólo si, n ≥ 6 y n es un número par.



Resultados conocidos sobre el Problema del Viajante:

La solución no puede tener cruces (L.V. Quintas y F. Supnick, 1965).

Si los puntos forman los vértices de un poĺıgono convexo, el poĺıgono es
la solución. v v
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Si los puntos del interior de la envolvente
convexa están sobre una recta (V. Deineko, R.
van Dal y G. Rote, 1992):



La manera más corta (y única) de acordonar unos zapatos es mediante
el lazo en forma de zig-zag (J.H. Halton, 1995).



Desde la resolución en 1954 del Problema del Viajante para 49 ciudades de
EEUU (G. Dantzig, R. Fulkerson y S. Johnson) se han desarrollado métodos
cada vez más rápidos de cálculo, principalmente basados en el método del
Śımplex de la Programación Lineal (G. Dantzig):

El objetivo es calcular el máximo (o el mı́nimo) de una función
lineal

F (x) = Ax = a1x1 + a2x2 + · · · + anxn,

siendo x un vector de Rn y A una matriz fila, restringiendo la variable
a un poliedro, que se puede describir como la región de Rn determinada
por las desigualdades:

Bx ≤ c,

B es una matriz de dimensión m × n y c es un vector m-dimensional (es
decir, en total tenemos m desigualdades lineales).

La solución se alcanza en uno de los vértices del poliedro



Calcular el máximo de F (x, y) = 2000x + 5000y, sujeta a las restricciones:


−2x− 3y ≤ 3

−2x + 5y ≤ −5

2x− y ≤ 9.

Calculamos los valores en
los 3 vértices que se obtie-
nen y observamos que la so-
lución se alcanza en el pun-
to (5, 1) donde la función
vale

F (5, 1) = 15,000.

CAPÍTULO 8. PROGRAMACIÓN LINEAL 129

Ejemplo: Resolver el sistema de inecuaciones siguiente:






2x + 3y ≥ −3
2x − y − 9 ≤ 0
2x − 5y − 5 ≥ 0

Si representamos las rectas:






2x + 3y = −3 (recta r)
2x − y − 9 = 0 (recta s)
2x − 5y − 5 = 0 (recta t)

Figura 8.2: Solución del sistema de inecuaciones lineales

El triángulo rayado es la solución del sistema.
Además, para los problemas de programación lineal es necesario el cálculo de los vértices de la

región solución. Es sencillo su cálculo, pues se reduce a resolver sistemas de ecuaciones lineales son
dos incógnitas, que provienen de igualar las ecuaciones de las rectas correspondientes.

Por ejemplo, en este caso, si queremos el punto intersección de las rectas r y t tendremos que
resolver el sistema formado por:

{

2x + 3y = −3
2x − y − 9 = 0 =⇒

{

−2x − 3y = 3
2x − y − 9 = 0

Sumando −4y = 12 =⇒ y = −3.
Y sustituyendo que da 2x + 3(−3) = −3, es decir 2x− 9 = −3, y entonces x = 3.
Luego r y t se cortan en el punto (3,-3).

Ejercicios:

1. Calcular los otros dos vértices.

2. Resolver los sistemas de inecuaciones lineales siguientes encontrando los vértices de las regiones
que sean solución:

a)
{

3x + 6y ≥ 420
4x + 2y ≥ 290 b)

{

3x + 5y ≤ 150
3x + 3y ≤ 120 c)















x + 2y ≤ 12
2x + y ≥ 4
x − 2y ≤ 6
x − y ≥ 0



El método del Śımplex es un algoritmo que permite obtener la solución del
problema de Programación Lineal, de manera efectiva.

¿Cómo se reescribe el Problema del Viajante como un proble-
ma de Programación Lineal?

Numeramos TODAS las aristas que unen los N puntos. Hay un total de
αN = N(N − 1)/2: Si N = 3, hay 3. Si N = 4, hay 6, etc.

Si una arista se escoge, ponemos un 1 y si no, un 0. Una selección de un ciclo
de N aristas es una colección de ceros y unos.

PROBLEMA: ¿Cómo reconocemos si una colección de ceros y unos repre-
senta un ciclo?
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Si cj es la longitud de la arista j-ésima, la longitud de un ciclo vendrá dada
por la función lineal:

F (x1, · · · , xαN
) = c1x1 + · · · + cαN

xαN
.

Nuestro objetivo es minimizar F , restringida a la colección de todos los ciclos
posibles (en realidad al menor poliedro que los contiene).

Escribir todas las condiciones que determinan este poliedro tiene una mag-
nitud de complejidad computacional enorme, comparable al método
exhaustivo.

La estrategia es comenzar por un poliedro sencillo aunque mayor que el
estrictamente necesario.

Si el método del Śımplex nos da una solución que es un ciclo, SEGURO que
será la solución del Problema del Viajante.

Si no es un ciclo, hemos de elegir un poliedro más pequeño que contenga
a todos los ciclos, pero NO a la solución obtenida (esto se conoce como el
Método de los Planos de Corte). Repetimos el proceso, cruzamos los
dedos, y confiamos que en algún momento (de nuestra Era) esto funcione...



Este algoritmo está implementado en el programa CONCORDE:

http://www.tsp.gatech.edu/concorde.
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Some insight into cutting planes can be gained by looking at a general two-variable
model, although this obviously does not apply directly to the TSP.

Let us suppose that all of the constraints of an LP are in <= form (it is always possible to
write the constaints in this way).  Then the solution set of the LP is the intersection of a
number of half-spaces determined by the constraints.  Such a set is called a polyhedron
in general, and with just two variables it is a polgonal region of the plane, as indicated in
the following figure.

Related Links

Plano 
de corte

CONCORDE ha sido usado con éxito en 107 de los 110 problemas que se
establecieron en los años 1990, como retos a superar.



¿Cuál es la solución del Problema del Viajante?



Solución (en menos de 1 segundo).



Solución con 1.000 puntos aleatorios (7 minutos y 30 segundos).


