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Capitulo 1

Introduccion

El siguiente proyecto es el resultado de varios meses de trabajo duro, intensas lecturas, y un
esfuerzo por escribir demostraciones claras de los teoremas fundamentales del analisis de Fourier.
Cuando comencé solo queria profundizar en mis conocimientos sobre el analisis matemdtico, pe-
ro no tenia objetivos especificos. Al poco tiempo supe que finalmente podria ver qué hacen los
matematicos, como eligen sus temas de investigacién, y prepararme asi para un posible futuro en
el mundo cientifico. Ha sido también una fascinante aventura por la teoria del analisis armodnico,
una aventura que no ha terminado todavia para mi. A pesar de que este no ha sido un proyecto de
investigacién - no he incluido material original aqui-, los obstaculos que uno debe superar para final-
mente comprender una larga y tediosa demostraciéon me han hecho comprender las viscisitudes que
los matematicos enfrentan cada dia en su trabajo. He buscado ayuda de profesores, amigos, libros
e internet; he tenido problemas que pude resolver después de varios dias de pensarlos y ha habido
otros en los que no he tenido la misma suerte; me he encontrado tan inmerso en este trabajo que he
adquirido la costumbre de leer las Series Trigonométricas de Zygmund en el Metro, haciendo caso
omiso de su ingente peso y tamano. La totalidad de la experiencia, incluyendo tanto los momentos
frustrantes como los mas gratificantes, es lo que le ha dado el mayor sentido a este trabajo, mas ain
que el producto final que aqui presento. Ha sido un proceso excepcional, en donde mis habilidades
para resolver y detectar problemas nuevos, mi conocimiento del andlisis armdnico, y mi interés por
las matematicas y la ciencia han adquirido una profundidad sustancial. Todo esto no habria sido
posible sin el apoyo de mi familia y mis amigos que, aunque muy lejos, siempre han estado en los
momentos dificiles - Mama y Pap4, los quiero mucho!!!-. A lo largo de estos anos ha habido varios
profesores a quienes también quisiera agradecer: Marfa Jesis Carro y Joan Cerda son dos de los
que mas me han marcado en este sendero del andlisis, y que me han dado innumerables consejos
para enfrentar muchos de los problemas que han surgido en mis lecturas. Mi tutor, Javier Soria,
ha sido el deus ex machina de las interminables dificultades que he tenido que superar: cuando
no podia resolver un problema, él me daba una nueva idea sobre la cual reflexionar; cuando habia
alguna falla en un libro, él rapidamente detectaba el error; pero por sobre todo, me explicé muchos
de los conceptos esenciales y motivaciones que se esconden detréds de los teoremas y demostraciones
de caracter mas técnico.

Este trabajo consiste de cuatro capitulos. El primero presenta los conceptos basicos que luego
seran estudiados en mayor profundidad: el sistema trigonométrico y sus propiedades elementales.
Algunos de los conceptos més importantes son la conexién con espacios de Hilbert - la demostracién
de completitud es una sencilla consecuencia de los resultados del analisis funcional-, la manipula-
cién formal de las series de Fourier y el teorema de Riemann-Lebesgue, el cual sera esencial para



CAPITULO 1. INTRODUCCION

probar resultados de los siguientes capitulos. Uno de los problemas méas importantes del andlisis
armonico se expone aqui: ;Existen condiciones necesarias y suficientes sobre una funciéon para ase-
gurar que su serie de Fourier converge? Esta es una pregunta abierta a dia de hoy, aunque se han
hecho avances significativos en el ultimo siglo. El siguiente capitulo trata sobre la convergencia de la
serie: estudiamos el nicleo de Dirichlet, la convolucién, y algunos criterios que nos dan condiciones
suficientes para la convergencia. Uno de los problemas que he encontrado aqui, ha sido el teorema
de Dirichlet-Jordan. No queria dejar el teorema sin demostracién (hasta desarrollar técnicas poste-
riores), y he tenido que recorrer un camino largo para hacerlo, teniendo que recordar propiedades
de las funciones de variaciéon acotada, una versiéon poco comun del teorema del valor medio, y un
estudio méas profundo del comportamiento del niicleo de Dirichlet. Aunque fue un camino tedioso,
esta demostracion ha sido un punto de inflexién: el esfuerzo para llevarla a cabo ha hecho que todas
las demostraciones dificiles de los siguientes capitulos parezcan mas accesibles. Hacia el final del
capitulo encontramos una seccién sobre el fenémeno de Gibbs, el cual explica el comportamiento
de las sumas parciales de la serie de Fourier cerca de los puntos de discontinuidad. En el capitulo
4 nos centramos en los métodos de sumabilidad, lo cual nos da generalizaciones del concepto de
convergencia. Una de las ideas que observaremos es que a pesar de que éstas convergencias no
implican la convergencia ordinaria, a menudo podemos encontrar una hipétesis extra que si nos
proveera de este tipo de resultados: los teoremas Tauberianos. Presentamos también varios nticleos
de sumabilidad, como el de Fejér, que nos proveen de herramientas extremadamente ttiles para
estudiar la convergencia de la serie de Fourier. Un ejemplo interesante de esto es el teorema de
Dirichlet-Jordan: ahora podemos probarlo en solo tres lineas. El capitulo termina con un pequeno
estudio de la convergencia en norma y algunas funciones trigonométricas especiales. El tltimo
capitulo trata sobre la transformada de Fourier en espacios euclideos. Se estudia el teorema de
Rieman-Lebesgue, se presenta el método de sumabilidad Abel, y procedemos a resolver el problema
de inversion tanto en el espacio L', como en el L?. El capitulo concluye extendiendo el espacio
sobre el cual el problema de inversion tiene solucién.



The following project is the outcome of several months of hard work, thorough reading, and
an honest attempt to write clear proofs of some of the fundamental theorems in Fourier analysis. I
had no specific objectives when I started writing other than learning more within the mathematical
analysis area. Nevertheless, it soon became clear that I could finally peek at what mathematicians
do, how and why they choose certain research topics, and start preparing myself for a possible
research career. It has also come to be a fascinating journey through the wonderful theory of har-
monic analysis, and for my part, it is certainly not over. Even though this was not a research
project in itself -no original material is presented here- the dead ends that one needs to overcome
to finally understand a long proof have made me grasp the feeling of research oriented work. I have
sought for specific advice from teachers, friends, books and the Internet; I have had problems which
I could finally solve after many days of serious thinking and I have had problems which I could
not solve after successive failed attempts; I even became so involved in the project that I acquired
the habit of reading Zygmund’s Trigonometric series on the subway, and that’s a heavy book to
carry around! The whole experience altogether, including both the frustrating moments and the
more rewarding ones, is what I take home at the end of the day, even more than the final written
output. It has been an exceptional process, where my skills for solving unexpected problems, my
knowledge of harmonic analysis and my passion for mathematics have acquired a substantial depth.
Of course, all of this wouldn’t have been possible without the support of my family and friends,
who although far away, have always been there for me -Mama y Pap4d, los quiero mucho!!!-. There
have been several professors that helped me along these years that I would like to thank as well:
Maria Jesis Carro and Joan Cerda are for certain two of the most inspiring teachers I have had,
and needless to say, they have given me great suggestions to solve some of the problems I have
encountered in my readings. My tutor, Javier Soria, has been the deus ex machina of my seemingly
endless struggles: whenever I couldn’t solve a problem, he would give me a new insight to think
about; whenever there was a mistake in a book, he would quickly spot out the flaw; but above all
he explained me many of the concepts and motivations behind the more analytical nature of some
theorems and proofs, and that’s priceless advice.

As to the project itself, it consists of four chapters. The first one concerns the basic concepts
which will be later studied in more detail: the trigonometric system is presented and the elementary
properties are proven. Some of the key concepts here are the relation to Hilbert spaces -the proof of
completeness of the system becomes an easy consequence of functional analysis results-, the formal
manipulation of Fourier series, and the Riemann-Lebesgue theorem, which is essential to prove
several theorems in latter chapters. One of the main problems of harmonic analysis is presented
as well: are there necessary and sufficient conditions to impose on a function so that its Fourier
series converges? This question is still unresolved, but many important results, such as Carleson’s
theorem, have been discovered in the last century. The next chapter deals with the convergence
problem: we study properties of the Dirichlet kernel, the convolution, and a few criteria that provide
us with sufficient conditions for convergence. One of the problems I came up with in this chapter was
the Dirichlet-Jordan theorem. I didn’t want to leave the theorem unproven until the summability
techniques were developed, so I went on an extremely long way to prove it, having to use properties
of bounded variation functions, a rare version of the mean value theorem, and a further study of
Dirichlet kernel’s behaviour. Although I became quite frustrated at times, this proof was a turning
point: the effort invested in the process had a remarkable effect on my confidence for reading further
complicated theorems. Towards the end of the chapter we find a section on Gibb’s phenomenon,
which explains the behaviour of Fourier series near isolated discontinuity points. In Chapter 4
we focus on the so-called summability methods. This is basically a generalization of the notion of
convergence. One of the main ideas is that even though these kind of more general convergences
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do not imply the ordinary one, we can often find an extra hypothesis that will do so, giving rise
to the Tauberian theorems. We introduce some summability kernels such as the Fejér kernel, which
provide us with remarkable tools for proving convergence results of Fourier series. A neat example
of this is, of course, the Dirichlet-Jordan theorem: we now have a three-line proof for it. The chapter
ends with a small study of convergence in norm and some special trigonometric functions. The last
chapter deals with the Fourier transform on euclidean spaces. We revisit basic results such as the
Riemann-Lebesgue theorem, introduce the Abel summability method, and proceed to solve the
inversion problem both in L' and L? spaces. We conclude the chapter showing that the inversion
problem can be extended to other spaces.



Capitulo 2

Series de Fourier

1. Series ortogonales. Coeficientes asociados a un sistema ortogonal.

2. El sistema trigonométrico. Definicion y propiedades elementales.

&

Completitud. Unicidad de los coeficientes de Fourier.

e~

Desigualdad de Bessel y formula de Parseval.
5. Operaciones formales de la serie de Fourier. Diferenciacion e integracion.

6. Orden de magnitud de los coeficientes de Fourier. Teorema de Riemann-Lebesgue. Funciones
Lipschitz.

7. Aplicaciones con Mathematica.

2.1. Series ortogonales

La principal fuente bibliogréfica de esta seccién sera [16].

Definicién 2.1. Un sistema de funciones no nulas en casi todo punto, reales o complejas, {®p }nen
definidas sobre un intervalo (a,b) se dice ortogonal si, para todo n,m € N:

b .
= 0, stm#Emn
/ Dy (2) Py () dz = { N0 7

st m = n.

En particular se tiene que ®, € L?(a,b), para todo n € N.
Definicion 2.2. Un sistema ortogonal se dice ortonormal si \; = 1, para todo ¢ € N.

Observacion 2.3. Dado {®, },en ortogonal, obtenemos el sistema ortonormal {\?—/\L}%N.

Un aspecto importante a tener en cuenta es el siguiente argumento informal. Supongamos que la
[o.¢]

serie chcbk(ac) converge a una funcién f(z) en (a,b) para ciertas constantes ¢, k € N. Si a la
k=0

ecuacion
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> adi(x) = f(a),
k=0

la multiplicamos por ®(x) e integramos sobre (a, b), término por término, obtendremos, gracias a
la ortogonalidad

b
o = Alk/ F(2)x(2)da. (2.1)

Este argumento se puede justificar en el caso en que la serie converge en casi todo punto, las sumas
parciales estdan dominadas por una funcién integrable y cada ®; es acotada (aplicando el teorema de
la convergencia dominada). En este caso, podemos calcular las constantes ¢, o al menos disponer
de esta representacién relativamente sencilla. Pero también es natural considerar el problema desde
el angulo opuesto. Supongamos dado el sistema ortogonal, y una funcién f(z) definida sobre (a, b).

Calculamos entonces las constantes ¢ utilizando la expresién anterior. La pregunta entonces es:
oo

JEn qué sentido, y bajo qué condiciones la serie Z ¢ P (z) representa a nuestra funcién f(z)?
k=0

Definicién 2.4. Dado un sistema ortogonal {®p}nen y una funcion f(x) definidas sobre un in-

tervalo (a,b) llamamos coeficientes de Fourier a las constantes ¢ dadas por la formula (2.1), y
oo

llamamos serie de Fourier de f a la serie g cxPr(z) asociada.
k=0

A menos que se diga lo contrario, las integrales siempre serdn en el sentido de Lebesgue.

Definicién 2.5. Un sistema ortogonal {®, }nen se dice completo si para cualquier funcion no nula
U #£ &, para todo n € N, el sistema {¥} U {®,}nen deja de ser ortogonal.

Observacion 2.6. En un sistema no completo podemos encontrar una funcion no nula (c.p.t.) ¥
tal que sus coeficientes de Fourier son todos nulos.

2.2. El sistema trigonométrico

Definicién 2.7. [11] Denotamos por T al cociente R/27Z, donde 277 es el grupo de maltiplos
enteros de 2.

Observemos que hay una identificacién natural entre las funciones definidas sobre T y las fun-
ciones 2m-periddicas definidas sobre R, lo cual nos permite definir las nociones de continuidad,
diferenciacién, etc., a las cuales estamos habituados. Decimos, por ejemplo, que una funcién f es
integrable sobre T si la correspondiente funcién 2m-periddica es integrable sobre el intervalo (—, ),
y ponemos:

/ O T
T

—Tr

6



2.2. EL SISTEMA TRIGONOMETRICO

En otras palabras, consideramos al intervalo (—7, ) como un modelo de T y la medida de Lebesgue
sobre T es la restriccién de la medida de Lebesgue en R al intervalo (—m, ).

Definicién 2.8. [11] Denotamos por L*(T) al espacio de funciones con valores complejos, integra-
bles sobre T.

Observacién 2.9. [11] Si dotamos a L*(T) con la norma

1
171 = 5= [ 1reat

obtenemos un espacio de Banach. Ademds podemos definir, como estamos acostumbrados, los co-
rrespondientes espacios LP(T).

Proposicién 2.10. [11] Para toda f € L*(T) y, para todo ty € T, se tiene que

/Tf(t—to)dtZ/Tf(t)dt.

Definicién 2.11. [16] Definimos el sistema trigonométrico como: {e***}1cz.

Observacion 2.12. [16] Sobre cualquier intervalo de longitud 27 el sistema es ortogonal ya que
para cualquier o € R se tiene que

a-+21 0 .
; _; St'm n
/ £MT o —INT 10, { ) 7&
a

2w,  stm=n.

Supongamos que tenemos una funcién f(z) definida sobre el intervalo (—m, 7). Su serie de Fourier

serd entonces g cpe™ donde
keZ

1 (™ A
ck = / f(t)e *tdt.
2 J_,

Para denotar al coeficiente de Fourier ¢; a menudo utilizaremos la notacién f (k), y para denotar

la serie de Fourier de f emplearemos S[f], o bien escribiremos f ~ E cne'™.
neL

Definicién 2.13. [11] Un polinomio trigonométrico sobre T es una funcion de la forma

Teorema 2.14. [11] Sean f,g € L*(T). Entonces

(i) (f +9)(n) = f(n) + §(n);
(i1) (&})(n) = af(n), para todo o € C;
(iii) f(n) = f(-n);

(iv) si escribimos fr(t) = f(t —7), T € T, se tiene que fr(n) = f(n)e ™

7



CAPITULO 2. SERIES DE FOURIER

(v) 1f(n / F@)ldt = [[f]]1.

Demostracion. Para probar (iv), observamos que

. ) 1 T—T ) ) . )
—int g, _ —in(t+7) g4 _ —int ,—inT 34 _ —inT

Frn) = 5= [ e = e mar = o [ poe a7 e e = fae

Las demés se desprenden inmediatamente de la definicién de f. O

Corolario 2.15. [11] Supongamos que f; € L'(T), para todo j € No y que limj o || f5— foll L1 (r) =
0. Entonces f;(n) — fo(n) uniformemente, para todo n € No.

Demostracion. Utilizando los apartados (i), (i7) y luego (v), del Teorema 2.14, tenemos que

|f5(n) = fo(m)] = |f;(n) + (=fo) ()| = [(f = fo) ()| < I1f = follrm
de lo cual se desprende la convergencia buscada. O

Ejemplo 2.16. [16] Sean

1 [T 1 (7
ar = — f(t) cos(kt)dt, by = — f(t)sen(kt)dt, ¥k € Ny,
T ) T
de manera que
R 1 ) . 1 )
f(k) = i(ak — ’lbk), f(—k) = i(ak + Zbk), Vk € Np. (2.2)

Ahora reescribimos su serie de Fourier:

S[ +Z zkx+f ) fikx).
k=1

Teniendo en cuenta (2.2) y que by = 0, reescribimos la serie de la siguiente manera:

1 oo
540 + ;(ak cos(kx) + by sen(kx)).

Supongamos cierto que si un par de funciones ®;,®; son ortonormales entre si, entonces el par
O, + &;,®; — ®; son ortogonales. Entonces es facil ver que el sistema

{1 eikx 4 efikx eikx _ efikx

2 2 ) 2 :k"ENO}’

es ortogonal (sobre T). Este ultimo sistema no es otro que
1
{2, cos(kz),sen(kx) : k € No}.

Veamos ahora que, efectivamente, ®; + ®;, ®; — ®; son ortogonales, dada la ortonormalidad de
®;, ®;. Un simple cdlculo lo verifica:

/7r (®i(z) + ;(2))(Pi(x) — ®;(z))dx = /7r ;i (2)®;(x)dx — /ﬂ ®;(2)®j(z)dr =1—-1=0.

-7 —T —T



2.3. COMPLETITUD

El ejemplo anterior nos dice que podemos trabajar tanto en un sistema como en el otro, ya que
dados los coeficientes de Fourier en un sistema, obtendremos los del otro mediante un simple
calculo. El sistema que hemos visto aqui se denomina sistema trigonométrico real. Si trabajamos
con funciones que toman valores reales, serd més natural utilizar este sistema ya que los coeficientes
seran valores reales, mientras que en el anterior éstos pueden tener parte imaginaria. De aqui en
adelante, quedard implicito qué sistema estamos utilizando segtin la notacion de los coeficientes ¢y,
o ag, b.

2.3. Completitud

Teorema 2.17. [16] El sistema trigonométrico es completo.

Demostracion. Sea f € L'(T) tal que sus coeficientes de Fourier ay, by son todos nulos, de manera,
que

f(z)T(z)dzr =0 (2.3)
para todo polinomio trigonométrico T'(z). Debemos probar que f(x) =0 (c.p.t.).

En primer lugar supongamos que f es continua y no idénticamente nula. En consecuencia se tiene
que existe xg € (—m,7) y existen €,0 > 0 tales que |f(x)| > €, para todo x € I = (xg — 0,0 + 0).
En virtud de la continuidad podemos suponer f(z) > € en este intervalo, y no nos preocupamos
por el caso en que f sea negativa, ya que el razonamiento serd analogo. Sera suficiente demostrar
que existe una sucesién {7, : n € Ny} de polinomios trigonométricos tales que

(i) Tn(x) > 0, para todo z € I ;

(ii) lim T, (x) = oo uniformemente en todo intervalo I’ interior a I;
n—oo

(iii) los T), estan uniformemente acotados fuera de I.

Si suponemos que existe {7}, }nen, con estas propiedades, entonces

" @) Ta(a)de = /( IR [ ra)tuiayaa,

—T

y por la condicién (i) obtenemos

/I F@)Tu(w)de > || min T (x).

Ahora, por la condicién (ii),

lim €|I’| min T}, (x) = cc.
n—00 zel’

Como la integral / f(z)T,(x)dx es acotada en virtud de (iii), tenemos que (2.3) es falso con
(—m,m)—1
T =T,, para n suficientemente grande.



CAPITULO 2. SERIES DE FOURIER

Veamos que efectivamente existe una sucesion de este tipo, y tendremos el resultado para f continua.
Sean

» t(x) =1+ cos(x — xg) — cos(d);

Tenemos que
» siz el =14 cos(z—xzg) —cos(d) > 1+ cos(d) — cos(d) = 1;

w six ¢ =14 cos(xz—xp)—cos(d) <1+ cos(d) — cos(d) = 1.

Es claro entonces que las condiciones (i), (ii) y (iii) se cumplen, utilizando en la segunda que el
intervalo es interior para conseguir la uniformidad.

xT

Supongamos ahora que f es integrable, no necesariamente continua, y sea F(x) = f(t)dt. La
—T7
condicién ag = 0 implica que F'(x) es 2m-periddica ya que

427
Fla+27) — F(z) = / F(#)dt = 0.
x
Sean ahora Ay, A1, By, ... los coeficientes de F' e integremos por partes las integrales

/ " F(w) cos(na)dz, / " (o) sen(na)da,

—T —T

para cada n € Ny. Debido a la periodicidad de F', los términos integrados nos quedan iguales a
cero. Veamoslo para la primera integral:

/71' Fa) cos(na)d = F(x) senfln;p) ™ - w F’(x) senflnx) e
—0— [ pla ) gy - 2Ty,
- n n

Asi, deducimos que Ay, = By, = 0, para todo k > 1. Si, por otro lado, ponemos {4, A}, B, : k > 1}
los coeficientes de F(x) — Ap, obtenemos que, claramente, A} = B}, = 0, para todo k > 1, ya que
si k > 1, se tiene:

1 (" Ag [T Ao

. A= — F_A __40 __ A0 0
5 _ﬂ( 0) cos(kx)dx o) cos(kx)dx Shor (sen(km) + sen(km)) = 0;
1 ™ A ™ A

» B = — (F — Ap) sen(kz)dz = _20 sen(kx)dr = ——O(COS(IWT) — cos(km)) = 0.
2 J_ . 2 ), 2km

Por ltimo concluimos que F'(x) — Ag = 0 (c.p.t.) ya que esta funcién es continua y sus coeficientes
son nulos. De esta manera, F(z) es constante y nuestra funcién f ha de ser nula. ]

10



2.4. DESIGUALDAD DE BESSEL Y FORMULA DE PARSEVAL

Este razonamiento nos permite deducir dos corolarios importantes.
Corolario 2.18. [16] Si f1 y f2 tienen la misma serie de Fourier, entonces f1 = fa (c.p.t.).

Corolario 2.19. [16] Si f(x) es continua y S[f] converge uniformemente, su suma es f(x).

2.4. Desigualdad de Bessel y formula de Parseval

Observamos que L%(T) es un espacio de Hilbert con

(o0 =5 [ f0atar

y por lo tanto podemos aplicar resultados elementales del andlisis funcional. Es claro que las defi-
niciones de ortogonalidad definidas en este capitulo coinciden con la ortogonalidad de este tltimo
producto interno.

Proposicién 2.20. [11] Sea {®,} un sistema ortogonal en un espacio de Hilbert H, y sea {an }nen,
N N

una sucesion de numeros complejos tales que E \an\Q < 0. Entonces g an®, converge en H.

n=1 n=1

Demostracion. Como H es completo, es suficiente verificar que la sucesiéon de sumas parciales

N
Sy = Z an®, es de Cauchy. Sea N > M, entonces
n=1
N 2 N
I[Sn — SM||2 = Z an®n|| = Z |an|2
n=M+1 n=M+1
N
Esta ultima suma ha de tender a cero en virtud de la convergencia de Z lan|? . O
n=1

Proposicién 2.21. [11] Sea H un espacio de Hilbert. Sea {¢,}N_, un sistema ortonormal en H.
Para toda f € H escribimos a, = <f, gbn> Entonces se tiene que

N 2 N
0< Hf— S || = AR =S Janl?
n=1 n=1

Demostracion. La desigualdad se desprende de lo siguiente:

N 2 N N
Hf—ZanCI)n :<f—Zan<I>n,f—ZanCI>n>
n=1 n:lN n=1 N N N
= IF17 =D an(f,®n) = > an(®u, Y+ D lanl* = |7 = lan|*.
n=1 n=1 n=1 n=1

11
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Corolario 2.22 (Desigualdad de Bessel [11]). Sea H un espacio de Hilbert y {®,, }nen, un sistema
o0

ortonormal en H. Si para todo f € H ponemos a, = {f,®y), entonces Z lan|? < |I£]I?.

n=1

Proposicién 2.23. [11] Sea {®,} un sistema ortonormal en H. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) {®,} es completo;
(ii) para toda f € H, se tiene ||f\|2 = Z |<f, <I)n>|2;
n=1
(iii) f = Z(f,cb)@n.
n=1

Demostracion. Que (ii) y (iii) son equivalentes se sigue de la proposicién anterior. Para ver (i7)
= (i) supongamos que f es ortogonal a {®,}. Por el apartado (ii), tenemos que ||f|| = 0, y por
lo tanto, f = 0. Por tltimo demostramos (i) = (#iz). De la Proposicién 2.20 y la desigualdad de

N 9]
Bessel se sigue que Z < f q)n>i>n converge en H. Si denotamos g = Z < 1 <I>n>®n, tenemos que
n=1 n=1
<f, <I>n> = <g, <I>n>, para todo n € Ny, con lo cual f — g es ortogonal al sistema {®,}. Como el
sistema es completo concluimos que f = g. O

El apartado (iii) se conoce como la férmula de Parseval, y nos indica que en el caso H = L?(T),
considerando el sistema trigonométrico, la serie de Fourier de una funcién en este espacio converge
a ella, ya que hemos probado la completitud del sistema.

Ejemplo 2.24. Sea ¢o(z) la funcion de periodo 1 igual a 1 en (0,1/2) y a -1 en (1/2,1), y sea
$0(0) = ¢0(1/2) = 0. Sea ¢n(x) = ¢po(2"x), para todo n € Ny.

Supongamos que n # m. Entonces el dominio de la funcion ¢n(x)pm(x) estard dividida en 27T
intervalos de igual longitud y tomard el valor 1 en la mitad de ellos, y el valor —1 en la otra mitad.
Se deduce entonces que

1
/0 60 () o () = 0.

Por otro lado, si n = m, es inmediato que

1
/ O ()P (x)dx = 1.
0

Esto nos dice que el sistema es ortonormal. Sin embargo no es completo. Para verlo utilizamos el
apartado (it) de la Proposicion 2.23. Considerando la funcion constante f = 1, tenemos que

/01 ¢n(x)dx

2

1fIP=1#0=)"
k=1

12
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2.5. Operaciones formales de la serie de Fourier

Teorema 2.25. [16] Sean n € Ng, t e R y S[f] = cheik‘”. Entonces:
keZ

(i) f(x) Zc e~ the :ZE_ke““

keZ keZ

(ii) f(nx) Zc ekne - £ 0;

kEZ
(iii) € f(z) ~ D epe ™R =37 o et
keZ keZ
() f(x+1) ZC ekt eike.
kEZ
2 .
(v) Zf(x Wk) chmelkm, Vn # 0.

keZ

Demostracion. (i) y (i7d) Son inmediatos utilizando la definicién.

Para ver (ii), primero supongamos que n > 0. Observamos que si u € Z

185, 1, siteZ
E pmi/n _ ) n

n Oe { 0, sino. (2.4)
m=

Y

En el caso & € Z se verifica observando que e2mHmi/n — cos(2kom) + i sen(2kom) = 1, con ko = oE €

Z. En caso contrarlo utilizamos la expresion de la serie geométrica correspondiente para verificar
la igualdad. Ahora podemos razonar de la siguiente manera:

. 21 . 1! .
f t e—zut/ndt _ / f ¢ e—zut/n ( e—27r7,mu/n> dt.
) e (3

En la primer igualdad hemos hecho un sencillo cambio de variables. En la segunda utilizamos la
linealidad de la integral, sucesivos cambios de variables para trasladar el intervalo de las integrales
al (0,2m), y el hecho de que f es 27-periédica. Notando que la tiltima expresién es 2mcy, si & =k € Z
vy 0 en caso contrario, obtenemos el resultado buscado. El caso n < 0 se reduce al antenor ya que

fl=x) ~ Z cpe ke

kEZ

T ) 1 2mn
f(nt)e #tdt = —
0 nJo

Tenemos que (iv) sigue de lo siguiente:

f(t+u)e i dt = eiku / f(t+ w)e g = opethuey,.

—T —T

Por ultimo, (v) se deduce de (iv) y de (2.4). O

13



CAPITULO 2. SERIES DE FOURIER

Definicién 2.26. [11] Sean f,g € L*(T), definimos la convolucién f * g de estas funciones:

(fxg)(t 27T/ft—f (2.5)

La expresion estd bien definida para casi todo ¢, como veremos a continuacién:

Teorema 2.27. [11] Sean f,g € LY(T). Para casi todo t la funcién f(t—7)g(T) es integrable (como
funcién de ) en'T, y (f * g) € L'(T). Por otro lado tenemos que

1 = Dl < {IF gl (2.6)

Ademas,

—

f#g(n) = f(n)g(n), Yn € No. (2.7)

Demostracion. Observemos que fr(t) vy g(t), consideradas como funciones de dos variables (t,7),
son claramente medibles, y por lo tanto también lo es la funcién F(t,7) = f(t — 7)g(T).

Para casi todo 7, F(t,7) es un multiplo constante de fr, por ende integrable, y se tiene

1 g 1 1
1 ( \F<m>rdt>df— "9 Il = 1l gl

27 27 2 ) _,

Por el teorema de Fubini, f(t — 7)g(7) es integrable (7 — ¢.p.t.) como funcién de ¢, y tenemos

/| x g)(t)|dt = / 217T/7r (t,T)dr

con lo que se prueba (2.6). Para ver (2.7) escribimos

1 ™ ™
t< o [ [ IRl = 1 Alglh.

—TJ =T

— 1

frg(n)= o

1
27r

/7r (f*g)() _mtdt /_ i f t—T —in(t— T)g(T)e—ianth
[ remar o [ gmear = fna),

Hemos utilizado el teorema de Fubini para cambiar el orden de las integrales, y un sencillo cambio
de variables en la tercera igualdad. O

Teorema 2.28. [11] Sea f € L*(T) y supongamos que f(0) = 0. Si definimos

_ /Otf(T)dT

tenemos que F' es continua, 2w-periddica, y que

F(n) = —f(n), para todo n > 0.

14
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Demostracion. La continuidad de F' es inmediata de la definicién, mientras que la periodicidad
sigue de:

Por otro lado,

2 —in

Py = L / T (et — L / T g = L i)
0 - 27 0 o m )

Obsérvese que en la segunda igualdad hemos hecho integracién por partes, y hemos utilizado que

T e—int
= F(t
—T ( ) —int

—T

debido a la periodicidad de ambas funciones. O

A continuacién deducimos dos corolarios ttiles.
Corolario 2.29. [16] Denotamos por S'[f] al resultado de derivar término a término S[f]. Si f(x)

es una k-ésima integral, entonces S®[f] = S[f*)]

Demostracion. En primer lugar, como f es periddica, tenemos que

t+27m
0=f(t)— f(t+2m) = /t f(r)dr = 27y,

con lo cual ¢, = 0, donde ¢, son los coeficientes de f’. Aplicando el Teorema 2.28, obtenemos

/

ck = %, y lo que se tiene es que S’[f] = S[f']. Es inmediato obtener el enunciado del corolario a
partir de esta igualdad. O

Corolario 2.30. [16] Si S[f] = Z ke y F es una primitiva de f, entonces
kezZ

F(z) —cox ~ C + Z ;—zeikx,
keZ\ {0}

donde C' es una constante de integracion.

Demostracion. Como f es periddica, es claro que F es periddica si, y sélo si, ¢g = 0.

Si ¢p = 0, S[f] se obtiene integrando término a término y tenemos

Fl@)~C+ Y C—Zekx (2.8)
keZ\{0} !

donde C es una constante de integracién.

Por otro lado, si ¢g # 0, observamos que

15



CAPITULO 2. SERIES DE FOURIER

™

(f/—\co)(O) ! /7T(J”(nr,’)—c())clac:217r/_7;f(ac)d9v—217r _Wc()da;:co—cozo,

:%_ﬂ-

—

y como (f —co)(k) = cx para k # 0, se tiene que S[f — col(x) = Z cre’™ . Aplicando (2.8) a
keZ\{0}
f — co, obtenemos

F(x) —cox ~C+ Z ;—Zeikfc.
keZ\{0}

2.6. Orden de magnitud de los coeficientes de Fourier

Definicién 2.31. [16] Sea f definida sobre un intervalo cerrado I. Definimos el médulo de conti-
nuidad de f de la siguiente manera:

w(0) :=sup{|f(z1) — f(z2)|: x1,22 € I, |x1 — 22| < I}.

Definicién 2.32. [16] Si w(d) < C0 para alguna constante C, diremos que f satisface la condicién
de Lipschitz de orden « y lo denotaremos por f € A,.

Observacion 2.33. [16] Sdlo nos interesard el caso en el que 0 < a < 1. Si v > 1, entonces

lim @ =0.
550 0

Por lo tanto, f'(x) =0 y la funcidn es constante.
Definicién 2.34. [16] Definimos el médulo de continuidad de orden p como
7r 1/p
wp(f;0) = wp(d) = sup < f(ﬂs—f—s)—f(x)pdx) .
0<s<d -7

Proposicién 2.35. [16] Los coeficientes de Fourier ¢, con k # 0 de una funcién f satisfacen la

desigualdad siguiente:
ek | < . ITAl
c w .
™

2mey, = ﬂf(a:)e““”dw = —/ f(fl? + Z)eikzdl’ = ;/ﬂ {f(a;) - f<33 + Z) }eikxdl’- (2.9)

En la segunda igualdad hemos utilizado la identidad de Euler ¢/™ = —1, un sencillo cambio de
variables y la periodicidad del producto de las funciones. En la tercera igualdad hemos tomado la
media de las dos integrales anteriores. De (2.9) deducimos

i< o [ |r@ - (e +F)

16
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2.6. ORDEN DE MAGNITUD DE LOS COEFICIENTES DE FOURIER

1
Como la parte derecha de la desigualdad no excede §w1 < ), concluimos la demostracién. ]

™
||
Serd 1til disponer del resultado de densidad de las continuas en LP(T). Esto se sigue del siguiente
Lema.

Lema 2.36. [10] C.(R™), el espacio de las funciones continuas con soporte compacto, es denso en
LY(R™). Esto es, si f € L*(R"™), entonces para todo € > 0, existe g € C.(R™) tal que

Hf—9|’1 < €.

Demostracion. En primer lugar observamos que
|f = Ixsro)l < I/,

y que
ngféo fXBR(O) =T

Por el teorema de la convergencia dominada obtenemos
P}l—rgo I1f - fXBR(O)Hl = 0.
De esta manera, nos basta probar el resultado para f con soporte compacto, ya que si

I1f = fxBroll <€/2,

I fXBro) — gllt <€/2,

entonces tendriamos que

1F =gl <NIf = FxBroll + [/ XBro) — 9l <€

Descomponiendo f = f* — f~, también podemos suponer que f es positiva. Sea entonces S, una
sucesion creciente de funciones simples, positivas, de soporte compacto, y que converge puntual-
mente a f. Es claro que, por el Teorema de la convergencia dominada, esta sucesién converge en
la norma L'. Observando que para todo n € Ny, S,, es una combinacién lineal finita de funciones
caracteristicas, serd suficiente probar el resultado para x4, con A C R™ un conjunto medible y
acotado.

Dado € > 0, por la regularidad de la medida de Lebesgue, existen un conjunto abierto Gy uno

compacto K, tales que K C A C Gy |G\ K| < e. Sea g € C.(R") la siguiente funcién de Urysohn:
d(z,G°)

d(z,K) + d(x,Ge)’

g(x) =
donde d(+, F) : R™ — R es la funcién distancia al conjunto F. Es claro que si F' es cerrado, d(-, F)

es continua, por lo cual g es continua. Ademéas, g =1en K, g =0en G¢ y 0 < g < 1. Debido a
esta construccién obtenemos

ea—glli = [ e glds < |6\ K| <
G\K
lo cual prueba el resultado. ]
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La siguiente proposicion también sera de utilidad para probar el resultado fundamental de esta
seccion.

Proposicién 2.37. [16] Si f € LP(T), con 1 < p < oo, entonces

lim (/:r\f(x ) — f(x)\pdx) e

t—0

Demostracion. Utilizamos la notacién f_i(z) := f(x+t). Dado € > 0 tomamos una funcién continua
g como en el Lema 2.36 y aplicando la desigualdad de Minkowski se tiene

1=t = Fllp < 1= = g—ellp + 119 = g—llp +1lg = Fllp < 3¢,

para t suficientemente pequeno. O
Esta proposicion nos dice que la traslacion es continua, en el sentido que

lim || f — =0.

tim 17 1,

Ademas de ser importante para demostrar el tltimo teorema de esta seccién (Riemann-Lebesgue),
la continuidad de la traslacién nos permite demostrar de manera sencilla el siguiente resultado.

Corolario 2.38. Sean f € LP(T), g € LV (T), con 1/p+1/p' =1, y 1 < p < co. Entonces f % g es
una funcion continua.

Demostracion. Para probar la continuidad debemos verificar que

M [f  g(z +1) — f*g(z)] =0.

En primer lugar,

e [Larte 1=y - o [ at)fa - i)

|[fxg(x+1)— fxg(z)| =

2
e LAt =) = S =)

< 5 [+t =)= fla =l

Aplicando la desigualdad de Holder, obtenemos

1/p
o= g(y)llf(ert—y)—f(:v—y)\dyéIIQpr(;W / |f($—y+t)—f(:c—y)\pdy> 210

18
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Haciendo un sencillo cambio de variables, es claro que
1 1/p 1 1/p
[a—yso-se-wPay) = (5 [Irc+o-s@Pd) " =lnf =,
2 T 27 T

y el resultado es inmediato aplicando la continuidad de la traslacién. O

Teorema 2.39 (Riemann-Lebesgue [16]). Los coeficientes de Fourier f(k') de una funcién integrable
f cumplen lo siguiente: X
lim f(k) = 0.

k—o0

Demostracion. El resultado se deduce de la Proposicion 2.35 y del hecho de que, en virtud de la
proposicién anterior,

Ii 0) =0.
M w1 (9) =0

O]

Ejemplo 2.40. Sea E un conjunto medible de (0,27) y sea {an}n cualquier sucesion de nimeros
reales. Probaremos a continuacion que

1
lm [ cos®(nz + ay,) dx = §|E\

n—oo E

Aplicando identidades trigonométricas elementales se tiene que

1 1 1
lim [ cos®(nz 4 ) dz = lim <2 + = cos(2nz) cos(2ay,) — B sen(2nx) sen(2an)> dz.
E

n—oo | p n—00 2

Ahora, aplicando el teorema de Riemann-Lebesgue, cuando pasamos al limite, obtenemos %|E|

2.7. Aplicaciones con Mathematica

Definamos la funcién Fourierseriesnorma que nos calculard los coeficientes ag y by , de la funcion
f, hasta k£ = n. También nos daréd la norma de la aproximacion, la norma de f, y un grafico de
ambas.

Fourierseriesnormal[f_, n_, c_, d_.] :=

Module[{a, b, C, g},

alj] := aljl =

Simplify[Integrate[f Cos[j tl, {t, c, d}],
Assumptions ->Element[j, Integers]]/Pi;

b[j] :=

b[j] = Simplify[Integratel[f Sin[j t], {t, c, d}],
Assumptions ->Element[j, Integers]]/Pi;

clo]l = al0l/2; C[j-1 := (I aljl + b[j1)/(2 I);

Print[’a[j] = ", Tablelal[jl, {j, 0, n}l, "; aljl=", aljll;
Print["b[j] = ", Table[b[3jl, {j, 1, n}l, "; b[jl= ", b[j1];
Print["Norm coefficients = ",

Simplify[N[Sqrt[Sum[Abs[C[j1] "2, {j, -n, n}]111], "; L2-norm = ",
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Sqrt[Integratel[f "~ 2, {t, c, d}1/(2 Pi)], "= ",
N[Sqrt[Integrate[f "2, {t, c, d}1/(2 Pi)111;
g = al01/2 + Sun[alj] Cos[j t] + b[j] Sinl(j t1, {j, 1, n}];

Print["Fourier series = ", g];
Plot[{f, g}, {t, c, d}]
]

Tlustramos la utilidad de Fourierseriesnorma con unos ejemplos bésicos.

Ejemplo 2.41. Calculamos los coeficientes de f(t) = t, hasta n = 30, en el intervalo (0,27).
Fourierseriesnormalt, 30, 0, 2 Pi]

aljl ={2 r,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0};
b[jl1={-2,-1,-(2/3),-(1/2),-(2/5),-(1/3) ,-(2/7) ,-(1/4) ,-(2/9) ,-(1/5) ,-(2/11),
-(1/6),-(2/13), -(1/7),-(2/15) ,-(1/8), -(2/17),-(1/9),-(2/19),-(1/10) ,-(2/21),
-(1/11), -(2/23),-(1/12),-(2/25),-(1/13) ,-(2/27) ,-(1/14) ,-(2/29) ,-(1/15) };

Norm coefficients = 3.61855; L2-norm = (27)/v/3 = 3.6276

Observamos que la funcion no es continua en los extremos. Esto da lugar a lo que se llama fenémeno
de Gibbs, que estudiaremos con mds detalle en el capitulo 8. Lo que sucede en los entornos de
los puntos de discontinuidad, como podemos observar en el grdfico, es que la aproximacion no
serd buena. Se puede verificar que, a pesar de hacer crecer n, se sequirdn observando oscilaciones
grandes cerca del salto.

Ejemplo 2.42. Trabajamos ahora con f(t) = |t|, n =2, en el dominio (—m,m):

20
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30}

251

20}

15}

1.0}

0.5

En este caso, a pesar de que f no es diferenciable en t = 0, la continuidad serd suficiente para que
la aproximacion cerca de t = 0 sea buena.

Fourierseriesnormal[Abs[t], 2, -Pi, Pil]

aljl = {m,-(4/m),0}; aljl= (2(=1+ (=1)7))/(;*m

b[jl = {0,0};

Norm coefficients = 1.81052; L2-norm = 7r/\/§ = 1.8138
Fourier series = 7/2 — (4cost)/w

21






Capitulo 3

Convergencia de la serie de Fourier

1. Formulas para las sumas parciales. Nucleo de Dirichlet. Sumas parciales modificadas. Repre-
sentacién integral.

2. Algunos criterios de convergencia. El test de Dini. Principio de localizaciéon. Funciones de
variacion acotada. Criterio de Dirichlet-Jordan. Criterio de Dini-Lipschitz.

3. Fencémeno de Gibbs.
4. Constantes de Lebesgue. Criterio de Lebesgue.

5. Aplicaciones con Mathematica.

3.1. Foérmulas para las sumas parciales

Consideremos, como antes,

™

s 1 s
ap = — f(t)cos(kt)dt, by = — f(t)sen(kt)dt, Vk € Ny,
. TJ-xm

donde Ny denota N U {0}, de manera que

Sifl(x) = %ao + Z(ak cos(kx) + by sen(kx)),
k=1

y, similarmente, su serie conjugada,

S[fl(z) =) (ax cos(kx) — by sen(kz)).

k=1

Trabajaremos ahora con las sumas parciales de estas series. No haremos referencia a la funcién f,
cuando el contexto lo permita, y escribiremos Sy, (x) y Sy (z), para denotar la enésima suma parcial.

Definicién 3.1. [16] Llamamos nicleo de Dirichlet y nicleo de Dirichlet conjugado a los polino-
mios

Dy (t) = % + ) cos(kt), Dp(x) = sen(kt),
k=1 k=1
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respectivamente.

Observacioén 3.2. Utilizando identidades trigonométricas, podemos reescribir los nicleos de Diri-
chlet de la siguiente manera:

_ sen((n +1/2)t)

D) = =i
~ ~ {cos(t/2) — cos((n +1/2)t)}
Dn(t) = 2sen(t/2) '

Para ver la primer igualdad, multiplicamos por 2sen(t/2) a la ecuacion
1 n
Dn(t) =5 + ; cos(kt),

y aplicando la identidad cos(z)sen(y) = (sen(x + y) — sen(x — y))/2, la igualdad buscada es in-
mediata. Para el caso del nicleo conjugado, procedemos de manera similar, aplicando la identidad
sen(z) sen(y) = (cos(z — y) — cos(z + y))/2.

Proposicién 3.3. [16] Las sumas parciales S, (x) y Sp(x) se escriben en términos de sus respectivos
nicleos de Dirichlet:

Spo(x) = 2(Dy % f)(x), Sn = —2(Dy * f)(x).

Demostracion. Unos simples célculos nos dan la igualdad:

Sp(x) = %ao + Z(ak cos(kx) + by sen(kz))
k=1
_ %aoJrZ (cos(zmjT _W F(t) cos(kt) dtJrsen(k:c)% _W F(t) sen(kt) dt)

k=1
= ;ﬂ/_:f(t)dt + % /7r Z (cos(k:x)f(t) cos(kt) + sen(kz) f(t) Sen(kt))dt

T k=1

_ % /_ : F(t)dt + % /_ 7; £(t) < zn: cos(kz) cos(kt) + sen(kz) sen(k:t)) dt

k=1

_ i/_z £(#) (; + kf::lcos(k(t - m)))dt

=2(Dy, * f)(x).

El caso conjugado es anélogo. O

Si hacemos un sencillo cambio de variable, podemos representar las sumas parciales de la siguiente
manera.;



3.1. FORMULAS PARA LAS SUMAS PARCIALES

Puede resultar util que el ultimo termino de la suma parcial vaya multiplicado por 1/2, como
veremos a continuacién.

Definicién 3.4. [16] Las sumas parciales modificadas S} vienen dadas por:

n—1
Sr(z) = %ao + kzl(ak cos(kx) + by sen(kx)) + %(an cos(nx) + by sen(nz)) = %(Sn(ac) + Sp—1(x)).

Aniélogamente, podemos definir 5’7*1

Definicién 3.5. [16] El nucleo de Dirichlet modificado y el niicleo de Dirichlet conjugado modifi-
cado, vienen dados por

1 sen(nt)
D*(t) = D, (t) — = )= —
(1) (t) — 5 cos(nt) S tan(/2)
- - 1 1—
D () = Dy (t) — ~ sen(nt) = L—co5(m)).
2 2tan(t/2)
respectivamente.
Si razonamos como en la Proposicién 3.3, obtenemos
Si(x) = 2(Dy * f)(x), Sy = —2(Dy * f)(). (3.3)

Observacién 3.6. Por el Teorema 2.39 (Riemann-Lebesgue), sabemos que

lim S, —S; =0,

n—0o0

por lo cual ambas versiones de las sumas parciales son equivalentes, en cuanto a convergencia. Lo
. & Crk
mismo ocurre con Sy y Sp.

Fijadas una funcién f y un punto x, definimos las siguientes aplicaciones:

o) = pult) = palts f) = %(f(x Fi) 4 flo - 1)~ 27 (@)
P(0) = alt) = 0ult: ) = (T + 1)~ (o — 1),

Proposicién 3.7. [16] Utilizando las notaciones anteriores, se tienen las igualdades:

Si(e) — () = % /0 R el (3.4

2 T ) = costnn)
- Stan(tj2) (35)

Demostracion. Haciendo uso de (3.1) y (3.2), y del hecho de que D} (t) es una funcién par que, a

su vez, cumple
™

Dy (t)dt =,

—T

tenemos que:
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3

nn
*

fa+npimdt— 1 [ prayar

™ -7

S
|
~
—
g
Il

|
3

\a\

(f(z +1) = f(z)) Dy (t) dt

|
33

A0 [0 = = J =

(Fla+0) = F)DiOde+ - [ (fla=0) = fa) Do)

pa(t) Dy (t) di

3

(%(t) sen(nt)/2 tan(t /2)) dt.

S S

Similarmente, utilizando que D¥(t) es una funcién impar,

§(2) = —1/ﬂf(x +4)Dx (1) dt

7T—TI'

1 (7 =« L YR v
:_/O fl@+t)Dx(t) dt 77/0 f(x =)Dy (—t) dt

T
2 [T -
—-2 [C b
T Jo
2 ™
_ 2 / (1 (8)(1 — cos(nt)) /2 tan(t/2) ).
T Jo
O
El estudio de la convergencia de S [f] nos lleva a estudiar la siguiente funcién.
Definicién 3.8. [16] Decimos que
~ 2 [T t 1 (" t) — —t
7w Jo 2tan(t/2) T Jo 2tan(t/2)
es conjugada de f, siempre que la integral exista, es decir, siempre que
T t
i [ YO
e—0 J, 2tan(t/2)
sea finito.
Proposicion 3.9. Utilizando las notaciones anteriores, se tiene que
~ ~ 2 [T ahe(t)
St — = — —_— tdt.
n(®) = /(@) T Jo 2tant/2 cost
Demostracion. Es inmediato de las definiciones. O
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3.2. ALGUNOS CRITERIOS DE CONVERGENCIA

3.2. Algunos criterios de convergencia

A continuacién veremos que como las expresiones (3.4) y (3.5) no son mas que coeficientes de Fourier
de ciertas funciones, podremos aplicar el Teorema de Riemann-Lebesgue para obtener criterios de
convergencia puntual:

Teorema 3.10 (Test de Dini [16]). Si la integral

[ el 56
0

2tant/2

es finita, entonces

lim S, (z) = f(x).

n—oo

Demostracion. Sea ;

" 2tant/2

Utilizando las paridades de la funcién tangente y de ¢, (t), es inmediato que

™ ’7T
t
/ |F(t)|dt = 2/ L0/
—r 0 |2 tan t/2|
Esta ultima expresion es finita por hipétesis. Por lo tanto F' es integrable, y podemos aplicar el
Teorema de Riemann-Lebesgue, junto a (3.4), para obtener:

0= lim F(t)sen(nt)dt = lim el sen(nt)dt =2 lim Sy (x) — f(x).

n—oo J__ n—00 _7r2tant/2 n—o00

Para el caso conjugado, tenemos un poco mas de trabajo por delante.

Teorema 3.11 (Test de Pringsheim [16]). Si la integral

T ()]
/0 Stan(t)2) " (37)

es finita, entonces

lim S, (z) = f(z).

n—o0

Demostracion. En primer lugar recordamos que

o iy 2 [T ha(t)
Sr(z) — f(x) = 7 )y Ttant/2 cosnt dt.
Si tomamos alt)
F(t) = 2tz:nt/2’

es sencillo ver que F' es integrable ya que
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/_W F(t)|dt = 2 /Oﬂ F(t)|dt = /07r mdt.

Por lo tanto, observando que % es una funciéon impar,

T [T te(t) [T Ya(t)
lim F(t)cosntdt = lim ——~—cosntdt =2 lim ————cosntdt = 0.
n—oo |__ n—oo | 2tant/2 n—oo Jo 2tant/2

La siguiente propiedad es importante, ya que simplifica estos criterios.

Proposicién 3.12. [16] Las integrales

" lpa(®) " ()]
| [

son finitas si, y solo si, las integrales (3.6) y (3.7) también lo son.

Demostracion. Es sencillo ver que 2tant/2 = ¢ para t — 0, es decir,
2tant/2
i 2002
t—0 t

Por lo tanto se tiene que 2tant/2 = O(t), y que t = O(2tant/2), y el resultado es inmediato. [

Utilizando esta formulacién equivalente de los tests de Dini y Pringsheim, se deducen las siguientes
observaciones.

Observacién 3.13. Si f(z+1t)— f(x) = O(|t|*), donde a > 0, entonces las integrales (3.6) y (3.7)
son finitas. En particular, si existe f'(x), dichas integrales son finitas.

Observacion 3.14. La integral (3.6) converge aun en el caso en que f es discontinua en x, siempre
y cuando p(t) tienda a cero suficientemente rdapido. Por otro lado, la integral (3.7) diverge en el
caso en que los limites laterales de f(x) sean diferentes.

Una consecuencia importante de estos resultados es el principio de localizacion, el cual nos asegura
la convergencia de S, a cero en todo intervalo interior a un intervalo fijado I en el cual la funcién
de partida f se anula. Antes de pasar a la demostracién debemos utilizar el siguiente lema.

Lema 3.15. [16] Sea f integrable, g acotada, y ambas periddicas. Entonces los coeficientes de
Fourier de la funcion x(t) = f(xz +t)g(t) tienden a cero uniformemente con respecto al pardmetro
x.

Demostracion. Por la Proposicién 2.35, serd suficiente demostrar que
lim w1 (d,x) =0
lim w1 (8, x) =0,

uniformemente sobre z. Sumando y restando f(z+1t)g(t+h), y aplicando la desigualdad triangular
se tiene
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w00 = [ Ixte+ ) = x(olas
< [l m = s ollgte+ wlde+ [5G+ 0l + ) - oo
—P+Q.

Supongamos que |g(t)| < M para todo t € (—m, ), y |h] < J. Es inmediato que P < Mw;(d; f).
Como f es integrable, esta tultima expresion tiende a cero por el teorema de Riemann-Lebesgue.
Por otro lado, dado ¢ > 0, podemos suponer que f = fi1 + fo, con f; acotada por B > 0, y
J7 | f2ldt < €/4M. Asi, tenemos que

s [ e+ D)llg(t + B — g(t)lde + / "ol 0)llglt + ) — g(®)ldt < Bun(5;g) + /2,

—T —Tr

de manera que, tomando § suficientemente pequeno, la expresion es menor que €. Esto prueba la
convergencia uniforme. O

Teorema 3.16. [16] Si f se anula en un intervalo I, entonces S[f] y S[f] convergen uniformemente
en todo intervalo I' interior a 1. Ademds, S[f] =0 sobre I'.

Demostracién. Sea x € I'. Sabemos que existe n > 0 tal que f(z +t) = 0 para todo |t| < 7. Sea
ahora A(t) la funcién periédica sobre el intervalo [—m, )

_J 0, siftl<n
) = { 1, silt|>n.

Haciendo uso de (3.3) tenemos que

Sr(x) = % 7Tf(ﬂr: +t)2tzj;1(§t)/2) sennt dt = % i f(z+t)g(t) sennt dt.

Podemos aplicar el lema anterior, ya que g(t) = A(t)/2tan(t/2) es acotada, y obtener que S} (x)
converge uniformemente sobre I’ . O

Similarmente podemos demostrar que S*(z) converge uniformemente a f(z).

El resultado puede enunciarse de otra manera, para lo cual necesitamos las siguientes definiciones.

[e.e] [e.e]
Definicién 3.17. [16] Decimos que dos series Z kn y Z hn, convergentes o no, son equiconver-
n=1 n=1

oo
gentes st g (kn, — hyn) = 0. Si esta suma eziste, pero es diferente de cero, decimos que las series
n=1

son equiconvergentes en el sentido amplio. Se define, andlogamente, la equiconvergencia uniforme
para sucesiones de funciones.

Teorema 3.18. [16] Si dos funciones f1 y fa coinciden sobre un intervalo I, entonces S[f1] y S[f2]
son uniformemente equiconvergentes sobre todo intervalo I' interior a I. Por otro lado, S[fi] vy
S[f2] son uniformemente equiconvergentes en el sentido amplio sobre I'.
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CAPITULO 3. CONVERGENCIA DE LA SERIE DE FOURIER

Demostracion. Basta tomar f = fi — fo y aplicar el Teorema 3.16. O

Antes de pasar al Test de Dirichlet-Jordan, tendremos que desarrollar las propiedades béasicas de
las funciones de variacién acotada, repasar el segundo teorema de valor medio para integrales, y
demostrar algunos lemas preliminares, entre los cuales veremos una versiéon uniforme del Teorema
de Riemann-Lebesgue.

Definicién 3.19. [8] Sea f : [a,b] — R una funcion, y sea [c, d] un subintervalo cualquiera de [a, b].
Si el conjunto

S = {Z |f(zr) — f(zr—1)| : {zx : 1 <k < n} es una particion de [c, d]}
k=1

es acotado, entonces definimos la variacion de f sobre [c,d] como V(f,[c,d]) =supS. Si S es no
acotado, entonces decimos que la variacion de f es co. Una funcion se dice de variacién acotada
si V(f,[c,d]) es finito.

Los siguientes lemas nos ayudaran a demostrar que una funcién de variacién acotada es diferencia
de dos funciones crecientes.

Lema 3.20. [8] Si una funcidn f es creciente en [a,b], entonces es de variacién acotada, y

V(f,[a,b]) = f(a) = f(b).

Demostracion. Sea {xy : 1 < k < n} una particién de [a, b]. Consideremos

n

D 1f(r) = Flae—1)| =Y (f(xr) = fzr-1)) = F(b) = f(a).
k=1

k=1

Por la naturaleza telescépica de esta suma, ésta serd la misma para toda particién de [a,b]. Asi,
tenemos que V([a,b]) = f(b) — f(a) < oo, con lo cual f es de variacién acotada. O

De manera andloga también podemos demostrar que si f es decreciente, entonces es de variacién

acotada con V(f,[a,b]) = f(a) — f(b).

Lema 3.21. [9] Si f es de variacion acotada en |a,b], entonces es de variacidn acotada en [a,c] y
en [c,b], para todo ¢ € (a,b). El reciproco también es cierto, y ademds,

V(f’ [a7 b]) = V(f7 [CL, C]) + V(f7 [Cv b])

Demostracion. Sea f de variacién acotada sobre [a,b]. Tomemos P, = {a = xo,21,...,Tm = C}
y P» = {¢c = yo,y1,.--,yn = b}, dos particiones de [a,c] y [c,b] respectivamente. Evidentemente,
P = P, U P, es una particién de [a, b]. Ademas,

m

> 1 @k) = Flae-)| + Y1) = Fue—1)| < V(. [a, b))
k=1

k=1

Por lo tanto, V(f,[a,c]) < V(f,[a,b]), y f es de variacién acotada sobre [a, c|. Similarmente, f es
de variacién acotada sobre [c, b].
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Para ver la otra implicacién, supongamos que f es de variacién acotada sobre [a,c] y [c,b], y sea
P ={a = 2p,21,..., 2, = b} una particién de [a,b]. Sea ¢ € [z,_1, 2,], con 7 < n. Entonces,

%
I
_

f(26) = f(zr—0)| + 1 () = Fz)l+ D 1f(20) = f2k-1)]

k=r+1

1) = farn)| =
k=1

i
— =

< QNG = Fae-) [+ 1f(z) = f(O) + £ (e) = F(zr-1)]

e
Il
—

> £ (zk) = flzrm)

k=r+1
< V(f:la,c)) + V(f, [ b))

_|_

De esta manera, obtenemos que V(f,[a,b]) < V(f,[a,c]) + V(f,[c,b]). Sea € > 0. Sabemos, por
definicién, que existen particiones P; = {a = xg,21,....,xm = ¢} y Po = {¢ = yo,y1,...,yn = b} de
[a,c] v [e,b], respectivamente, tales que

(@) D 1f(@r) = fler-1)] > V(S la,c]) — /2.

(i) ¥ [f(yr) = flyk=1)] > V(f,[c,b]) — €/2.

M- 1

Sumando (i) y (ii), obtenemos

> U @k) = fla-)l + D1 (we) = Fle—1)l > V(£ [a. ) + V(£ [e b]) — €.
k=1 k=1
Por lo tanto, V'(f,[a,b]) > V (f,[a,c]) + V(f,[c, b]). Esto concluye la demostracion. O

Lema 3.22. [8] Una funcion f cumple que V(f,[a,b]) =0 si, y solo si, f es constante en [a,b].

Demostracion. Supongamos que f es constante. Entonces f es mondtona, y por el lema anterior,
V(f[a,b]) = 0. Para ver la otra implicacién, suponemos que f no es constante en [a, b]. Queremos ver
entonces que V(f, [a,b]) # 0. Como f no es constante, existen x1, zo € [a, b] tales que f(x1) # f(x2).
Si tomamos ahora la particién dada por estos dos puntos, tenemos

V(£ la,b]) = [f(z1) — fa)| + | f(z2) — f(z1)] + | f(b) — flz2)| > 0.
O

Lema 3.23. [8] Si f es de variacion acotada en |a,b], y x € [a,b], entonces la funcién g(x) =
V(f,la,x]) es creciente.

Demostracion. Sean x1 < x2. Veamos que g(z1) < g(z2). Como f es de variacién acotada en [a, b,
es claro que es de variacién acotada en [a,z1]. Por el Lema 3.21, tenemos

V(fa [av 1’2]) = V(f7 [a,$1]) + V(fa [x1,$2]),
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es decir,
V([ la,z2]) = V([ [a,21]) = V(f, [21,22]).
De aqui, que
9(@2) — g(x1) = V(f, [21,32]) 2 0,

con lo cual g es creciente. Ademas, por el Lema 3.22, tenemos la igualdad sélo si f es constante en
[x1, x2]. O

Ya estamos en condiciones de demostrar el teorema.

Teorema 3.24. [8] Si f : [a,b] — R es una funcion de variacion acotada, entonces existen dos
funciones crecientes, f1 y fo, tales que f = f1 — fo.

Demostracion. Comenzamos definiendo fi(z) := V(f,[a,z]) para z € (a,b] y fi(a) = 0. Sabemos,
por el lema anterior, que f; es creciente. Definimos ahora fa(x) := fi(x) — f(x). Como f = f1 — fo,
sélo hace falta ver que fo es creciente. Supongamos que a < x < y < b. Por el Lema 3.21, podemos
escribir

[y) = fi(@) =V (] [z, y]) 2 [f(y) - f@)] = f(y) - f=).

De aqui deducimos que

hily) = fy) = filz) — f(=),
con lo cual, fa(y) > fa(x). O

Para probar los resultados que siguen a continuacion, utilizaremos que si f : [a,b] — R es inte-
grable Riemann, entonces es acotada. Por integrable Riemann nos referimos a cualquiera de las
dos definiciones habituales de esta integral. En un caso se trabaja con las sumas de Riemann, y
en el otro con las sumas inferior y superior de Darboux. Ambas definiciones son equivalentes. Sin
embargo, para evitar confusiones, observamos lo siguiente: en el caso de Darboux se supone que la
funcién es acotada (si no lo fuera, no podriamos tomar méximos o minimos) mientras que con las
sumas de Riemann podemos verificar que f es acotada. Es suficiente observar que si no lo fuera,
para cualquier particién habria un subintervalo no acotado. Escogiendo un punto arbitrariamente
grande en este intervalo, se tendria que la sumas de Riemann no convergen.

Teorema 3.25. [13] Sea f : [a,b] — R una funcién mondtona. Entonces f es integrable Riemann.

Demostracion. Sea X = {a = zg,x1, ..., x5, = b} una particién del intervalo [a,b], y sea

Ve(f)=sup  {f(t) = f(s)}.

S$tE[TK—_1,7k]
Denotando por U(f, X) y L(f, X) a las sumas superior e inferior respectivamente, tenemos que
n n
U0 = 107,X) = Y VilN Ao, < (V) I
k=1 k=1

donde || X|| = 1r<1rlkét<x Az es la longitud méxima de los intervalos que forman la particién. Supon-
n

gamos que f es monétona creciente. Por el Lema 3.20, tenemos que
Vi(f) = f(xg) — f(xp—1), k€ {1, ...,n}.
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Por lo tanto, la suma de las variaciones sobre todos los intervalos es simplemente la variacién sobre

[a, b]:
Z Vi(f) =V (f,[a,b]).
Lo mismo sucede si f es mondtona decrec1ente. En cualquiera de los dos casos se obtiene:
U(f, X) = L(f, X) < V(f, [a, b])[| X]].
Por lo tanto, para ver que f es integrable Riemann, dado € > 0, basta tomar particiones con

intervalos de tamafnio menor que €/(1 + V(f,[a,b])). O

Probamos ahora una version del segundo teorema de valor medio para integrales.

Teorema 3.26. [7] Sean f,g funciones integrables Riemann sobre [a,b]. Supongamos ademds que
f es creczente Y posztwa y denotemos por M y m respectivamente, al mdximo y minimo de la
funcion T (x f g(t)dt, = € [a,b]. Entonces se tiene que

/f ) dt < Mf(b).

En particular, existe ¢ € [a,b] tal que

b b
| i =10 [ g

Demostracion. Como hemos observado anteriormente, g ha de ser acotada, y por tanto existe d € R
tal que g(t) +d > 0 en [a,b]. Sea 0 = {a = zo,x1,...,z, = b} una particién de [a,b], y llamemos
n

Op = Zf xg)(zp — x—1). Utilizando que f es creciente y que T'(b) = 0, tenemos:

/f t)+d)ydt =) " F®)(g(t) + d) dt

k=1"%k-1
<SS e + dyt
k=1"%k-1
= far)(T(zh-1) — T(xx)) + doy,
k=1
= f(z)T(w0) = fa)T(@1) + Y flan)T(xp1) = Y f(an)T(xx) + doy,
k=2 k=

2
n—1 n—1

= f(e)T(20) — fla))T (1) + Y flane)T(ar) = D f(2e)T(zx) + do
k=1

i
[\

n—1
= f@)T(z0) + Y T(an)(f(2r41) — f (1)) + doy,
k=1

SM(ﬂm»+ (ﬂ%m)-ﬂﬂ%)+d%
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Observando que

concluimos que

De manera andloga se demuestra que / f(t)g(t)dt > mf(b). La segunda parte del teorema se sigue

del teorema del valor medio, ya que T'(x) es continua. O

Podemos repetir el procedimiento de esta demostracion para conseguir un resultado similar para
funciones decrecientes. Lo enunciaremos a continuacion, a modo de corolario, ya que haremos uso
de ello mas adelante.

Corolario 3.27. [7] Sean f, g funciones integrables Riemann sobre [a,b]. Supongamos ademds que
fes decreciente Y positiva y denotemos por M y m respectivamente, al mdximo y minimo de la
funcion T'(x f g(t)dt, x € [a,b]. Entonces se tiene que

/f ) dt < Mf(a).

En particular, existe ¢ € [a,b] tal que

b C
L/ﬂ%@ﬁZﬂ@/g@ﬁ

Volvemos ahora a nuestras series trigonométricas y probamos unos lemas preliminares que nos
permitirdn demostrar el Teorema de Dirichlet-Jordan.

Lema 3.28. [7] Sea f integrable y 2m-periddica. Entonces:

Suf(z) = i/oﬂ(f(a: 1)+ f(z — £)Da(t) dt, Vo R.

Demostracion. Observamos que podemos expresar el niicleo de Dirichlet como D, ( Z e’

k—fn
Teniendo en cuenta la periodicidad de f, y que D,, son funciones pares, obtenemos:

n

Spf(z) = Z cpe® Z o )etk ==t gy

k=—n k=—n

:ijﬂﬂ(%ﬁd = D= oy
:i/“fmm4wmmﬁ=i7¥u+@aﬁMt
—~ [0+ s o)Da0) d

0
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Las siguientes ilustraciones nos dan una idea de como se comporta el nicleo de Dirichlet. Observar
que es una funcién periédica, y que cerca del origen la funcién crece con n.

MY

ul
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S IR,
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-10*- -10*-

D, (z) paran =15 D, (z) paran =15

Lema 3.29. [7] Sean c¢,d € [0,7]. Entonces,

(t)dt| <.

Demostracion. Sea Gp( fo t)dt. Un pequeno estudio de la funcién nos permite observar
que Gy (z) es positiva en [O 7|y alcanza su maximo en 27 /(2n + 1). Es facil probar que es positiva
calculando explicitamente esta integral, utilizando la expresiéon del niicleo de Dirichlet como suma
de cosenos, y evaluando en los ceros de D,, (es decir, evaluando en 2kw/(2n+ 1)), entre los cuales se
encontraran los minimos locales, ya que D, (z) es precisamente la derivada de G,,(x). Como todos
seran positivos, la funcién sera positiva. Similarmente, para ver que 27/(2n + 1) es un méximo

global, podemos verificar que G,,(27/(2n+1)) — G, (2kw/(2n+1)) > 0, para k > 2. Utilizando esto
ultimo obtenemos,

2 2/t sen((n +1/2)s)
1Gnlloo, 0,11 —Gn(m> - /0 2sen(s/2)

/’T 2 sen s < 22n+1)
= S —_— T =
o (2n+1)2sen(s/(2n+1))  ~ 2(2n+1)
s . . sen s .,
En la dltima desigualdad utilizamos el hecho de que h(s) = es una funcién decre-

sen(s/(2n + 1))
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ciente, y que

lim h(t) =2n + 1.
t—0+

En particular, utilizando que G,,(z) es positiva, obtenemos

/c " (o)

independientemente de n. O

<m,

Lema 3.30. [7] Dado § > 0, existe una constante C' que depende de 6 tal que

/; Dy(t) dt' <C/n.

Demostracion. Integrando por partes, se obtiene que

/7r sen[(n + 1/2)t] gt — cos[(n +1/2)t]
é

sen(t/2]  (n+1/2)sen[t/2]

" ™ cos[(n + 1/2)t] cos|t/2]
S +/5 2n+1/2) sen2lt/2]

De esta expresion es facil deducir que, para un cierto C' (que depende de §),

/5 i Dn(t)dt’ < C/n.

El siguiente resultado es una versién del Teorema de Riemann-Lebesgue:

Teorema 3.31. [7] Sea f : (a,b) — R una funcidn integrable Riemann. Entonces, para cada
intervalo (c,d) C (a,b), se tiene que

d .
lim / ft)eMdt =0,

[A| =00

uniformemente con respecto a (c,d).

Demostracion. Sea f una funcién escalonada, y sea o := {xg = a, 1, ..., z, = b} una subdivisién
de (a,b) tal que f(z) = ay en [zy—1,zk). Entonces

z”: ei)\td
ap—
A

k=1

d .
/ f(t)ert dt

C

2 n
<) faxl.
Al =

Esto prueba el teorema para funciones escalonadas. Si suponemos que f es integrable Riemann
en (a,b), y consideramos ¢ > 0, sabemos que existe una funcién escalonada g. de manera que

ff |f(t) — ge(t)| dt < €. Por lo tanto, se tiene

d d d
/ f(t)eiktdt:/ ge(t)ei)\tdt+/ (F(t) — ge(t))e™ dt,

C
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3.2. ALGUNOS CRITERIOS DE CONVERGENCIA

de lo cual se deduce que

/Cdf(t)ei’\t dt‘ <

<

/Cdge(t)em dt' + /ab |f(t) — ge()] dt
/cd ge(t)e™ dt' +e.

Aplicando el resultado para funciones escalonadas se concluye el resultado. O

Sera necesario disponer del siguiente lema.

Lema 3.32. [7] Sea f integrable y 2m-periddica, y sea § > 0. Entonces
™

ltm [ f(z+t)Dy(t)dt =0,

n—oo 5

uniformemente con respecto a x € R.

Demostracion. Como 1/sen (t/2) es decreciente en (0, 7|, sabemos que, por el Teorema 3.26, existe
§= 5(1’) € [57 71—]7 tal que

™ 1 13
/5 fla+ODy(t)dt = s /5 F@ + ) sen [(n + 1/2)1] dt
Por otro lado, utilizando la identidad trigonométrica sen (o — 3) = sen «cos 8 — cos asen f3,
£ §+x
/ flx+t)sen[(n+1/2)t]dt = / f(t)sen[(n+1/2)(t — x)]dt
6 o+x
&t
= cos [(n +1/2)z] / f(t)sen[(n+1/2)t]dt
o+x
S+
—sen[(n+1/2)x] / f(t)cos[(n+1/2)t]dt.
o+x

Estas tltimas dos integrales convergen uniformemente a cero en [—m, 7], por el Teorema 3.31.
Tenemos entonces que lim [ 5” f(z 4+ t)Dy(t)dt = 0 uniformemente en [—m, 7], y por tanto en
n—oo

R. O

Volvemos ahora a tratar la convergencia de la serie de Fourier. Para enunciar el siguiente teorema,
utilizaremos la notacién f(x 4 0) para denotar los limites laterales por izquierda y por derecha de

f alrededor de .
Teorema 3.33 (Test de Dirichlet-Jordan [7]). Supongamos que f es 2m-periddica y de variacion
acotada sobre |a,b]. Entonces:
(i) para todo x € (a,b), Sy[f](z) converge al valor 3[f(z40)+ f(xz—0)]; en particular, S,|[f](z)
converge a f(x) en todo punto de continuidad de f;

(ii) si, ademds, f es continua en todo punto de (a,b), entonces Sy, [f](z) converge uniformemente
sobre cualquier subintervalo cerrado contenido en (a,b).
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CAPITULO 3. CONVERGENCIA DE LA SERIE DE FOURIER

Demostracion. Sea [a,b] un intervalo con b—a < 27. Como toda funcién de variacién acotada sobre
[a,b] es la diferencia de dos funciones crecientes, bastard demostrar el resultado para f creciente.
Para probar (i), supongamos que x € (a,b), y sea g, (t) := f(z+t) — f(x+0)+ f(x —t) — f(z —0).
Dado € > 0, sea § > 0 tal que

[f(z+0) = flx+0)[+|f(x—0) - f(z - 0)| <e.
Aplicando el Lema 3.28 en la primera igualdad, y que [ Dy (t)dt = m/2, obtenemos

5,0(w) = glfe+0)+ f@ =0 = = ["(la+0) = la+0)+ flo =) = fle D (0)

1 [0 L[
~~ [ aeDu®dt+ [ ao)Du(s)ds

7['
=1+ I>.

Como f(x+t)— f(x+0)y —(f(x —t) — f(xz — 0)) son crecientes, utilizando el Lema 3.29, junto
al Teorema 3.26 con ¢(t) = Dy(t), se deduce que

6 6
< |s [0 - seropa@a + |2 [ -0 - s - oD a

<2(|f(x+06) = f(@+0)[ +[f(z —6) — f(x = 0)])
< 2e. (3.8)

Por otro lado, utilizando el Lema 3.30,

1l = | [ aaopoas

= /5 C(Flett)— fle+0)+ flz—t) — flz— 0)Da(t) dt

™

<C/n. (3.9)

Hemos obtenido entonces que,

Suf(x) — %[f(a: +0) + flz—0)]| < 26+ C/n.

lo cual prueba la convergencia puntual.

Para ver (ii), notamos en primer lugar que para todo = € [a,b], f(z +0) = f(z —0) = f(z).
Serd suficiente estimar I e Iy uniformemente en [a + 0,b — o], con 0 < 0 < (b —a)/2. Como f es
uniformemente continua en [a, b], dado € > 0, escogemos 0 < § < o tal que

[f(z+06) = f(@)[+[f(z = 6) = f(x)] <e

uniformemente respecto a = en [a + 0,b — o]. Por lo tanto, de (3.8), se obtiene que |[[;| < 2¢
uniformemente en [a + o,b — o). Por otro lado,

|Ig|§7lr‘/;f(x+t)Dn(t)dt‘+ /67Tf(:c—t)Dn(t)dt‘+72T [f(x)pn(t)dt,

con lo cual la acotacién uniforme es consecuencia del Lema 3.32 y del Lema 3.30. O

1
T
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3.2. ALGUNOS CRITERIOS DE CONVERGENCIA

Estudiamos a continuacién un analogo de este teorema para S[f].

Teorema 3.34. ~[16] Si f es de wvariacion acotada, una condicion necesaria y suficiente para la
convergencia de S[f|(x) es la existencia de la integral

pon 2T () 2 (T () s
f(x)——ﬂ 0 2tant/2dt_hlg~nk0_7r h 2tant/2dt_hngnr0f($’h)’

que representa entonces la suma de S[f].

Demostracion. Sea 1(t) = L[f(vo +t) — f(wo — t)]. Como S[f](x9) = S[¢](0), podemos suponer
que zg = 0 y que f es impar. Tenemos entonces que ¥4, (t) = f(¢). Supongamos, por el momento,
que f es positiva y creciente en (0, 7). Entonces

550~ Fomm =2 [T L0 cosmy -2 [ SO

T/n 5 ™
:_2/ f(t)D;“Ldt+2/ ﬂcosntdt
7 Jo T Jum 2tant/2

=A+B.

Supongamos que f es continua en t = 0, es decir, }I'Hé f(t) = 0. Como ]DZ’ <n,
—

n [T/
A< /0 F(t)dt < 2f(r/n) = o(1).

Dado € > 0, sea n > 0 tal que f(n) < €, y ponemos

2 (M f@) 2 (7 @) '
B=— — tdt+— | ——— tdt =B+ B".
W/,,/thant/Z cos —‘_71'/77 2tant/2 cost +

Aplicando el Teorema 3.26 dos veces (la primera es en realidad el Corolario 3.27), tenemos

/

L1 " 1 L 12n 2
|B'| = |— cot [7/2n] f(t)cosntdt| = |—cot[n/2n]|f(n) cosntdt| < ——e—,
™ 7/n 7T n" T™T N
de manera que |B’| < e. Por otro lado, lim |B”| = 0 por el Teorema 3.31. Hemos probado que
n o0

lim S#(0)— f(0; w/n) = 0. De manera ansloga, no es dificil mostrar que este limite es finito cuando
n—0o0

f(0+) # 0. En el caso en que f no sea ni positiva ni creciente, bastard descomponerla en sus partes
negativa y positiva, y al ser de variacion acotada, podremos adem&s descomponerla como en el
Teorema 3.24, para luego efectuar las acotaciones. Las funciones en las que se descompone f serdn
continuas en ¢ = 0 cuando f lo sea. Sea 7/(n+ 1) < h < 7/n. En el caso general de una funcién f
de variacién acotada tenemos

Fo:m) - gom| <2 77 UOL < 20D (1 s = ot

T Jajme1) 2tant/2 T o7 n n+1

con lo cual hemos finalizado el argumento. O

En el siguiente capitulo veremos que la continuidad de una funcién no es suficiente para asegurar su
convergencia puntual. Sin embargo, el Teorema de Dini-Lipschitz, que veremos a continuacién, nos
aporta un resultado valioso para funciones continuas. Vale la pena mencionar que el problema de
la convergencia de la serie de Fourier no es en absoluto trivial: condiciones necesarias y suficientes
para la convergencia puntual no son conocidas.
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CAPITULO 3. CONVERGENCIA DE LA SERIE DE FOURIER

Teorema 3.35 (Dini-Lipschitz [16]). Supongamos que f es una funcion continua tal que su médulo
de continuidad satisface %irr(l) w(0)logd = 0. Entonces S[f] converge uniformemente.
ﬁ

Demostracion. Utilizaremos (3.4), fijando x, y tomando

cott/2
o) =w®) X0 =o)L, y=nm
Tenemos
™ TN
m[Sp(z) — f(z)] = 2/ x(t)sennt dt = —2/ x(t +n) sennt dt
x .
s ™"
:/ x(t) sen(nt) dt —/ x(t +n) sennt dt
- .
™" Ly
:/ (x(?) —X(t‘i‘n))senntdt—i-/ x(t) sen nt dt
n T™—n
U "
+/ X (t) sennt dt —/ X(t +n)senntdt
0 -1
:Il +IQ+I3+I4.
Como |% senntcot [t/2]| = |Dj| < n (y sen(nt + 1) = —sennt),

n n 2n
|13|+|f4r§n/ |¢<t>|dt+n/ Iw(t+n)!dt§2n/ o(t)] dt.
0 0

-

Por otro lado, paran > 2y t € (m —n,7),

[x(t) sennt]| < [p(t)] < %{\f(ﬂ?ﬂ) +1f (@ =) +2/f (@)}, (3.10)

y como la integral indefinida define una funcién continua (en particular continua por la izquierda en
), tenemos que Iy = o(1) uniformemente. Por otro lado, sumando y restando ¢(t) cot [(t 4+ 1)/2],

= 1 1 T e(t) — et + 1)l
|11\§ll; ’@(0|{2tanw/2]_>2tan[@~+1ﬂ/2]}6ﬁ_kj£ 2 tan [(t + 1)/2] .

%] = sen[HT"] cos% — COS[HT”] sen %, obtenemos

[tﬂ_

Utilizando la identidad sen Z = sen 5

2

1 1 senn/2

2tan[t/2]  2tan[(t +n)/2] ~ 2sen [t/2] sen [(t +n)/2] < 7n/4t?.

En la dltima desigualdad usamos que sen (1/2) < (n/2). Considerando todo lo anterior, junto a que
2tan (t/2) > t para todo t € (0,7), nos bastard estudiar la siguiente suma

L™ |o(t) — ot ™ |o(t 2 [
/ lt) = ¢ +”)‘dt+n/ WdH/ ()| dt = Jy + Jo + J. (3.11)
s n t n t nJo

Observando que

(0t) (i + )] < 51+ ) = @+ b+ )] + 5lF @ — 1) = flz — 1 = n)] < wl),
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3.3. EL FENOMENO DE GIBBS

se deduce que

J1 < =

—_
;‘“2
‘E
—
3
N~—

jo 8

~

I

\

g
—~
3
S~—
—

-

=
—~

3
S—

|

—

=
—~
SN—
\._/

La hipétesis principal del teorema nos garantiza que esta ultima expresion serd arbitrariamente
pequena para n suficientemente grande. Similarmente, como h’n(}J ©(t) = 0 uniformemente en x, dado
t—

e > 0, tomamos 0 > 0, tal que |¢(t)| < € para todo 0 < t < §. Entonces, para n suficientemente

grande,
§ ’ g
o(t)] / |p(8)]
Jo = dt dt.
? 77/77 t2 B 0 t2

Como

6|<P
)| <1 1)
77/ dt <nel - —=],
n 2 )

es claro que lim Jy < € uniformemente en z. Por ltimo,
n—oo

Js < 2n7te2n = 4e,

con lo cual hemos terminado la demostracion. O

Ejemplo 3.36. Si tenemos una funcion f € A, (véase la Definicion 2.32), con 0 < a < 1,
podemos probar que Syz, f] — f(x) = O(n~*logn) uniformemente en x. En efecto, retomando el
razonamiento del Teorema 3.35, en la suma (3.11), tendremos que J; = O(n~"%logn), ya que de la
hipdtesis se deduce que o(t +n) — p(t) = O(n®). Teniendo en cuenta que p(t) = O(t%), es sencillo
verificar que Jo = O(n~%) sia < 1, y que Jo = O(n"'logn) cuando o = 1. Ademds, es claro que
J3 = O(n~%). Por dltimo, no podemos olvidarnos del término Iy que aparece en la demostracion.

™ ™
Si volvemos a (3.10), claramente |I| < C’/ t*dt < C’7r0‘/ 1dt, para alguna constante C. Y
T—n T—

U
finalmente se obtiene que |Io| = O(n) = O(n™%).

3.3. El fenémeno de Gibbs

La referencia principal de esta seccién sera [4]. Cuando queremos aproximar una funcién f de
variacion acotada con las sumas parciales de su serie de Fourier asociada, se puede observar un
comportamiento particular cerca de los puntos de discontinuidad aislados. Trataremos el caso en
que f es discontinua en x = a y f(a —0) < f(a 4+ 0), siendo completamente andlogo el caso
f(a—=0)> f(a+0). Cuando dibujamos las sumas parciales s, (z) notamos que cerca del punto de
discontinuidad la aproximacion se aleja de la funcién. Es 1til mirar este fendmeno en las siguientes
ilustraciones para la funcién 27-periddica definida en el intervalo [0, 27) por f(z) = 27 — =.
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CAPITULO 3. CONVERGENCIA DE LA SERIE DE FOURIER

Sn(x) paran =15

1 2 3 4 5 6l 1 2 3 4 5 6|
sn(z) para n = 30 sn(z) para n = 80

Se puede observar que el maximo de s,(x) parece conservar una distancia vertical fija respecto de
la funcién original, y esta distancia no parece disminuir al hacer crecer n. Esta es la caracteristica
fundamental del fenémeno que queremos estudiar. Uno puede estimar numéricamente la siguiente
integral, que sera esencial en todo lo que sigue:

oo
t
/ SRt~ —0,2811.
s

t

Definicion 3.37. Sea f una funcion de variacion acotada, con discontinuidad aislada en x = a.
Sean M, y my, el primer mdzrimo local de s, a la derecha de x = a y el primer minimo local de s, a
la izquierda de x = a respectivamente, y sea P := [ %2 d¢. Si escribimos D := f(a+0)— f(a—0),
diremos que una funcion exhibe el fenémeno de Gibbs siempre que

lim M, = f(a+0)— DP/x, lim m, = f(a—0)+ DP/m.
n—oo n—o0

Antes de probar el resultado fundamental de esta seccion, el cual nos asegurard que el fenémeno
de Gibbs ocurre en este tipo de funciones, estudiaremos el caso particular de la serie

f: sen (2k — 1)z
2k—1
k=1

Es sencillo verificar que ésta es la serie de Fourier para f cuando

—7/2, - <x<O0,
flx) = /2, O<z<m,
0, x € {m,—m,0}.
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n

2k —1
Si ponemos s, () = Z W, es claro que
k=1
is (x) = QZn:cos [(2k — 1)z] = sen 2nz (3.12)
dx " — - senz '

La tdltima igualdad se prueba haciendo induccion, utilizando la identidad
sen2nx = 2senz cos [(2n — 1)z] 4 sen [(2n — 1)z],
en el paso inductivo. A su vez, esta iltima identidad puede verificarse restando las dos igualdades

sen [(2n — 1)x] cosx £+ cos[(2n — 1)z]senx = sen [(2n — 1)z £ x|

De (3.12), deducimos que

* 2nt
sn(ac):/ sen 2n .
0

t
y también
£ 2nt r 1 1
sn(x)—/ Senn dt:/ sen2nt| —— — = | dt.
0 t 0 sent t
00 k+142k—3
-1 t
Ahora, como t — sent = 2 E ((2)14:—1)!’ obtenemos
k=2
2nx T o0 k+142k—3
sent t (=1) ¢
— dt = 2nt dt.
5n(®) /0 t /0 sen = sent(z (2k —1)! )
k=2
> (_1)k+1t2k73
Pero tcosect crece continuamente desde 1 hasta 7/2, y 0 < E W < t/3! cuando

k=2
0 < t < m/2. De esta manera,

2nx x
sent m s
— dt| < — | tdt < —z?
5n(7) /0 ¢ ‘ 12/0 24"

cuando 0 < x < 7/2. Podemos concluir entonces que dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

2nx
sent
sn(z) —/ dt‘ <,
0 t

para todo 0 <z < 4, y para todo n € Ng. Si ademds escogemos n tal que 5~ < 4§, tenemos

T Tsent
sn<—) - dt| < e,
2n 0 t

* sent
o lo que es lo mismo, recordando que P = / ;
™

sa(gn) = (5 +| [ ar])| <

Esta tltima expresién nos dice que las aproximaciones s, (x), para n suficientemente grande y = > 0,

exceden § = f(z) por un valor cercano a |P|~ 0,2811.

dt ~ —0,2811 < 0,
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Teorema 3.38. Sea f una funcion de variacion acotada que presenta una discontinuidad aislada
enx = a, y tal que f(a+0) > f(a —0). Entonces, empleando las notaciones anteriores,

lim M, = f(a+0) — DP/m, 1Lm my, = f(a—0)+ DP/m. (3.13)

En otras palabras, f exhibe el fenomeno de Gibbs en x = a.

Demostracion. Demostraremos sélo la primer parte de (3.13), siendo la otra completamente anélo-
ga. Comenzamos definiendo

o(x —a) = Z (2]{:1_1) sen [(2k — 1)(z — a)].

k=1

Entonces,

B /2, a<x<m+a,
gzﬁ(x—a)—{ —m/2, —-mT+a<z<a,

y se tiene que ¢(+0) = 7/2, ¢(—0) = —7/2, ¢(0) =0y ¢(z) = ¢(z + 27).

Sea
1) = (@)~ 1@+ 0) ~ fla—0)] = T[fa+0) ~ fla— 0oz —a),  (3.14)

y definamos f(z), cuando = = a, como 1[f(a + 0) + f(a — 0)]. Entonces se tiene que y(a + 0) =

v(a —0) = y(a) =0, y que y(x) es continua en x = a. Numeramos los siguientes argumentos de I
a V para mayor claridad.

I. Como «(z) es continua en x = a, y y(a) = 0, dado € > 0 existe 0 < § < € tal que |y(z)| < €/4
siempre que |z —a| < 4.

II. Al ser f de variacién acotada, es evidente que ¢ también lo es. Por lo tanto, la serie de Fourier
de ~y(z) serd uniformemente convergente en un intervalo [«, 3], el cual no contiene ninguna otra
discontinuidad de f(z) ni de ¢(x) que = = a. Sean ahora s, (x), ¢n(z —a), () las sumas parciales
de las series de Fourier de f(x), ¢(xz — a) y v(x), respectivamente. Sabemos entonces que existe
n1 € Ny tal que

[y (@) = ()| < e€/4,

para todo n > n1, y para todo a < z < 5. Ademas,
[y (@)] < (@) = y(@)| + [ (2)] < €e/4+€/4=¢/2
para todo |z —a| < J,cona<a—d0<a<a+d<fB,yn>n.

III. Si n es par, el primer méximo de ¢,(x — a) a la derecha de z = a se alcanza en M = a + 7/n.
Si n es impar, serd en M = a + w/(n + 1). En cualquier caso, existe ng € Ny tal que

““M) L tdt‘ < ST — T

para todo n > no.
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IV. Sea n3 € Ny tal que 7/n3 < 4.

V. En el intervalo [a + 6, 5], sn(x) converge uniformemente a f(x). Sabemos entonces que existe
ng € Ny tal que |f(x) — s,(x)| < € para todo n > ny4, y para todo x en este intervalo.

De (3.14), se obtiene
fla+0) - fla—0)

™

n(2) = S ((a+0) + f(a—0)) + on(z — a) + n(z).

Ahora, si ng = méx{ny, ne,ng,n4}, se sigue de I-V que la curva s,(z), cuando n > ng, en el
intervalo [a, 3], se comporta de la siguiente manera:

Cuando z = a, se tiene que |s,(a) — 3[f(a+ 0) + f(a — 0)]| < €/2. Luego la curva asciende hasta
algin punto x a distancia menor que € de

1 fl@+0)— f(a—0) [™sent
SLfa+0)+ fla—0)] + |

T t

Podemos reescribir la tltima expresiéon como

fla+0)— f(a—0) /°° sent

T t

fla+0)— dt,

lo cual finaliza la demostraciéon. Una vez alcanzada esta altura, la curva oscila alrededor de f(z)
hasta que z alcanza el valor a + . Sobre el intervalo [a + d, 5], la curva permanece en la bola de
radio €/2 alrededor de f(x). O

3.4. Constantes de Lebesgue

Definicién 3.39. [16] Denominamos constantes de Lebesgue a los nimeros

I 2 [T
Lo=1 [T Do) dt = /
T ™ Jo

—T

sen[(n + 1/2)t]
2sent/2

K2

Es claro que si |f| < 1, entonces
1 ™
Sues Nl < = [ 17+ 0lIDAD]di < Ly,

para todo z. Si tomamos f(t) =sign(Dn(t)), tendremos Sy (0; f) = Ly. Si bien Dy (t) es discontinua
en un numero finito de puntos, dado ¢ > 0, podemos modificar esta funcién cerca de los puntos de
discontinuidad y obtener una funcién f continua de manera que S, (0; f) > L, —e. Concluimos que
L, para cada n € Ny, es:

» el maximo de |S,(x; f)| para todo x y para toda f tal que |f| < 1;
» el supremo de |Sy,(x; f)| para todo x y para toda f continua tal que |f| < 1.

Proposicién 3.40. [16] Las constantes de Lebesgue satisfacen

L, =47 2logn + O(1).
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Demostracion. Observemos que la funcién 1 — 1 cot /2 es acotada para [t| < m. Como Dy (t) —

t
DLt <1/2,y,

L2 [ iDiwla o == [ [sennt] 1\ o)
T 0 0 t

T
2 n—1 (k+1)m/n t 2 w/n n—1 1
_Z/ |Senn|dt+0(1)—/ sennt 27 dt+ O(1).
T &= Jin/n t T Jo k:It—i-kﬂ'/n
En la ultima igualdad utilizamos que |sen [nt + k7]| = |sennt|. También hemos incluido en O(1)

al caso k = 0 de la sumatoria de la dltima expresion. Si tenemos en cuenta que t se mueve en el
intervalo (0,7/n), deducimos que

n—1 n—1 1 n
1 . -1 .
1/5 < — < 1
D DLVED DIy SV
J=1 k=1 7j=2
con lo cual
n—1 1
-1
_— = 1 O(1)].
Zt—i—/ﬁr/n n[logn + O(1)]
k=1
w/n
La demostracion termina observando que / senntdt = 2/n. O
0
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Capitulo 4

Métodos de sumabilidad

1. Sumabilidad de series numéricas. Matrices regulares.
Sumabilidad (C,k). Medias aritméticas de Cesaro de orden k.

Sumabilidad Abel. Relacién entre los diversos métodos de sumabilidad.

- W

Teoremas Tauberianos. Cudando un método de sumabilidad implica sumabilidad usual? Teo-
rema de Tauber. Teorema de Littlewood.

ot

Sumabilidad de S[f] y de S[f]. Ntcleos de sumabilidad.

6. Medias (C,1) de S[f] y de S[f]. Nticleo de Fejér. Teorema de Fejér. Teorema de aproximacién
de Weierstrass.

7. Sumabilidad Abel de S[f] y de S[f]. Nticleo de Poisson. Extensién arménica.
8. Convergencia en norma.

9. Funciones trigonométricas especiales.

En este capitulo generalizaremos la definicién de convergencia de una serie, de manera que una
serie que diverge en el sentido habitual, puede ser convergente en nuestro nuevo marco de trabajo.
Haremos esto mediante matrices reales infinitas que cumplen ciertas condiciones. Luego de ver los
teoremas y propiedades basicas de estos métodos de sumabilidad, veremos que las nuevas conver-
gencias, y algunas hipétesis especificas, implicaran la convergencia usual. Esto tltimo sera de gran
utilidad para aplicar todas estas ideas al estudio de la convergencia de la serie de Fourier de una
funcién. Hacia el final del capitulo veremos algunas cuestiones sobre la convergencia en norma.

4.1. Sumabilidad de series numéricas

Consideremos una matriz real infinita M = (a;;); jen,- A cada sucesion {sy}ren,, le asociamos otra
sucesién {op }nen, dada por:

e}
Op = Zanksk, (4.1)
k=0
siempre suponiendo que (4.1) converge.
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CAPITULO 4. METODOS DE SUMABILIDAD

Definicién 4.1. [16] Si existe s € R tal que lim on = 8, diremos que la sucesion {sy} es sumable
n oo

M con limite s. Decimos también que los elementos de {o,} son las medias lineales de {s},
determinadas por M.

oo oo
Supongamos también que los ndameros N,, := Z lank| vy An = Za”k existen y son finitos para
k=0 k=0

todo n.

Definicién 4.2. [16] Diremos que la matriz M es regular si se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) lm an, =0, para todo k;
n—oo

(ii) {Nnp}nen, es un conjunto acotado;

(i) lm A, = 1.

n—00

Si a;j > 0 para todo i,j € Ny, la condicion (i) es consecuencia de (iii), y diremos que M es una
matriz positiva.

Teorema 4.3. [16] Si M es una matriz reqular, y si ka s =38, con s € R, entonces lim o, = s.
—00 n—oo

Demostracion. Supongamos que s = S + €, con € € Ry klggo er = 0, y sea o, = 0, + o), con

[e.9]
o, =sA,, oh= Zekank.
k=0
Por la condicién (iii) es claro que lim o], = s. Sea N = sup {N,} v, si 7 > 0, sea ko € Ny tal que
n—oo ’I’LENO
lex] < 7/2N, para todo k > ko. Entonces

ko . 00
o] §Z|€k”ank‘+ﬁ > lankl-
k=0 k=ko+1

La primer suma de la derecha tiende a cero por la condicién (i), y por tanto es menor que 7/2
para n > ng, para algin ng € Ny. El término de la derecha serd también menor que 7/2, y queda
demostrado el teorema. O

Teorema 4.4. [16] Sea M una matriz reqular y positiva, entonces

liminf s, < liminf o, < limsup o, < limsup sy, (4.2)
k—ro0 n—0o0 n—o00 k—o00

para cualquier sucesion {sy}ren, para la cual op € R, para todo n.

Demostracidn. Para probar la desigualdad de la derecha podemos suponer que lim sup s, = s*, con
k—o0
§* < +o00. Sea o > s*. Entonces existe kg tal que s < «, para todo k > kg y, por (i),

o0
on<o(l)+a D ank=o0(1) + a(A, +o(1)). (4.3)
k=ko+1
No es dificil verificar (4.3) utilizando la definicién de la o-pequena. Se sigue entonces que, por

(iii), limsupo, < a, y, por tanto, limsupo, < s*. La primer igualdad de (4.2) se demuestra
n—oo n—oo
similarmente. O
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4.2. SUMABILIDAD (C, K)

4.2. Sumabilidad (C, k)

Teorema 4.5. [16] Sean {p;}icn, ¥ {4;}jen, dos sucesiones, con q; > 0 para todo j € Ng. Sean

n

n
P, ::th Qn ::qu7
=0

=0

con lim @, = oco. Entonces, si lim py,/q, = s, se tiene que lim P,/Q, = s.
n—oo n—oo n—oo

Demostracion. Sean s = pr/qx, y on = Pn/Qn. Entonces las o, son medias lineales de {sj}
respecto de la matriz M dada por los coeficientes

P Qk/ Qn, sik<n
nk 0, si k> n.
Claramente la matriz es positiva, por lo cual bastara verificar las condiciones (i) y (iii) para com-
probar que es regular. Como lim @, = oo, (i) es claro. Para ver la condicién (iii), observamos
n—oo
que

lim A, = lim Zank = lim 1=

n—oo n—oo

Basta aplicar entonces el Teorema 4.4. Observar que en este caso s puede ser infinito. ]

En particular, tomando ¢ = 1 para todo k, obtenemos el resultado clasico de Cauchy: si ka Sp =
—00

k

s, entonces lim —— g sj = s. Dada una sucesién {s,} utilizaremos de aqui en adelante las

7=0

sucesiones asociadas siguientes, para cada k € Ny:

0 . k __ k—1
S)=sn SE=3" 561
Jj=0
n
0 _ 1. k __ k—1
AQ=1; A=A
Jj=0

Definicién 4.6. [16] Diremos que la sucesion {s}ren, (0 la sucesion cuyas sumas parciales son
si) es (C,k)-sumable con limite (o suma) s si lim S¥/AF = 5.
n—oo

La sumabilidad (C,0) es la convergencia ordinaria. La sumabilidad (C,1) es la convergencia de
1 n
Cp = ntl Z Sk
k=0

Proposicién 4.7. [16] Si una sucesion {sy}nen, €s (C, k)-sumable, entonces también es (C,k+1)-
sumable al mismo limite.

Demostracion. Basta aplicar el Teorema 4.5 con p, = Sk y ¢, = AF. O
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CAPITULO 4. METODOS DE SUMABILIDAD

Observemos que el reciproco no es cierto en general. Si tomamos, por ejemplo, la sucesién dada
n

por s, = Z(—l)k‘H, habréd sumabilidad (C, 1) con limite 1/2, pero evidentemente no tendremos

k=1
la convergencia usual.

En los resultados subsiguientes utilizaremos el siguiente resultado sobre productos de series.

o0 oo
Definicién 4.8. [1] Dadas dos series Z an Yy Z by, definimos

n=0 n=0

n
Cp = Zakbn—k’
k=0

oo 0. ] o
para todo n. Diremos que la serie ch es el producto de Cauchy de Zan Y Z by, .

n=0 n=0 n=0
o0
Teorema 4.9 (Mertens [1]). Supongamos que Zan converge absolutamente y tiene suma A, y
n=0

(o]
que an converge con suma B. Entonces el producto de Cauchy de estas dos series converge y

) n=0
tiene suma AB.

Demostracion. Sean
n n n
An = E ag, Bn = E bk, Cn = E Ck,
k=0 k=0 k=0

n

donde ¢ es como en la Definicién 4.8. Sean también d,, ;== B — B, y e, := Z ard,_r. Entonces,

k=0
P n p P
Co=>_ apbpr=>_Y_ falk), (4.4)
n=0 k=0 n=0 k=0
donde
| agby—g, sin>k
fn(k) = { 0, sin < k.
Entonces podemos reescribir (4.4) de la siguiente manera:
PP PP p p—k p
Co=> > falk) =D arbps = ar Y bm= arBpi
k=0 n=0 k=0 n=k k=0  m=0 k=0
P
> ap(B —dp_i) = A,B — ey
k=0



4.2. SUMABILIDAD (C, K)

Para completar la demostracién, sera suficiente probar que lim e, = 0. La sucesién {d,} converge
p-}OO

(o.0]
a cero claramente, y podemos escoger M > 0 tal que |d,| < M, para todo n. Sea K = Z lan|.
n=0

Dado € > 0, sea N tal que |d,| < ¢/2K, para todo n > N, y tal que

o0

> anl < ¢/2M.
n=N+1
Entonces, para p > 2N, tenemos
N D ¢ N p
lep] < Z |ardp—1| + Z |adp—i| < 5K Z |ak| + M Z |ay]
k=0 k=N-+1 k=0 k=N+1
€ o0 (0.9}
g lal+M Y7 jarl <e/2+e/2=c
k=0 k=N+1
Deducimos entonces que lim C, = AB. O
p—00

Definicién 4.10. [12] Sea B € R, y k € Ny. Los coeficientes binomiales vienen dados por:

<i> :{ B(ﬁ—l)...(ﬁl’—k—kl)/k:!, ZZZAS

o0
Lema 4.11. [12] Si a € R, se tiene que (1 + z)* = Z <a> x".
n=0
Demostracion. Es inmediato desarrollando la serie de Taylor de la funcién f(z) = (1 4 z)?. O]

n

Proposicién 4.12. [16] Si C,, = ch para todo n y |z| < 1, entonces

k=0

oo oo

Z '’ = (1—1x) Z Crx",
n=0 n=0

suponiendo que alguna de las dos series converge.

Demostracion. Sila serie de la derecha converge, el resultado es inmediato efectuando la multipli-
cacién. Si suponemos que |z| < 1y que la serie de la izquierda converge, entonces

o o0 o0 oo
(1-— x)_l ch:v” = Zx” Z cpxt = Z C,.
n=0 n=0 n=0 n=0
En la dltima igualdad hemos aplicado el Teorema 4.9. O
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CAPITULO 4. METODOS DE SUMABILIDAD

Proposicién 4.13. [16] Si AX y Sk estdn definidos como en la sumabilidad Césaro de orden k,
entonces

ZAk (1—2x)" k=1

Zsk n: klzun ’

n=0

donde cada sy es la k-ésima suma parcial de la sucesion {up fnen, -

Demostracion. Utilizando la proposicién anterior se obtiene

ZAk "=(1-2)! iA’fb_lx" =(1—2)? iA’fb_%v" = .. =1—gz) k1
n=0 n=0

y también

iSﬁm" =(1—2)! iSﬁ_lx" =(1—z)2 iSﬁ_Q:U” =.=(1-z)F ngm”.
n=0 n=0 n=0 n=0

O

La idea de la proposicién anterior es generalizar nuestra definicién de sumabilidad (C,k) para
numeros reales, como veremos a continuacion.

oo
Definicién 4.14. [16] Sea o € R. Una sucesion {sy} (o una serie Zun cuyas sumas parciales

n=0
son si) es (C,a)-sumable con limite (o suma) s, si

lim oy = lim S;/AD = s
n—o0

n—oo

donde A% y S5 vienen dados implicitamente por las formulas

Z Aa n __ 1 - CL’) a—1
Z Sea=(1—xz)" ¢ i spr” = (1 —z)~ @1 i upx”.
n=0 n=0 n=0

Veamos que efectivamente estas férmulas nos definen los Af y Sy

Proposicién 4.15. [3] Para todo a € R y n € Ny, se tiene que

Aﬁz(”“‘)
n



4.2. SUMABILIDAD (C, K)

Demostracion. Como

n=0 n=0

Ao (_1)n<_1n_ a> _ (n—;a)

Esta ultima igualdad es inmediata a partir de la definicién de coeficiente binomial. Similarmente,

obtenemos que

Z Spa =(1—xz)" ¢ Z S0gm
n=0 n=0

O

Proposicién 4.16. [16] Sean A y S& como antes. Entonces se cumplen las siguientes identidades:

Aa+ﬁ+1 ZAaAn ¥

( Sa+[3+1 ZSI(; 5

(iii) un = A %250

k=0

Demostracion. Para ver (i) observamos que

oo

ZATO;-&-,B-&-lxn _ (1 _ x)—a—l—b’—l _ (1 _ x)—oz—l<1 _ x)—ﬂ—l

n=0
- ( i Agﬂ) ( i Aka>
n=0 k=0
= Z Z AgAg—k xnv

n=0 k=0
donde en la tltima igualdad hemos aplicado el producto de Cauchy. Las identidades restantes se
demuestran de manera similar. d
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CAPITULO 4. METODOS DE SUMABILIDAD

Lema 4.17. [16] Los coeficientes AS satisfacen
Ao — ntay L
n IMNa+1)

Demostracion. Tomamos la definicién de Euler de la funcién Gamma sobre el plano complejo:
[FS%
nln

[(z) :== nlg]go S EFSYNEFET Es fécil verificar que I'(z + 1) = 2T'(z), y usando esto podemos
r 1
reescribir el coeficiente binomial como mray _ m. Como de la definicién de la
n n!l(a+ 1)
funcion Gamma se desprende que
nln®
lim ——— =1
neTntat+1)
obtenemos
, n , nn!l(a + 1)
lim ——e———— = lim =1,
que es lo que queriamos probar. O
oo
Teorema 4.18. [16] Si una serie Z uy, es (C,a)-sumable, con o > —1 y suma s, entonces también
n=0

es (C,a + h)-sumable a s, para todo h > 0.

Demostracion. Sean ¢ff las medias de Césaro de la serie, es decir, 0% = S5 /A%. Utilizando el
segundo apartado de la Proposicién 4.16, y que S’ = Aj o}, tenemos

n

n
h—1 qo h—1 qa _«a
An_kSk ZATL—k‘Ako-k‘
0 k=0

0a+h o k= _ k=
no A%-i-h - Aoth
Observemos ahora que las 07" son medias lineales de o respecto a la matriz M cuyos coeficientes
son -
- «
={ —ptn o Siksn
ank = Af
0, si k> n.

Por el Teorema 4.3, nos bastard verificar que M es una matriz regular. La condicién (i) es con-
secuencia del Lema 4.17 (teniendo en cuenta que o« > —1 y h > 0), mientras que (iii) se cumple
pues

o) n h—1
A= 3 = Y b
n — nk — AOH-I‘L
k=0 k=0 n
1 ht
_ — o
T opoth ZAn—kAk

n k=0
Aa+h
Aa+h )
n

para todo n. Es sencillo verificar que M es una matriz positiva ya que h > 0y a > —1, y por tanto
(ii) es consecuencia de (iii). O
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4.2. SUMABILIDAD (C, K)

oo

Teorema 4.19. [16] Supongamos que una serie Zun es (C,a)-sumable, con a > —1 y suma
n=0

finita. Entonces u, = o(n®).

Demostracion. Por el lema anterior, serd suficiente demostrar que lim w,/A;, = 0. Para ello ob-
n—oo

servamos que
n

n

—a—2 Qu —a—2 qa_«a
ZAn—k Sk ZAn—k Aoy
Un k=0 =

AL AT A

n

de manera que, como en el teorema anterior, u,/A$; son medias lineales de o}’ con respecto a la
matriz M cuyos coeficientes vienen dados por

A—cx—2Ao¢
n—k k .
g = — AT sik<n
0, si k> n.

Podemos suponer que h’m o = 0 ya que restando una constante a ug, » u, es (C,a)-sumable

con suma 0. Nos bastara entonces mostrar que M es una matriz regular. La condicién (i) se verifica
utilizando el Lema 4.17 junto con a > —1. Para ver (ii), supongamos primero que « > 0. Como
Ay > A% > 0, tenemos

n n [e.e]
Ny <D A2 =) 1A <> AP < oo
k=0 k=0 k=0

donde en la udltima desigualdad hemos hecho uso del Lema 4.17. Si —1 < a < 0, tenemos que
Ag* 2 =1y que A,;afz < 0 para k > 1. Por lo tanto

—a—2 —a—2 —
_ Anak Ao _2_2”:Anf‘k AL oA

donde en la peniltima igualdad hemos utilizado la Proposiciéon 4.16. Si miramos la demostracion
del Teorema 4.3, observamos que la condicién (iii) es superflua al ser s = 0, con lo cual hemos

terminado la demostracién. O
oo

Teorema 4.20 (Hardy [16]). Si una serie Zun es (C,1)-sumable, y si up, = O(1/k), entonces la
n=0

serie es convergente.

n+k—1 n

iy 1 . 1 . . .
Demostracidon. Sea oy, := z Z 5. Si ponemos oy, := =] Z sj, se tiene la siguiente igualdad
j=n 7=0
n—+k)opik_1—Nop_1 n n
Onk = ( ) nt =1+ — On4+k—1 — 70n—1- (45)
k k k
n+k—1
Por otro lado, no es dificil verificar que oy, = s, + Z ( )uj, donde interpretamos
j=n+1

que la suma de la derecha es nula si & = 1. De (4.5) se desprende que si lim sp = S, entonces
n o
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%clm onk = s siempre que n/k sea acotado. Como por hipdtesis tenemos que hm op = Sy que
n,Kk— o0 n—

existe A > 0 tal que |ug| < A/n para todo k,

n+k—1 n+k— 1

lon i — Sn| < Z luj| < A Z

Jj=n+1 Jj= n+1

-1

(4.6)

Sea € > 0, y tomemos k = [ne] + 1. En (4.6) tenemos A[ne]/n < Ae, y como n/k < 1/e, sabemos

que lim o, = s. Se deduce entonces que lim s, = s O
n,k—o0 n—00

4.3. Sumabilidad Abel

oo o0
Definicién 4.21. [16] Decimos que la serie Z uy, es sumable Abel con suma s si la serie Z upx”
k=0 k=0

converge para |x| <1, y

o
lim (1 — ) Zukxk =s,

donde x tiende a 1 por izquierda.

Por la Proposicién 4.12, podemos definir, similarmente, la sumabilidad Abel para una sucesién {sy}
como la existencia de
lim Z Skl‘

r—1—

El siguiente teorema nos dice que la sumabilidad Abel es méas débil que la sumabilidad (C, a).

o0
Teorema 4.22. [16] Si una serie Zuk es (C,a)-sumable, con o > 1 y suma s (finita o no),

k=0
entonces es sumable Abel.

o0
Demostracion. Sea f(x) = g ug y sea {Tn}nen, una sucesion de nimeros reales tales que z, < 1

k=0
para todo n y lim x, = 1. Por la Proposicién 4.13 tenemos
n—oo

flan) = (1 —zn) C“HZS‘”“ (1—z,) a“Zo—aA (4.7)

k=0 k=0

La expresién de la derecha es una media lineal de {o}'}, y corresponde a la matriz M con coeficientes

ank = Aj(1 — 2,)*T 2k Podemos suponer que x, > 0 para todo n, y es ficil verificar que M es

positiva y cumple con las condiciones (i) y (iii). Por lo tanto lim f(z,) = s y el teorema queda
n— o0

demostrado. O

De aqui en adelante llamaremos media de Abel a la funcién f definida en (4.7).
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4.4. Teoremas Tauberianos

A continuacién estudiamos los denominados Teoremas Tauberianos. Estos teoremas nos dan con-
diciones suficientes para que una serie sumable por determinado método sea sumable en el sentido
usual.

Teorema 4.23 (Tauber [16]). Sean {s,} vy f(x) las sumas parciales y la media de Abel de una

o0
1
serie Zuk Supongamos ademds que u, = o(1/n). Entonces, si N := [1 — m] ,
k=1

lim (f(z) —sy) =0. (4.8)

z—1—

En particular, la serie es sumable Abel si, y solo si, ésta converge.

Probaremos también que si reemplazamos la condicién u,, = o(1/n) por Z kuy = o(n), el resultado
k=1
sigue siendo cierto.

Demostracion. Ponemos 1, := nu, y suponemos primero que lim 7, = 0. Tenemos entonces que
n—oo

N 00
x)—sN:Zun(xn—l)—l- Zunx”:P—i-Q.
n=1

N+1

Observando que N <1/(1 —z) < N+ 1y que 1 —z" < n(l — z), las siguientes desigualdades son
claras:

[Pl <(1 —9«")2 nal < N© 12 [7nl, (4.9)

o0
Ui n z n 1
< (N+1 max < ———— max 4.10
<l n%;I " >NMMH%;1 S D=2 el (4.10)

Es evidente que la dltima expresién en (4.10) se hace arbitrariamente pequena cuando hacemos
crecer N. En (4. 9) tomamos, para cualquier € > 0, ng tal que u, < €/2n, para todo n > ny. Sea

Ny tal que N1 Zn|un| < €/2. Ahora,

n=1
1 Al 1 S 1 al €
R M o P £
Podemos concluir que lim (P + Q) = 0, y se deduce el resultado. Por otro lado, sea vy := 0 y

rz—1—
n

Up = Z kuy. Supongamos entonces que v(n) = o(n). Es facil verificar que
k=1

n n n
Vg — Vk—1 Vg Un,
d up=ug+ Y ———— =ug+ ) + .
— — k — kE(k+1) n+1
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v
Como v, = o(n), las series Zuk v ug + Z Wj—l) son equiconvergentes, y por tanto, si ty

y g(x) son las sumas parcial;s y la media de Abel de esta tltima serie, no es dificil ver que
A}fm (ty —sy) =0y lim (f(x) — g(z)) = 0. Como los términos de la segunda serie son o(1/n),
—00 r—1—

por el caso anterior, obtenemos que lim (g(z) —tx) = 0. Es inmediato deducir (4.8). O
r—1-
oo
Teorema 4.24 (Littlewood [16]). Si una serie Z up, es sumable Abel y u, € O(1/n), entonces la
n=0

serie converge.

Demostracion. Podemos suponer que |u,| < 1/ny que lim f(z) =0, donde f(z) es la media de
r—1-
Abel de la serie. Para cualquier polinomio P(x) sin término constante, tenemos que

lim Zun =0,

r—1—

(o.]

ya que para cualquier £ > 0, Zunm"k = zF Zunx". Supongamos que dados dos ntmeros 0 <
n=0 n=0

v < vy <1,y d >0, podemos encontrar un polinomio P(z) tal que

(a) 0 < P(z)<1len(0,1),

(b) P(x) < dzen (0,11),
(¢) 1=P(z) <6(1 —x)en (1o,1).

Veremos primero que esto implica la convergencia de la serie, y luego encontraremos un polinomio
que cumple estas condiciones. Dado 0 < x < 1, sea N = N(x) el mayor entero positivo tal que
2N > 1y, y sea N’ = N’(z) el menor entero positivo tal que 2V < vy, Claramente N y N’
son funciones que toman todos los valores enteros positivos de manera creciente para x € (0,1).
Ademds, N < N’ y es facil ver que

L log(Vwe) ) log(1/11)
“log(1/z) T log(1/z)

Para un polinomio P que satisface las condiciones anteriores, tenemos que

N’ oo
Zun — SN = Zun -1)+ Z up P(z™) + Z u, P(z™)

N+1 N/+1
= A(;I:) + B(z) + C(x).
Utilizando las condiciones impuestas al polinomio P, es inmediato que

N
|<5Z (1-2")<36> (1-2)=6N(1-u),

n=1
N’

N N
Z A7

)
)| <6 Z ; N5

n=N'+1
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Por las expresiones asintdticas para N y N’, sabemos que si tomamos vy y vs suficientemente proxi-
mos y ambos lejos de 0 y 1 (podemos tomarlos simétricos respecto de 1/2), entonces h’m1 |B(x)| = 0.
Tr—r

Ahora, habiendo fijado 11 y 19, y observando que N(1—2x) y N'(1—x) tienden a valores distintos de

oo
cero, obtenemos que lim |A(z)| = lim |C(z)| = 0. Por lo tanto, como ZunP(ac") = 0, obtenemos
z—1 z—1

n—
que lim sy = 0. Proseguimos entonces a construir un polinomio P que satisfaga las condiciones.
z—1

Como hemos visto, es suficiente suponer que vy = % —Nyvy= % + n. Sean entonces

_Jy Re(t)at

= (dz(1 —z))* T) =
Ry(z) = (4z(1 —2))", P(z) TR0 dl

)

donde k € N. Claramente P satisface la condicién (a). Ademds, como Ry (z) < (1 — 4n?)* para

T € (0,1) \ (V1>V2)) y
1 3+ar 1\* 1
> — 75 =7
i Rk(t)dt_ﬁ N (1 k2) di =

méx{Ry(z) : 0 <z < 1 —n} < 6
I Ry(t) dt -

para = € [0,1 — 5] y k suficientemente grande. Esto es la condicién (b), y la (c) se demuestra de
manera similar. O

concluimos que

P(z)<«x

4.5. Sumabilidad de S[f] y de g[f]

oo

Dada una sucesién {sy, }nen,, consideramos las medias lineales o, = E ankSE generadas por una
k=0
matriz M que satisface las condiciones de regularidad de la Definicién 4.2. Si los s son las sumas

00 k

parciales de una serie E Uy Y PONEmMOs Si = g u,, podemos obtener, bajo ciertas condiciones, que

n=0 n=1
oo (o]
Op = E QpiUi, donde app = Z A (k+i)- Estas son medias lineales que corresponden a la matriz
k=0 i=0

de coeficientes ay,;. De aqui en adelante trabajaremos directamente con estas medias lineales y
o0

supondremos como hipétesis que Z |ank| < oo, para todo n.
k=0

o0 o0
Denotaremos a las medias lineales de 1/2 + Z coskt y de Z sen kt por
k=1 k=1

1 o0
K,(t) = iano + Z Ok COS kt,
k=1

o
f(n(t) = Z Qi sen kt,
k=1
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CAPITULO 4. METODOS DE SUMABILIDAD

respectivamente. Ambas son continuas y es claro que K es una funcién par, y K es una funcién
impar. Observemos que si trabajamos con la matriz M, es facil verificar que:

Z ank Dy (t

~ 1 t 1 1
t) = Zanka.(t) = An§ cot§ Yo Za”k cos((k + ) )s

2 k=0

— Zanksen((k:—l— ) ),

2sen2 o

o0
donde A, = Zank, vy Dy y Dy, son el nicleo de Dirichlet y el nicleo de Dirichlet conjugado,

k=0
respectivamente.

Definicién 4.25. [16] Sean ay, by, coeficientes de Fourier de una funcion f. Las medias lineales de
S[f] y S[f] vienen dadas por

1 (o)
5000m0 + kzl(ak cos kx + by sen kx) o,

O'n(l‘) = O'n(x; f) =

on(x) =an(x; f) = Z(ak sen kx — by cos kx)
k=1

respectivamente.

Proposicién 4.26. [16] Podemos representar las medias lineales de la serie de Fourier de una
funcion f de la siguiente manera:

ou(@) = = [ fla+ DK (1) dt,
o )
() = [l +t)Kn(t)d
o0
Demostracion. Utilizaremos la hipétesis que hemos mencionado anteriormente: Z |ank| < oo, para
k=0
todo n. Haremos uso de ella para intercambiar el orden de la serie y la integral en lo siguiente:
1 [ N
05— _ﬁf(t) dt + ; Qnk— _Wf(t) cosk(t — ) / f(t [ ano + Z an cos k(t — :L'):| dt
f (t)Kn(t — x)dt
™
= flx+t)K,(t) dt.
—T
El caso conjugado se demuestra de manera similar. ]

De aqui en adelante supondremos siempre que a,g = 1, para todo n, y diremos que esta es la
condicién (A). También podemos expresar esta condicién de la manera siguiente:

~ | Ka(t)dt=1. (A)
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Proposicién 4.27. [16] Si la condicion (A) es cierta, tenemos que

onla) — flz) = 2 /0 " ot (1) dt.

™

Demostracion. Haciendo uso, en la iltima igualdad de la paridad de K,(t),

s

mole) = @) = = [ far gt de— - [ @R = [ (a0 - Ko d

—Tr

2 m
= / @ (1) Kn(t) dt.
T Jo
O
Definicién 4.28. [16] Si {K,} satisface la condicion (A) y la condicion
K, >0, (B)

para todo n, diremos que {K,} es un nucleo positivo. Si, por otro lado, en lugar de (B) se satisface

i< ®)

con C independiente de n, diremos que {K,} es un nicleo cuasipositivo.
Observacion 4.29. Todo nicleo positivo es cuasipositivo.

Teorema 4.30. [16] Supongamos que {K,} es un nicleo positivo, entonces para toda funcion f
que satisface m < f < M, tenemos

m < op(x; f) < M.
Si K, es cuasipositivo, entonces |f| < M implica que
|on(2; )] < CM,

donde C' es la misma que en la condicion (B').
Demostracion. Es consecuencia inmediata de la Proposicién 4.26. O

Por 1ltimo incluimos la condicién (C') a continuacién.

Definicién 4.31. [16] Sea p,(9) = 5121?'<x |Kn(t)], con 0 < & < m. Decimos que un nicleo {K,}

satisface la condicion (C) si h;m pn(0) =0, para cada 6 € (0,7].

Si esta condicién se satisface, el comportamiento de o, (x) en el punto = depende solamente de
los valores que toma f en un entorno arbitrariamente pequefio de x ya que, haciendo uso de la
Proposicion 4.26,

1
/‘fx+t (t) dt + ~ / F@ + ) Ka(t) dt, (4.11)
o<|t|<m

y el ultimo término de esta expresién es mayorado por

1

@7 [ Uerold < @)y [ 150]d

T Js<|t|<m

Esta tltima expresién tiende uniformemente a cero, siempre que f € L.
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Definicién 4.32. [11] Si un nicleo satisface las condiciones (A), (B') y (C), diremos que es un
nucleo de sumabilidad.

Teorema 4.33. [16] Supongamos que un nicleo {K,} satisface las condiciones (A), (B) y (C), y
sea f una funcion integrable tal que f(xo £ 0) existen y son finitos. Entonces

lim o (20) = ~[f(z0 + 0) + f(zo — O)].

n—00 2

El resultado también es cierto si reemplazamos (B) por (B'). En particular, si f es continua en xg,
tenemos que lim on(x0) = f(x0). Ademds, si f es continua en todo punto de un intervalo cerrado
n—oo

I = |a, B8], esto dltimo se cumple uniformemente en I.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que {K,} es positivo. Cambiando el valor de f(zg) si
hace falta, podemos suponer que f(zo) = 1[f(zo + 0) + f(zo — 0)], de manera que |4, (t)| < €/4
para 0 <t < § = 0(e). Haciendo uso de la Proposicién 4.27, tenemos que

oute )= s < 2 [Tletlat =2 ([t [Meoisoa)
<< 6K<>d +M/;|so<t>|dt

2 7T

€ 2/1n(9)
<% Ky, (t)dt + ———= -

/Oﬁ\go(t)\dt:P—l—Q.

Por la condicién (A) tenemos que P = €/2, y por la condicién (C') sabemos que lim @ = 0, de
n—oo

manera, que existe ng tal que P+ @Q < ¢, para todo n > ng. Hemos demostrado la primera parte del

teorema. Ahora supongamos que f es continua en todo punto de un intervalo I = [«, 5]. Podemos

encontrar entonces un 0 > 0, que no depende de g, tal que |@,,(t)| < €/4, para 0 <t <d=4(¢) y

para todo g € I. Como antes, P = ¢/2, y

@1 = 2 "0+ + 1o - 01+ 2410 ae = 22 (7o) dr-+ 2010 ).

—T

porlocual lim @ = 0 uniformemente en I, y se deduce el resultado. Sélo se necesitan modificaciones
n—oo

menores al razonamiento anterior para el caso en que {K,} es cuasipositivo. En la desigualdad de
|or, — f| debemos reemplazar K, por |K,|, lo cual nos da, utilizando la notacién anterior, P < Ce/2

y lim @ =0, y se deduce el resultado como antes. O
n—oo

Teorema 4.34. [16] Sea K,, un nicleo positivo que satisface la condicion (C), y que m < f < M,
para todo x € I = (a,b). Entonces para todo ¢ > 0 y 0 < 6 < (b — a)/2, existe ng tal que
m—e<op(x) <M +e, para todon>ng yx € Is = (a+06,b — 9).

Demostracion. Demostraremos solo la segunda desigualdad, el otro caso es analogo. Utilizando la
expresién (4.11), tenemos que

1 1
-1 /5 fla + O Ka(t) dt + o(1),

donde o(1) es uniforme sobre z. Supongamos que x € I5. Entonces x + ¢t € I para |t| < J, y esta
dltima integral estara mayorada por

M= /K dt<M1 Kn(t)dt = M,

—T
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de lo cual se deduce el resultado. O

Definicién 4.35. [16] Dada una funcion f(x), denotaremos por M(a,b) y m(a,b) al supremo e
infimo respectivamente de f en el intervalo (a,b). Para todo x en este intervalo ponemos

M(z) = hlilg{r M(z —h,x+h), m(z):= hl_l’)%l_ m(z — h,x + h).

Estos limites existen, ya que M (x — h,z + h) y m(x — h,x + h) son funciones mondtonas respecto
de h. Diremos que M(z) y m(x) son el mdzimo y el minimo de f en el punto x.

Teorema 4.36. [16] Sea {K,} un nicleo positivo que satisface la condicion (C). Entonces para
cada sucesion {x,} tal que lim x,, = xy tenemos
n—oo

m(xo) < liminf o, (z,) < limsup oy, (z,) < M (o).

En particular, {o,(x)}nen, converge uniformemente en todo punto de continuidad de f.

Demostracion. Si tomamos h suficientemente pequeno, f(x) € (m(xg) — €, M(x¢) + €) para todo
x € (xg — h,zo + h). Por lo tanto, existe ng tal que, oy, (zy) € (m(zg) — 2¢, M (z0) + 2¢), para todo
n > ng , por el Teorema 4.34. O

4.6. Medias (C,1) de S[f] y de S[f]

o0
El ntcleo correspondiente al método (C,1) para la serie 1/2 + Z cos kt es
k=1

1 1 ~sen((k+ 1)t)

Kn(t) = Dy(t) = 2 4.12
n(?) n+1z k() n—l—lz 2sen £ ( )

k=0 k=0 2

Multiplicando el numerador y el denominador de la expresion de la derecha por 2 sen %, y reempla-

zando el producto de senos en el numerador por diferencias de cosenos, obtenemos:
1 1—cos((n+1)t) 2 <sen(5(n+1)t)>2

K,(t) = =
n(t) (n+1)  (2seni)? n+1 2sen £

(4.13)

En este ultimo razonamiento hemos utilizado las identidades
1
sen asen 3 = §{cos (= B) —cos(a+p)},
1 —cosf =2senb.

Evidentemente el nicleo es positivo. De aqui en adelante utilizaremos el simbolo K, (t) para los
elementos de este nicleo y lo denominaremos Nicleo de Fejér. Veamos algunas propiedades.

Proposicién 4.37. [16] El nicleo de Fejér satisface las condiciones (A), (B) y (C).

Demostracion. La condicién (A) se sigue de la correspondiente propiedad del niicleo de Dirichlet,
la condicién (B) viene de (4.13), y (C) se deduce de la desigualdad

1
n(0) < ————.
#n(0) 2(n+1)sean

63



CAPITULO 4. METODOS DE SUMABILIDAD

En el siguiente teorema utilizaremos la siguiente notacion, y la seguiremos utilizando de aqui en
adelante, para denotar a la media (C,1) de S[f]:

I T sen(3(n + 1)1))?
on(z) = on(z; f) = Tnt1) _Wf(x +t)(22sen§> o

Teorema 4.38 (Fejér [16]). En todo punto xo en el cual los limites f(xo £ 0) existen (y si ambos
son infinitos, del mismo signo), entonces

lim Un(a}()) = 1(f(x() -+ 0) + f(.%'() — O))

n—00 2

En particular, lim o, (x9) = f(x0) para todo punto xo de continuidad de f. La convergencia de oy,
n—o0

es uniforme sobre todo intervalo cerrado de puntos de continuidad.

Demostracion. El caso infinito es consecuencia del Teorema 4.30 y el caso finito se deduce del
Teorema 4.33. ]

El teorema de Fejér tiene un ndmero importante de aplicaciones, algunas de las cuales damos a
continuacién:

Teorema 4.39. [16] Si S[f] converge en un punto xy de continuidad de f, entonces su suma ha de
ser necesariamente f(xo). En general, si S[f] converge en un punto de discontinuidad simple x,
entonces su suma serd s = {f(xo+ 0) + f(zo — 0)}/2.

Demostracion. Como S|[f](z¢) es evidentemente sumable (C,1) a s por el Teorema de Fejér, en
caso de convergencia su suma ha de ser s. O

Teorema 4.40 (Weierstrass [16]). Si f es una funcion periddica y continua, entonces para todo
€ > 0 existe un polinomio trigonométrico T (x) tal que |f(x) — T(z)| < €, para todo x.

Demostracion. Se deduce del Teorema de Fejér, tomando T'(xz) = o, (x; f) con n suficientemente
grande. O

Teorema 4.41. [16] El sistema trigonométrico es completo.

Demostracion. Simplificamos de manera considerable la demostracion que habiamos dado en el

Capitulo 2, ya que si todos los coeficientes de Fourier de una funcién continua son iguales a cero,

entonces o, (x; f) = 0, para todo n (véase (3.1)), y por tanto f(z) = lim on(x; f) =0. O
n—oo

Teorema 4.42. [16] Si f(x) es acotada y sus coeficientes de Fourier son O(1/n), entonces las
sumas parciales de S[f] estan uniformemente acotadas.

Demostracion. El resultado se desprende del hecho de que los o, son uniformemente acotados (ver
Teorema 4.30), y que, debido a la hip6tesis sobre los coeficientes de Fourier, s, —o,, es uniformemente
acotado. O

Podemos aplicar estas ideas para demostrar de manera mas sencilla un teorema que ya hemos visto
en el capitulo anterior.
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Teorema 4.43 (Dirichlet-Jordan [16]). Supongamos que f(x) es una funcion de variacion acotada
sobre (0,2m). Entonces

(i) nh_)IIOIO Sn(f)(xo) = {f(xo+0) + f(xzo — 0)}/2, para todo xo;

(ii) si ademds f es continua en todo punto de un intervalo cerrado I, entonces S[f](z) converge
uniformemente en 1.

Demostracion. Utilizando el Teorema 4.20 y que los coeficientes de una funcién de variacién acotada
son O(1/n) (lo demostraremos en el teorema siguiente), el resultado es consecuencia inmediata del
Teorema 4.38. O

Teorema 4.44. [15] Si f es una funcion de variacion acotada sobre [0,27] y S[f](z) = Z cne'™,

entonces ¢, = O(1/n).

Demostracion. Podemos suponer que n # 0. Fijado un n € Z, y ponemos ay := 2km/|n|, para

1 < k <|n|. Sea g la funcién escalonada con valor f(ag) en el intervalo [ag_1,a), para 1 < k < |n|.
2(k+1)7
[n|

2
Utilizando que e” "™ dxr = 0, deducimos que / g(x)e™""* dx = 0. Entonces se tiene que:
2km 0

n|

21 )
en] = ] / f(@)e ™ du
0

. \ / 7 (F() - gla))e i da
[n]

<> [ 1@ - sl ds

TV (f, [ak—1, ax))2m
< /0 dx

h
En el teorema siguiente utilizaremos la notacién ®(h) = ®,(h) := / lp(t)| dt.
0

Teorema 4.45 (Lebesgue [16]). Para cualquier funcion f tenemos que S[f] es sumable (C,1) a
f(x) en todo punto x para el cual ®(h) = o(h).

Demostracion. Primero observamos que existe una constante A tal que

A
Ko(t) <n+1, Kn(t)<

< m, (4.14)

para 0 < ¢t < . La primera desigualdad se sigue de (4.12) y de la estimacién |D,,| < n+1/2 < n+1,
y la segunda de (4.13). Aplicando esto a la férmula
2 ™
oala) = f(a) = = [ e®Ba(t) dt
0

™
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obtenemos que

g n 1/n s -
7u0) = @) < 2 [ lea0lRa(0) de < 2 [ eoians 2 [ leal®)]

™ s

1/n (n + 1)t2
—P+Q.

Claramente 1

n

_Pg(n+au®(%)§2n®( ):ouy

Integrando por partes es facil ver que

Qgim [@(t)tﬂﬂ + 1A /f 1) 4

m(n+1) 1n m+1) Jim t3
gﬁﬁﬁLUQh%HM)+;ﬁ>0<;>ﬁ:oG}

Por lo tanto P 4+ @ = o(1) y el teorema queda demostrado.

4.7. Sumabilidad Abel de S[f] y de S[f]

dt

Definicion 4.46. L16] Sean ay, by coeficientes de Fourier de una funcion f. Definimos las medias

de Abel de S[f] y S[f] con las siguientes funciones:

1 (0.9]
flr,x) = 540 + Z(ak cos kx + by sen kx)rF,

k=1

f(r,z) = Z(ak sen kx — by, cos kx)rF,
k=1
para 0 < r < 1.

Queremos investigar ahora los limites de estas funciones cuando r tiende a 1 por izquierda. Por el
Teorema de Riemann-Lebesgue los coeficientes se hacen pequetios y por lo tanto las series convergen
absoluta y uniformemente para 0 < r < p < 1. Por lo tanto f y f son funciones continuas de los

puntos re**, con r < 1.

(o] o
Definicién 4.47. [16] Las medias de Abel de las series 1/2—1—2 coskt y Z sen kt, que llamaremos

k=1 k=1
ntcleo de Poisson y nucleo conjugado de Poisson respectivamente, vienen dados por:

1 1 1—r?

P(r,t)= -+ rkcoskt = = ,

(r,1) 2 kz_l 21— 2rcost + 1?2

ad rsent

,t) = ksenkt = .
Qr.t) kilr . 1—2rcost+r?

Proposicién 4.48. [16] Las medias de Abel pueden representarse de la siguiente manera:

fra) =~ [ gt 0Pend=~ [ foPe -2,

—T
™

f@@):—% ﬂx+wQ&Jﬂ#——iﬂﬂﬂth—@dt

—T
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4.7. SUMABILIDAD ABEL DE S[F] Y DE S[F]

Las expresiones de la derecha que aparecen en esta ultima propiedad suelen llamarse integral de
Poisson e integral conjugada de Poisson, y por tanto las expresiones “Media de Abel de S[f]” e
“Integral de Poisson de f” son sindénimas. A continuacién demostramos el teorema analogo al de
Fejér, esta vez para ntcleos de Poisson.

Teorema 4.49. [16] En todo punto xo en el cual los limites f(xo £ 0) existen (y si ambos son
infinitos, del mismo signo), entonces

lim f(r,20) = & (F(z0 +0) + f(zo — 0)).

r—1-

En particular, hm f(r,zo) para todo punto de continuidad de f. La convergencia de f(r,z) es

uniforme sobre todo intervalo cerrado de puntos de continuidad.

Demostracion. Demostraremos que el nicleo de Poisson cumple condiciones andlogas a (A), (B)
y (C) de las secciones anteriores (en lugar de que una variable n se haga arbitrariamente grande,
en lo que sigue utilizaremos la variable r cerca de x = 1). De esta manera obtenemos un resultado
similar al Teorema 4.33 para nicleos de Poisson, y se deduce entonces nuestro teorema.

En primer lugar, el nicleo de Poisson satisface la condicién (A), es decir,

1 T
/ P(r,t)dt =1,

L "

integrando término a término la expresién (4.15). Por otro lado, se tiene que el denominador de P,
A(r,t) =1 —2rcost + 72, con 0 < r < 1, es positivo para todo t. Por lo tanto P(r,t) > 0, para
todo t, y P es un ntcleo positivo. Fijado 7, el maximo y el minimo se alcanzan ent =0y ¢t ==
respectivamente. Por lo tanto,

1(1—r) 1(1+7)

— L < P(r,t) < ———=. 4.17
2(1+7r) — (T’)_Q(l—r) (4.17)
Seré 1til disponer de la siguiente desigualdad:
Aié
P(r,t) < 2R (4.18)

donde A es una constante positiva, 6 = 1 —r y |[t| < 7. Para 0 < r < 1/2 es inmediato, ya que
entonces P(r,t) (ver (4.17)) y §/(62 + %) estdn contenidos entre dos constantes positivas. Para
1/2 < r < 1, utilizando la identidad 2sen?t = 1 — cos 2t en la primer igualdad,

1 (d+nd-r) < d <1 o 2
2(1—r)2+4rsen?f ~ 2 +45(n )2 282412

P(r,t) =

y la desigualdad (4.18) se satisface. En particular, de (4.17) y (4.18) se obtiene

P(r,t) < A

P(r1) < =

1
Sa
para 0 <t < w1y 0 <r < 1. De esta ultima desigualdad se deduce que P satisface la condicién

(©). O

Enunciamos sin demostracién el siguiente teorema para la funcién conjugada.
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o0
Teorema 4.50. [16] La sumabilidad Abel de la serie Zsen kx es equivalente a la existencia de la

k=0
funcion conjugada.

A continuacién estudiamos un resultado sobre la sumabilidad Abel de una serie de Fourier formal-
mente diferenciada.

Definicién 4.51. [16] Si

F(l’o—i—h)—F(.%’o—h)
I =D F
B0+ 2 1F(wo)

existe, lo demominaremos la primera derivada simétrica de F' en xy. Los limites superior e inferior
de esta ltima expresion serdn denotados por D1F(xg) y D F(xg) respectivamente.

Observacién 4.52. Si F'(xq) existe (y es finito), también existe D1F (x0) y son iguales, ya que

lim F(l‘o—i—h)—F(xo—h) — lim F(l‘o—i—h)—F(xo) F(wo)—F(l‘o—h)‘

h—0+ 2h h—0+ 2h h—0+ 2h

Tomando F(z) = 1/z2, podemos ver que el reciproco no es cierto. La continuidad de F y la
existencia de la derivada simétrica tampoco implican la existencia de F'(x), como podemos observar
con F(x) = |z|.

En lo que sigue, cuando decimos limites de indeterminacion nos referimos a los limites superior e
inferior.

(o9}
Teorema 4.53 (Fatou [16]). Supongamos que F(xz) ~ Ap/2 + Z(Ak coskx + Bysenkx), y que
k=1
D F(xg) existe (finito o infinito). Entonces S'[F| es sumable Abel en xo con suma D1F(xo), es
decir,

o0

lim k(B cos kxg — Ay sen k:):o)rk = D1 F(x).

r—1
k=1

k

o0
En general, los limites de indeterminacion de T (r,z¢) = Zkz(Bk cos kxg — Agsen kxzo)r® cuando

k=1
r tiende a 1 estdn contenidos entre D1F(x¢) y Dy F (o) .

Demostracion. Sera suficiente demostrar el teorema para los limites de indeterminacién. Si F(r, x)
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OF (r,x)

es la integral de Poisson de F' entonces T'(r, zp) = { 3
x

} . Vedmoslo:
T=x0

9 b a) = al/ﬁ FOP(r,t — o) dt

ox oxm)_,
—a/ﬂF(t) 1+§:r’€ k(t —z) ) dt
=) 5 cos x
k=0
:/ ZF(t)ksenk(t—x)rk dt
T k=0
:/ ZF(t)k:(cos kt sen kx — cos kx sen kt)rF dt
T k=0

= k(Bysen kx — cos kxAy)rF.

k=0
De .
F(r,z) = 717/ F(t)P(r,t — x)dt,
obtenemos
i(afig?)z_% _ _% :TF(t)P’(r,t —xo)dt = % /_ Zg(t)K(r, ) dt, (4.19)
donde P'(r,t — xg) = <W>, y
g(t) ={F(xo+t) — F(zo —t)}/(2sent), (4.20)
K(r,t) = —r~1P'(r,t)sent = (1 — r?) sen® t/A%(r, t). (4.21)

La tdltima igualdad en (4.19) es facil de verificar utilizando (4.15), y hemos considerado la paridad
de P'(r,t) para construir la funcién g(t). Observamos que K (r,t) cumple con las condiciones (A),
(B) y (C). La condicién (B) es inmediata, y la (C') también lo es tanto para K(r,t) como para
P'(r,t). Para ver que
1 s
(A) — [ K(rt)dt=1,

7T—7T

tomamos F(z) = senx y xo = 0. Entonces F(r,x) = rsenx se verifica utilizando 4.15, y las
relaciones de ortogonalidad entre senos y cosenos. Ademas, g(t) = 1, y utilizando (4.19) deducimos

que
1 /(7 1/0F 1
= K(r,t)dt:<w> = —rcos0=1.
Ox weo T

T)_x r

Es inmediato verificar que el maximo y el minimo de g(t) en t = 0 (ver Definicién 4.35) son D1 F(x()
y D1 F(x0). Supongamos ahora que 0 < § < m. Como K(r,t) satisface la condicién (C),

T 6
1/ g(t)K (r,t) dt = 1/ g(t)K(r,t)dt + o(1).

L —— ™ J_§

Ademas, es claro que

d é 4
inf g(a) / K(rt)dt < * / GOt dt < sup gla) / K(r,t) dt.
z€(—0,0) -5 TJ-5 ze(—5,6) -5
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0
Como lim K(r,t)dt =1, se obtiene

r—1 —s

inf g(z) <liminf T'(r,z9) < limsupT(r,z9) < sup g(x),
z€(—46,9) r—1 r—1 z€(—46,9)

y por lo tanto, tomando § suficientemente pequeno, podemos reemplazar estas cotas por D, F(x¢)
y D1F(xg), y el teorema queda demostrado. O

4.8. Convergencia en norma

Definicién 4.54. [11] Un espacio homogéneo de Banach sobre T es un subespacio vectorial B de
LY(T) dotado de una norma || - ||z > || - |11, bajo la cual es un espacio de Banach y satisface las
stguientes propiedades:

(H-1) Si f € ByTeT, entonces fr € By [|f:]|s = |Ifll5,

(H-2) para toda f € By 71,19 € T, h;m [fr = frollB = 0.
T—T0

Ejemplo 4.55. [11] El espacio C(T) de todas las funciones continuas 2m-periédicas con la norma
= m4 t
1f1loe = e | (2),

es un espacio homogéneo de Banach. La sequnda condicion es obvia, mientras que (H-1) se deduce
del hecho de que las funciones continuas en T son uniformemente continuas.
Ejemplo 4.56. [11] También son espacios homogéneos de Banach los subespacios LP(T) de L'(T),

con 1 <p < oo, de las funciones f para las cuales / |f()|Pdt < oo, con la norma
T

1 fllze = (217T/T|f(t)]pdt>;.

La condicion (H-1) es evidente, y (H-2) se deduce utilizando la densidad de las funciones continuas
en LP(T), ya que el resultado es claro para funciones continuas.

Ejemplo 4.57. Observemos que L*(T) no es un espacio homogéneo de Banach, ya que no se
cumple la condicion (H-2).

En lo que sigue tendremos en cuenta la siguiente observacion: dada una funcién f, podemos in-
terpretar 7 — f, como una aplicacién que toma valores en un espacio de Banach de funciones.
Uno puede trabajar con la norma del espacio de llegada para, por ejemplo, definir la integral de

Riemann [ f;dr. La construccion para definir esta integral es completamente analoga al caso de
funciones numeéricas, a continuacién lo vemos con mas detalle.

Consideremos un espacio de Banach B, y sea F' : [a,b] — B una funcién continua que toma
valores en B. En el caso -usual- en que B sea un espacio de funciones, tenemos que para cada

xo € [a,b], F(xo) es una funcién que pertenece a B. Queremos definir la integral de Riemann de
F sobre el intervalo [a,b]. Esta integral -usualmente- no serd més que una funcién perteneciente
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n

a B, como veremos a continuacién. Definimos / F(x)dx := lim (xg+1 — =) F(zy), donde
n—oo
k=0

a=x9<x] <..<Zpt1 =0,y el limite se toma (utilizando la norma del espacio B) de manera
que la particién {x}}_, se vuelve mas fina cuando crece n, es decir,

lim méx (x — ) = 0.
n%OOOSkSn( k1 — Tk)

Para ver la existencia del limite de las sumas, mostramos que si {z;} y {y;} son subdivisiones
de [a,b] de manera que ||F(a) — F(8)||p < €, siempre que a y  pertenezcan al mismo intervalo
(aj2271] (6 [y s, entonces

n

m
Z(xj—&-l - x] Z y’L+1 - yz z)
=0

J=0

< 2(b—a)e.

B

Esto ultimo es facil de ver utilizando la suma correspondiente a un refinamiento comun de las
particiones {z;} y {vi} , y aplicando la desigualdad triangular. Observemos que el limite de estas
sumas es el limite de una sucesién de funciones en B, y convergera a una funciéon que denominamos
la integral de Riemann de F. Las propiedades bésicas son ficiles de verificar y enumeramos algunas
a continuacién:

b b b
(i) /(ch(x)—l—cQG(m))da::cl/ F(:J;)da:+02/ G(z)dx

(ii) 51a<c<b/F dm—/ d:r—l—/F
i) | /ab /HF i d.

Lema 4.58. [11] Sea B un espacio de Banach, {kn} un nicleo de sumabilidad, y sea ¢ : T — B
una funcion continua que toma valores en B. Entonces

1 -
lim © /T b (F)p(7) dr = (0).

n—oo T

Demostracion. Como {k,} es un nicleo de sumabilidad, tenemos que para 0 < § < ,

e / " n(r)(r) dr — p(0) = - / " k(7)) — 9(0)) dr

| L
| ket~ ptopar+ - [ o ) (0
Ahora, por un lado
1 [0 I
= | Rt — o0 dr <: [ ) = (0Dl
)
<= [ @l = o)lla dr
)
< mixlo(r) ~ O [ Iku(r)ldr

<1|fn|g>§|!so( 7) = 2(O)lIB |[kn(T)l|21-
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Dado un € > 0, fijamos entonces un § > 0 tal que, por continuidad de ¢, esta tltima expresion sea
menor que €/2. Para este § tenemos que
1

' pY s /5<T<7r kn(T)(0(1) — ¢(0)) dT

Como estamos trabajando con un nicleo de sumabilidad, esta tltima expresién serd menor que €/2
para n suficientemente grande, y el lema queda demostrado. O

< mix [lo(r) — o(O)]]5 /5<| (i

B <7<

Lema 4.59. [11] Sea k una funcién continua sobre T, y sea f € L'(T). Entonces

1

o | KO dr =k .

donde la integral de la izquierda es la integral de Riemann con respecto a la norma de L'(T), y la
de la derecha es una integral ordinaria.

Demostracion. Supongamos primero que f es una funcién continua. Tenemos entonces que

n

1 [T 1
o _ﬂk(T)fT dr = %nh_{go Z(Tjﬂ - Tj)k(Tj)ij’

donde el limite se toma en la norma L' a medida que la particién {r;} se hace més fina. Por otro
lado,

1
oo lim Y (i — m)k(m) f(t = 75) = (k * f)(2)

2T n—oo

7=0

uniformemente, ya que las sumas forman una familia uniformemente equicontinua que converge
puntualmente a (k * f)(¢). Se deduce entonces que las sumas convergen en la norma L' al mismo
valor, y el lema queda demostrado para funciones continuas. En el caso general, sea f € L'(T),
e > 0, y sea g una funcién continua tal que || f —g||;1 < €. Como el resultado es cierto para funciones
continuas tenemos que

™

Wr) o dr =k f = o [ RS =) dr k(g = 1),

—T

1 ™

21 )

y por lo tanto,

H;ﬂ/ﬂk(T)deT—k:*f

< 2€||k||p1-
Lt

O]

Teorema 4.60. [11] Sea B un espacio homogéneo de Banach sobre T, f € B, y {k,} un nicleo de
sumabilidad (véase la Definicién 4.32). Entonces

Jim [[2(ky + f) = fllp =0

1
Demostracion. Como || - || > || - ||z1, la integral 2/ kn(T) fr dT que toma valores en B es la
T Jr

misma que la que toma valores en L!(T). Esta tltima, por el Lema 4.59, es igual a k,, * f. Aplicando
ahora el Lema 4.58, el resultado es inmediato. ]
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Teorema 4.61. [11] Sea B un espacio homogéneo de Banach sobre T. Entonces los polinomios
trigonométricos en B forman un subconjunto denso de B.

Demostracion. Usando el nicleo de Fejér, y el Teorema 4.60, tenemos que lim on(f) = f enla
n oo

norma de B, y se deduce el resultado. O

Corolario 4.62. [11] Toda funcidn continua y 27-periddica puede ser aprozimada uniformemente
por polinomios trigonométricos.

Demostracion. Basta aplicar el teorema al caso citado en el Ejemplo 4.55. O

n
En lo que resta de la seccién utilizaremos la expresién S, (f) = Z f(j)et, vista en el primer

j=—n
capitulo, para trabajar con las sumas parciales de la serie de Fourier.

Definicién 4.63. [11] Sea B un espacio homogéneo de Banach sobre T. Decimos que B admite
convergencia en norma si para toda f € B

Jim [180(/) = flla = 0.

En el teorema siguiente trabajaremos con un espacio B de Banach y el operador de sumas parciales
Sn : B — B. Claramente este es un operador lineal entre espacios de Banach.

Teorema 4.64. [11] Un espacio homogéneo de Banach B admite convergencia en norma si, y solo
si, existe una constante « tal que

1Sn(Hllz < ollfl]B,
para toda f € B yn > 0.

Demostracion. Si Sy(f) converge a f para todo f € B, entonces S, (f) es acotado para toda f € B.
Aplicando el Principio de Acotacién Uniforme (véase [6]), obtenemos la primera implicacién. Por
otro lado, suponiendo que o« > 1, sean f € B, € > 0, y sea P un polinomio trigonométrico tal que
l|lf — Plls < €¢/2a. Para n > gr(P), es facil ver que la ortogonalidad del sistema trigonométrico
implica que S, (P) = P, y por lo tanto,

HSn(f> _fHB = HSn(f> _Sn(P)_'_p_fHB

€ €
< |8, - P + ||P — <a—+ —<e.
<1107 = P)ls + 1P~ fllp < e + o= <
]
4.9. Funciones trigonométricas especiales
o0
Lema 4.65. [2] Si Zun es una serie convergente de términos positivos, y tal que {u,} es una
n=0
sucesion monotona decreciente, entonces lim nu, = 0.

n—oo
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Demostracion. Como la serie es convergente, tenemos que para todo € > 0, existe ng > 0 tal que
p

E Um+j

=1

< €/2, para todo p natural y m > ng . Como la sucesién es mondtona decreciente,

P
es facil ver que puy,4, < Zumﬂ- < €/2, para todo p natural y m > ng. Si ponemos p = m,

Jj=1
obtenemos 2muo, < €. Esto tltimo es nu, < €, si n = 2m es par. Si n es impar observamos que
n
Ny < Np_1 = (n — Dup—1,
n—1
y como n — 1 es par, obtenemos que lim nwu, = 0 como queriamos ver. ]

n—oo

Teorema 4.66. [11] Sea {ay, }nez una sucesion par (es decir, an, = a_y,) de nimeros reales positivos

tales que | 1|1'm an = 0. Supongamos también que para todo n > 0,
n|l—oo

n—1+ apy1 — 2a, > 0, (4.22)

entonces existe una funcion positiva f € LY(T) tal que f(n) = an, para todo n € Z.

Demostracion. Primero observamos que la condicién (4.22) implica que {(an — an+1)}nen, €S
oo

monétona decreciente. Por la naturaleza telescopica de la serie Z(an — ap+1), podemos aplicar el

Lema 4.65, para obtener "
lim n(a, — ant+1) = 0. (4.23)
n—oo
Es facil probar por induccién la igualdad
N
An =Y n(an-1+ aps1 — 2a,) = ag — an — N(an — any1),
n=1

y es claro que (4.23) implica que A}im An = ag. Tomemos ahora
—00

1

fit) =15 > n(an-1 + ant1 — 2a) Kn 1 (1), (4.24)
n=1

donde {K,} es el nicleo de Fejér. De ||K,||;1 = 1, se desprende que la serie (4.24) converge en
LY(T), y como todos sus términos son positivos, el limite f es positivo. Ademds, como

n Jl .
) = — S Di(j) = 2<1_n+1>7 I <n,
=0

nt 1z 0, | > n.

se tiene que

U e .
f) = 5 Z n(ap—1 + ant1 — 2a,) Kp—1(t)
n=1
N i
n=|[j|+1
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Teorema 4.67. [11] Sea f € L'(T) y supongamos que f(|n]) = —f(—|n|) > 0, para todo n € Z.

1.
E it
ntonces Z nf(n) < 00
n#0

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que f(O) = 0. Pongamos F(t) =

t
/ f(x)dx. Entonces F € C(T) y, por el Teorema 2.28 tenemos que
0

para n # 0. Como F' es continua, podemos aplicar el Teorema 4.38, con xg = 0, y teniendo en
cuenta que f(n)/n >0, no es dificil verificar que

N )
Nﬁglmzn:1 (1 . NZ 1>f§1n) = i(F(0) — F(0)),

de lo cual se sigue el resultado.

O

(e.o]
Corolario 4.68. [11] Sia, >0, y Z In _ 00, entonces Z apsennt no es una serie de Fourier.
n#0 " n=1
Por lo tanto existen series trigonométricas cuyos coeficientes tienden a cero, y que no son series
de Fourier.

Concluimos el capitulo con la observacion siguiente: la serie conjugada a una serie de Fourier no
es, en general, una serie de Fourier. Por el Teorema 4.66, la serie

emt

. cosnt
= logn o2 2logn
es una serie de Fourier. Por otro lado, por el Teorema 4.67, la serie conjugada

sennt sgnn o,
Z logn Z 2log|n]e

In[>2

no es una serie de Fourier.
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Capitulo 5

Transformada de Fourier

1. Teoria bdsica en L*(R"). Definicién. Teorema de Riemann-Lebesgue. Propiedades relaciona-
das con la traslacién, dilatacién, convolucién y diferenciaciéon. Ejemplos: nicleos de Poisson

y Gauss-Weierstrass.

2. Problema de inversion. Aproximaciones de la identidad y métodos de sumabilidad. Igualdad
de Parseval. Formula de inversién.

3. Teoria en L?(R™). Definicién. Extensién unitaria. Definicién para los espacios LP(R"), 1 <
p <2

5.1. Teoria basica en L!(R")

Definicién 5.1. [14] Sea f € L*(R™). Definimos la Transformada de Fourier de f como la funcién
f dada por

fx)=| f)e ™" dt,
R

n
para todo x € R™, y donde x -t = Zxktk.
k=1

A menudo consideraremos la Transformada de Fourier como el operador F : L'(R") — L (R"),

de manera que F(f) = f.

Teorema 5.2. [14] Utilizando las notaciones anteriores, se tiene que:

(i) F es un operador lineal y acotado que cumple || F(f)||loc < ||fl1;

(i3) para toda f € LY(R™), F(f) es uniformemente continua.
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CAPITULO 5. TRANSFORMADA DE FOURIER

Demostracion. La linealidad de F es inmediata. Por otro lado,

1Fl= sup [IF(f)llw= sup <SuP
[|fll1=1 [If]li=1 \ zeR™ | JR»

< sup (sup/
lfl[1=1 \z€R™ JR®

— sw [ |f@lde=1

[Iflli=1J/R

f(t) 6727rix-t dt ‘ )

5

f(t)e—%rix-t

de lo cual se deduce que || F(f)||oo < ||f||1. Para ver que f es uniformemente continua, utilizaremos
el Lema 2.36, el cual nos asegura que, dado € > 0 existe una funcién g € C.(R") tal que ||f —g|]1 <
€/3. Sea R > 0 tal que g(x) = 0 para todo |z| > R, y sea o € R™. Utilizando que |e?| = 1, para
todo 6 € R, tenemos que para cualquier z € R™:

@+ h) = f@)] < [f(x+h) = gz +h)| + 3@ + h) = §(2)] + |f(z) — §()|

X (f _ g)( ) —2mi(x+h)-t ' 27rz‘(x+h)~t N e—??‘(’iaf}'t) dt

[ - gwemta

suf—gm/R 9Ol — 1] dt + ||f - gl

< 2||f — gl + / lgllsole™ 27 — 1] dt.

lz|<R
Tomando h suficientemente pequeno se concluye la continuidad uniforme de f . O

Teorema 5.3 (Riemann-Lebesgue [14]). Si f € L'(R"), entonces

lim f(z) =

|z| =00

Demostracion. El teorema es claro cuando f es una funcién caracteristica sobre un intervalo n-
dimensional, y también lo es para combinaciones lineales de funciones caracteristicas. El resultado

para el caso general en que f € L!'(R") se demuestra utilizando la expresién f = g + (f — g)
y una sencilla desigualdad triangular, donde g es una aproximacién por combinaciones lineales.
Alternativamente, podemos utilizar el Lema 2.36 de manera analoga. ]

Definicién 5.4. [14] Sean f,g € L'(R"™). Definimos la convolucién de f y g, como

(fx9)(z) = - flxz—y)g(y) dy.

Veremos a continuacién que la convolucion estd bien definida, pero antes necesitamos un lema
preliminar.

Lema 5.5 (Desigualdad de Minkowski para integrales [16]). Sea h(z,y) una funcién medible y
1 < p < oco. Entonces se satisface la siguiente desiqualdad:

(/ A a pdfﬂ)w </ ( an(:c,y)m) "y
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Demostracion. El caso p = 1 se sigue del Teorema de Fubini. Supongamos entonces que p > 1, y

observemos que
Ll ae= [ | e

s/n /nh(m,ﬂdt

[ (Lo

[ (Lo

donde en la ultima igualdad hemos utilizado nuevamente Fubini. Sea ¢ = p/(p — 1). Aplicando la
desigualdad de Hoélder a la expresion de adentro de esta tltima integral, obtenemos

/n /nh(x,t) dt p_1|h(:c,y)|dx < (/n /nh(wjt) ” a(p=1) dﬁ) 1/q( Rn\h(x,y)ypdx> 1/p
= (L] Lo naf o) 1/q< Rn!h(w,y)\pdx>l/p.

/n /nh(l‘,y)dypdx < /n<(/n /nh(:c,t) dtpdx)l/q< Rn|h($,y>|pd$)1/p> N
VATREY dtpdfff)l/q L ([ e ac) "y

P 1/q
Si dividimos por (/ / h(z,t)dt d:n) , y recordamos que 1 — (1/q) = 1/p, obtenemos la
desigualdad buscada. O

p—1
dx

| by

([ i)

p—1
Ih(,y) dy) da

/nh(m, y) dy

p—1

Ih(z,y)| d:c) dy,

Por lo tanto concluimos que

Teorema 5.6. [14] Si f € LP(R"), 1 < p < oo, y g € LY(R™), entonces la convolucion estd bien
definida y f * g € LP(R™). Ademds,

Al < [1£1Ipllgl]x-

Demostracion. Claramente |(f * g)(z)| < / |f(x —y)|lg(y)|dy, y aplicando el Lema 5.5:
Rn

( Rn|(f*g)(x)\pd:n>l/p </ < anx—ynpdm)”ﬂg(y)my
= 11£llollgl

— N

Teorema 5.7. [14] Si f,g € LY(R™), entonces (f x g) = fg.
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Demostracion. El resultado es consecuencia de

(Fro)t) = / ) ( o (z —v)9(y) dy) e 72T gy

_ / ) ( s f(x—y)e2mite d:c>g(y) dy

= / n( . (x)e 2Ty dw’)g(y)e‘%“'y dy
= f(1)g(t),

donde hemos aplicado el Teorema de Fubini en la segunda igualdad, y un sencillo cambio de variables
en la tercera. ]

Definicién 5.8. [14] Definimos el operador de translacién 7, de manera que m,(f)(x) := f(x —h).
Similarmente, definimos la dilatacion 6q(f)(x) := f(ax).

Proposicién 5.9. [14] Si f € L}(R"), se tiene que

(i) (nf)(x) = 27 f(a);
(ii) (e27Rf(1))(x) = (mf)(@);
(iii) a"(8uf)(x) = fla 'a).

Demostracion. Para ver el primer apartado hacemos un sencillo cambio de variable en la segunda
igualdad de lo que sigue:

(nf)(@) = [ f(t—h)e 2ot g = e72mieh [ p(p)e=2miat gy
Rn -
— e—QWix-hf(x)'

El apartado (ii) es inmediato, y el (iii) se desprende de
_ A . |
(0af)@) = | flat)e 7 dt = — / f(t)e 2 gt
R™ am™ Rn

1
- G
a a
donde hemos hecho un sencillo cambio de variables en la segunda igualdad. O

Teorema 5.10. [14] Si f € L'(R™), y 1. f(x) € L*(R"), entonces f es diferenciable con respecto
a Ky
of
dxy,

(z) = F(=2mity f(t))(x).

Demostracion. Sea h = (0, ...,0, hg,0, ...,0) un vector no nulo a lo largo del k-ésimo eje cartesiano.
Aplicando el segundo apartado de la Proposicién 5.9 es facil ver que
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5.2. PROBLEMA DE INVERSION

Por otro lado, aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada en la primer igualdad y la regla
de L’Hopital para calcular el limite, es claro que

. e ?mth —1 — izt , —2rmia-t
lim — | f(t)e dt = —2mit f(t)e dt
hp—0 JRrn hk n
= F(—2mity f(t))(z).
O

Definicién 5.11. [14] Decimos que una funcién f es diferenciable en la norma LP con respecto a
xy si f € LP(R™), y existe una funcion g € LP(R™) tal que

l{m </ fla+h) - f@) pdx>1/p_o.
hr—0 n

Py
Teorema 5.12. [14] Si f € LY(R™), y g es la derivada parcial de f con respecto a xj, en la norma
L', entonces §(x) = 2mizy f(x).

—g(z)

Demostracion. Observamos que, por el Teorema 5.2,

fx+h) — flx) ’oog/n

Sz —
9(x) I

Esta tultima expresion tiende a cero por hipétesis, y por lo tanto, haciendo uso del primer apartado

de la Proposicion 5.9,

flx+h)— f(z)
g

—g(z)| dx.

. —27rza: h _ .
0= i [lo(o) — o) (=) H — f()2mizel|se
hr—0
Esto tltimo implica que §(z) = f(z)2miz), como querfamos ver. O

5.2. Problema de inversion

En esta seccién nos centramos en el problema de invertir la Transformada de Fourier. Es decir,
dada la Transformada de Fourier f de una funcién integrable f, queremos recuperar esta ultima
a partir de la primera. Para ello tendremos que desarrollar ciertos métodos de sumabilidad para
integrales.

Definicién 5.13. [14] Para cada € > 0, definimos la media de Abel Ac = Ac(f) como la integral

A= A(f) := Rnf(:n)e_elm| dz.

Es claro que si f € L'(R"), entonces HH(I) A(f) = / f(x)dx. Por otro lado, si f no es integrable,
€E— Rn

este limite puede existir de todas maneras, como en el caso f(x) = senz/z, para n = 1.

Definicién 5.14. [14] Cuando ]fII(l) Ac(f) existe y es finito, decimos que f es Abel sumable a
€E— Rn
este limaite.
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CAPITULO 5. TRANSFORMADA DE FOURIER

Vemos a continuacién otro método de sumabilidad importante.

Definicién 5.15. [14] Para cada € > 0, definimos la media de Gauss G. = G¢(f) como la integral

Ge=Ge(f) = an)e—flxl? da.

Definicién 5.16. [14] Decimos que f es sumable Gauss, con suma l, siempre que
Rn

m Ge(f) = lm [ f(x)e P dz =1

e—0 e—=0 Jrn

Observemos que tanto A, como G, pueden escribirse en la forma

n

M.a(f) = M.(f) = / B (cx) f(x) dr,
donde ®(0) =1y ® € Cp.

Definicién 5.17. [14] Decimos que / f es sumable, con suma [, si lim M (f) = . También

n e—0
decimos que Mc(f) son las ®-medias de esta integral.

Teorema 5.18. [14] Para todo a > 0, tenemos que

_ 2 _9rit. _ _ 2
/ e waly| e 27thydy — n/2€ |t /a.
n

Demostracion. En primer lugar, necesitaremos probar que
/OO —(2mz+it/2)? d 1 (5.1)
e r=—. .
oo 2/
Teniendo en cuenta que t es arbitrario, y haciendo un cambio de variables en la integral de la

L , . L e e 1 . .
izquierda, bastard verificar que — e~ @) gy = ——_ . Para ello consideramos la funcién

. NG

flz) = e=#". Como f es holomorfa en C podemos aplicar el Teorema de Cauchy, de manera que,

fijados t, R € R, tenemos que / f(2)dz =0, donde A = [—R, R] x [0,t]. Sean entonces
A

(s)=—s+1it, se|[-R,R];
v2(s) = —R —1is, s€[0,t];

(s)=R+1is, sel0,t];

(s) = s, s € [-R,R).

Es facil ver que

/%f(z)dz

lim
R—o0

:()7

R—o0

f(z)dz| = lim ‘ f(z)dz
V2 3

t
< e—t2 / e—R2 dS, para i = 2,3. Para ’71(3) tenemos
0

ya que

—R

[ st [ s [ o
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5.2. PROBLEMA DE INVERSION

Por lo tanto, lim f(s)ds = / e~*" ds. Similarmente,

R—o00 " 0

R—o00 o

lim f(s)ds = —/ e (siD)? gg.
Y4

4
Ahora bien, como / f(z)dz = Z f(s)ds, por lo anterior es claro que
A k=1""7k

/ e (s+it)? ds:/ e ds,

y como la integral Gaussiana es iguala a /7, hemos demostrado (5.1). Para verificar la igualdad
del enunciado observamos en primer lugar que

n [e's)
4202 o 42,2 _o
/ e 472 |z e 27rm’tdx: | |/ e 4 T e 2mixty dl‘k
" k=177

0o
2,2 2 2
/ 6747r @ —2mapty -+t /4 eftk/4 dxy,

—00

Il
o

i
I

Il
=

oo

_42 _ . 2

. tk/4/ o~ @raitity/2)? g
—Oo

e
Il
—

Leit%/ll

2y

_ _ 4|2
L n2 /4

Il
P?‘::

)
S|I=
_

« . . .
, es facil verificar que

N

— 2 _9rit. _ _ 2
/ e waly| e 27rztydy —a n/2€ |t /oz’
n

Si hacemos el cambio de variable z =y

como queriamos ver. ]

: el
Notemos que en este teorema hemos calculado la Transformada de Fourier de la funcién e€*l.

. . _ 2 . . . <z
En particular, hemos obtenido que e *I° es su propia Transformada de Fourier. A continuacién
estudiamos el caso e *l, y para ello necesitaremos de unos lemas preliminares.

Lema 5.19. [14] Para todo B > 0, se satisface

2 oo
e P = / o8P pz dzx.
mJo 1422

B8z
Demostracion. Sean f(z) = %, R eR,y ACClaregién en el plano complejo delimitado por
z
las curvas



CAPITULO 5. TRANSFORMADA DE FOURIER

Notamos que, en esta regién, f tiene un polo simple en z = ¢, y por lo tanto, calculando el residuo
como cociente de funciones,

/ f(2)dz = 2miRes(f, i) = me P,
A

R _iBs R R
/ f(z)dz:/ 62ds:/ COSB; ds—l—/ benﬁj ds
" 7R1+S 7R1+S 7R1+S

R
[

—-R 1 +82
‘/ f(z)dz
72

> cos s
donde C' es constante. Utilizando entonces que lim / f(z)dz = / % ds, y también que
R—o0 /o, oo L+ 8

Por otro lado,

y es facil verificar que

< CR

lim / f(2)dz =0, observamos que
72

R—o0
IRCLE / S+ / fe)d,

> cos s 3
Trs2 "¢
—0oQ

Para obtener la igualdad del enunciado basta considerar la paridad de la funcién dentro de esta
dltima integral. O

y por lo tanto

Lema 5.20. Para todo B > 0 se satisface

s_ 1 / e sy

e’ =— —e P du.
VT o Vu

Demostracion. En lo que sigue tendremos en cuenta que

1 > 7(1+x2)u
Traz € du,

lo cual no es dificil de verificar. Utilizando también el Lema 5.19 y el teorema de Fubini, tenemos
2 oo 2 o [e.e]
e B = / &&Z dr = / cos Bm(/ e ueTuT? du) dx
™ Jo 1 +x ™ Jo 0
2 [ o 2
= / e“(/ e " cos fx da:) du
T Jo 0
= 2 /OO e " (1 /OO eua? i dac) du
™ Jo 2 —c0
2 /OO u( /OO —4r?uy?  —2miBy )
=— e s e e dy | du
™ Jo —00

84



5.2. PROBLEMA DE INVERSION

donde, en la cuarta igualdad, hemos utilizado la paridad de las funciones e~ cos Bxy e~ sen Bz,

y en la quinta hemos hecho el cambio de variables x = 2wy. Ademas, utilizando el Teorema 5.18,
con o = 4mu tenemos que la dltima expresion es igual a

2 / U (1\/?6—62/%) du,
T Jo 2V u
de lo cual se concluye la igualdad buscada. O

Teorema 5.21. [14] Para todo oo > 0, tenemos que

—27|yla ,—2mit-y _ o
/ne € dy Cn( +|t|)n+1/27

donde ¢, = T[(n +1)/2]/(x(+1/2).

Demostracion. Primero estudiaremos el caso o = 1. En el siguiente razonamiento utilizaremos el
Teorema 5.18 en la tercera igualdad (con o = w/u), el Teorema de Fubini para el cambio de orden
de integracion, y en la quinta igualdad haremos el cambio de variables s = (1 + [¢|*)u:

. 1 U 21,12 :
—27|y| —27rzt~yd :/ (/ & —Artlyl /4ud > —27rzt~yd
e e Yy e u e Yy
/” re \VT Jo  Vu
1 /Oo eu</ e~ A2 y|? /Au  —2mit-y dy> du
7T U n
n/2
ultP) du
vk ()
- = —u, (n— 1)/2 —ult|?
7r(”+1)/2/0 e “u du

1 1 o
A+ D/2 (1 1 |t[2) D72 /g € s ds

L[i(n+1)] 1
m(n+1)/2 (1 4 |t| )nJrl/

Para el caso general o > 0, nos bastara hacer el cambio de variables y = x/a y aplicar el caso
a =1 en lo que sigue:

_ —omit- 1 _ —orit.
/ e 27r\y|o¢6 2mit-y dy = — e 27r|z|e 2mit-z /o dr
n « n

Cn
= Oén(l + |§‘2)(n+1)/2
(e%
= Cn
(@2 4 [t]2)(n+1)/20

O

Definicién 5.22. [14] Definimos el nucleo de Weierstrass y el nicleo de Poisson como las trans-
. . _ 2 2 _ .
formadas de Fourier de las funciones e 4™ all® ¢ e=2mell  regpectivamente. Les denotaremos por

Wy P, respectivamente, y por lo tanto tenemos
W(t,a) = a”/2e_“|t|2/a,

a
P(t,a) = C”( Tt D2
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CAPITULO 5. TRANSFORMADA DE FOURIER

Teorema 5.23 (Férmula de multiplicacién [14]). Si f,g € L*(R™), entonces

f@)g(z)de= | f(z)g(x)dz.
R™ Rn

Demostracion. Haciendo uso del Teorema de Fubini, es facil ver que

[ i@gwydn= [ ( [ e dt>g<x> dz

_ / " < / glayemite dm) F(6)dt

= [ f(t)g(t)dt.
R’I’L
O

1/p
Definicién 5.24. [14] La expresion w(h) = wp ¢(h) = </ |f(z —h) = f(x)|P dat) se conoce
R™

como el LP-md6dulo de continuidad de f.

Es claro que w(h) es acotado como funcién de h, ya que w(h) < 2||f||,. Ademas, lim w(h) =0
%

1

|h|—0
claramente cuando f es continua con soporte compacto. Esto también es cierto para el caso general.
Para verlo, como ya hemos hecho en diversas ocasiones, empleamos el argumento de aproximaciones

haciendo uso del Lema 2.36.

Teorema 5.25. [14] Si f,® € L'(R"), p = ®, y @ (x) = € "p(x/€), entonces

f@)e b (eryde = | fla)ple —t)de,
Rn R™

para todo € > 0

Demostracion. Aplicando la férmula de multiplicacién, y la Proposicién 5.9,
f(@)e™ 2 ®(ex)de = | f(x)e2™ 7 (5.D)(x) dx
R” R

= Rnf(x)?(e%it'x(égb))(x) dx

—

= f(@)71(0:P)(x) d
Rn

O

Teorema 5.26. [14] Sea ¢ € L*(R"), con/ o(x)dr =1, y para todo € > 0 sea pe(x) = € "p(x/e).
R’I’L
Si f e LP(R™), 1 < p < oo, entonces h'Ir(l)Hf * e — fllp = 0.
e—
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5.2. PROBLEMA DE INVERSION

Demostracion. Observamos que haciendo un sencillo cambio de variables,

/”806(75) dt = /f”gp(i) dt = /n¢(t) dt — 1.

(Frpla) = @) = [ fle—edt)dt— [ flaodtar

— [ G-t f@edn

Aplicando la Desigualdad de Minkowski para Integrales es inmediato verificar que

P 1/p
If*soe—fllp—</ dx)

<[ ([ we-v f(fb’))@e(t)lpd93>l/pdt
-J.(L

Por lo tanto,

| (e == f@)ede i

1/p
fla=t) = flaPde) e o (t)at

- [ ([ e —a)- o) o).

Utilizando el LP-mdédulo de continuidad, lo que hemos probado es que

I1f % e = fllp < /Rnw(—et)|g0(t)| dt.

Como w(—et)|p(t)| < 2||fllple(t)|, podemos aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada, y
concluimos que

ll_{%Hf*Spe_fHP:O?
como queriamos ver. O
Teorema 5.27. [14] $i ®,& € LY(R") y / o(x)de = 1, donde ¢ = ®, entonces la ®-media de

la integral / f(t)e%it“ dt converge a f(x) en la norma L'. En particular, las medias de Abel y
Rn

Gauss de esta integral convergen a f(x) en la norma L*.

n

Demostracion. En definitiva, lo que queremos probar es que / O (ex) f (2)e*™* dx converge a f(t)

en la norma L'. Utilizaremos el Teorema 5.25 para observar que

| vei@erran = [ j@peda=tde = (oos N0),
y, por lo tanto, nuestro resultado se sigue del Teorema 5.26. 0

Corolario 5.28. [14] Si tanto f como f son integrables, entonces
f@)= | femtat,
R?’L
para casi todo x.
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CAPITULO 5. TRANSFORMADA DE FOURIER

Observemos que como f es la transformada de Fourier de una funcién de L', coincide con una
funcién continua (de hecho, de Cp).

Demostracién. Como f € L'(R™), es claro que las ®-medias de / f(2)e?™™* dz: son acotadas. Por

n

lo tanto, aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada, obtenemos

f(-T) = /R im f( ) 27rix-t(1)(€t) dt = Rnf(t)e%rix-t dt.

n €e—0

O

Corolario 5.29. [14] Si f1 y fo pertenecen a L*(R™) y fl(x) = fz(ac), para todo x € R™, entonces
fi(t) = fa(t), para casi todo t € R™.

Demostracion. Del Teorema 5.27 se deduce que si f(z) = 0 para todo x, entonces f(t) = 0 (c.p.t).
Aplicando esto a f; — fo, y teniendo en cuenta la linealidad de la Transformada de Fourier, con-
cluimos el corolario. O

Todo lo que viene a continuacién nos servira para probar una condicién que nos asegure que f € L',
y nos sera de gran utilidad para la teorfa en L2

Lema 5.30. [14] Para todo o > 0 se satisfacen las siguientes igualdades:

W(z,a)dx =1,
R’ﬂ

/np(x,a) do = 1.

Demostracion. Con un sencillo cambio de variables es facil ver que [ W(z,a)dz = [ W(x,1)dz,
Rn R™
oo
y que P(z,a)dx = / P(z,1)dz. La primer igualdad es consecuencia de / e~/ gy = 24/.
R™ n —00

Aplicando el Corolario 5.28 a f(z) = e~ 277l (a continuacién probaremos que f y P son integrables)

y utilizando el Teorema 5.21, obtenemos [ P(t,a)e~2"*l = ¢=2m12l Poniendo = = 0 es claro que
R
JgnP(t, @) dt = 1. La integrabilidad de f es facil de verificar, mientras que la de P(z,1) se sigue de

aplicar la formula de integracion en coordenadas esféricas:

1
= |5t / ds,
/]R" (1 + |t| ) n+1 | _|_ 82 n+1)/ s

donde |S™~!| denota el area de la superficie de la esfera unitaria. Ahora, la integrabilidad de esta
ultima funcién no es dificil de verificar separando la regién de integracién en los intervalos (0,1) y
(1,00), y el lema queda probado. O

Definicién 5.31. [5] Decimos que una funcion f es localmente integrable si fxx € L'(R™), para
todo compacto K C R™.
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5.2. PROBLEMA DE INVERSION

Definicién 5.32. [5] Denominamos conjunto de Lebesgue al subconjunto de R™ dado por

EU):{xeRWHm]lﬂkJﬂx—ﬂ—fmﬂﬁ:O}

r—0 r"

Teorema 5.33. [5] Si f es localmente integrable, entonces

para cast todo x € R™.

Demostracion. Es claro que para toda g € C.(R"), se tiene L(g) = R", ya que |g(t) — g(z)| < € si
|t — x| < 6 con § = 6(¢) adecuado. Sea f € L'(R™). Si denotamos

1
E. .= {:UGR”: lim  sup — |f(t)—f(:1:)|dt>e},
M= 0<cr<1/m T JB(x,r)
bastard demostrar que |E¢| = 0 para todo € > 0, ya que de ello se obtiene que R™\ L( f U Eijm
meN

es de medida nula. Tomamos gi € C.(R™) tales que ||f — gk||1 < 1/k. Para todo & € R™ se cumple
vl o —swias 5 ol L[ -a0w - ¢ - a)@la
Como z € L(g),
S s [ O S M 00+ 1)~ i)

de lo cual se deduce que

g {M(r =) > 2o {17 -l > o2},
Utilizando la desigualdad maximal y la de Tchebychev (véase la referencia bibliogréfica) obtenemos

2
|Ee| < Hf gk|h+*\|f gk ll1,

/2

y esto ultimo tiende a cero cuando hacemos crecer k. Para f localmente integrable, basta observar
que se cumple

ﬂ L(fxBox) S L)

keNg
y que
c U ﬁ(fXB(O,k))Cv

keNy

que es de medida nula. O

Teorema 5.34. [14] Si f es localmente integrable, entonces
, 1
1m1n/ F(z— 1) — f@)|dt =0,

para cast todo x € R™.
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CAPITULO 5. TRANSFORMADA DE FOURIER

Demostracion. Si o € R™, claramente |f(t) — | es localmente integrable y, por el Teorema 5.33, el
conjunto F, C R"™ dado por
1
Fy = {x Rl /|t<T(|f(w —t)—al +|f(z) — al) dt # o},

es de medida nula. Si ponemos F' = U F,, entonces F' es de medida nula. Veamos ahora que

aeQn
si x € R™\ F, entonces la igualdad del enunciado es cierta. Fijamos x en este conjunto y, dado

e >0, sea o € Q" tal que |f(x) — a| < e. Si Q, es el volumen de la bola unitaria n-dimensional,
recordamos que r"€), es el volumen de la bola de radio r. Observemos que

1 1 1
o [, Ma=0—slars g [ e —alarr g [ o s

/ |f(x —t) — a|dt = |f(x) — a] < e. Ademads
[t|<r

Como = ¢ F,, es ficil verificar que lim
r—0 QnTn

1
Q,rm

/ o — f(z)|dt = |f(x) — a] <€, de lo cual se deduce el resultado. O
[t|<r

En el siguiente teorema, cuando hablamos de supremo nos referiremos al supremo esencial.

Teorema 5.35. [14] Supongamos que ¢ € L'(R™). Sea 1(x) = sup |¢(t)| y, para cada € > 0, sea
[t =]

oe(z) = e "p(z/e). Si € LY(R") y f € LP(R™), 1 < p < oo, entonces

lig(/ + ) (@) = f(a) [ olt)at

para todo x € L(f).

Demostracion. Sea x € L(f), y sea § > 0. Como ||f||, < |K|M/7=1/P)||f||, (en donde la norma se
toma sobre el espacio K), para todo K compacto y ¢ < p, f es localmente integrable y podemos
aplicar el teorema anterior para encontrar 1 > 0 tal que

L et - f@)dt <5, (5.2)

n
T Jt)<r

para todo r < 7. Por lo tanto, como / ©Ye(t) dt = / (t) dt = a, para todo € > 0, se tiene

[(f % @e) () — af(x)] =

/Rn(f(x —t) = f(z))pe(t) dt'
<| om0 vl s| [ 0= tie

=1 + I.

Para estimar I, observamos que v es radial, es decir, ¢(x1) = ¢ (z2) si |z1| = |x2|. Si ponemos
Yo(r) = ¥(z) cuando |z| = r, entonces 1y es una funcién decreciente con respecto a r. Utilizando
la notacion del teorema anterior, es inmediato verificar que

0,(2" 1)

nTrnz/Jo(r) < / Y(x) de.

r/2<|z|<r
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5.2. PROBLEMA DE INVERSION

Como v € L'(R"), esta tltima expresién tiende a cero, y concluimos que lgn r"io(r) = 0. En
T o

particular, existe una constante A tal que r"iy(r) < A, para todo 0 < r < oo. Por lo tanto,
aplicando la férmula de integracién en coordenadas esféricas, la condicién (5.2) es equivalente a

G(r)= / s"_lg(s) ds < or'™,
0

para r < 7. Utilizando estas observaciones y una integraciéon por partes en la segunda igualdad,

I < /| IR Fle (L) = /0 “rn g (D) dr

) - [Tememip(Z)ar
n n/e

- G(es)e " (s) ds
0 0

n/e
< 0A— / 5s" iy (s) ds
0

< 5(A - /OOO ") (s) ds).

Otra integracién por partes nos muestra que esta tltima integral es acotada:

| st ds = ()| n / " o (s) ds

0

= G(r)e "o (-

< or"e o (-)

€

() de,

wn_l Rn
donde w,_1 es el drea de la superficie de la esfera.
x
Como 1 € L'(R"), nos queda que %fn% I = 0. Para estimar Iy, ponemos ¥.(z) = e_”w(—>, y
> €
denotamos por x;, a la funcién indicadora de laregién {x € R™ : || > n}. Entonces, si 1/p+1/p’ = 1,

tenemos

I < Rnf(xt)@e(t>x77(t)dt‘+ Rnf(fv)soe(t)Xn(t)dt‘

< A Mlplbxntellpr + 1 @) xnel |1y

haciendo uso de la desigualdad de Holder. Como

lim ||xn®el|1 = lim Ye(x) dxr = lim Y(x)dr =0,
6—>0H n EH e—0 lz|>n E( ) e—0 |z|>n/e < )

el segundo sumando serad arbitrariamente pequeno al variar e. Por otro lado, considerando que
p =1+ (p/p'), y aplicando la desigualdad de Holder, es ficil verificar que

X Wellpr = (/|m|>n(1/1e($))pl dx> w = < . V() (e ()PP dm)l/p/

1 /
< It |XP el 17

Recordando que v es decreciente y que lim r"y(r) = 0, obtenemos
r—00

[ [oytlloo = 1im sup (@) = limn ™ (1) "y (1) = 0.

e—0 |lz|>n e—0
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CAPITULO 5. TRANSFORMADA DE FOURIER

Hemos concluido por tanto que HH(I) I, =0, lo cual implica que
€E—

I |(f ) () — af (@) =0,
como se queria ver. O

Corolario 5.36. [14] Supongamos que f € L'(R™) y f>0.8if es continua en z = 0, entonces
fel'®R) y

FO = [ f@)ete da.
RTL

Demostracion. Si f es continua en un punto, entonces claramente este punto pertenece a L(f).
Utilizando los Teoremas 5.25 y 5.35, con t = 0, tenemos

lim | f(a)e > de =lm | f(z)pe(x) da = lm(f * ¢c(0))

=0 Jgn =0 Jpn
=10 [ p@)do = 10) [ Pla.e)dz = ),

donde, en este caso, ®(t) = e~2m<lzl _ Ahora, como f > 0, observamos que
[ Fw)de= [ i ) <t [ fa)e e da = f0),

QOnde hemos aplicado el Lema de Fatou en la desigualdad. Por lo tanto es inmediato verificar que
f € L*(R™) y, aplicando el Corolario 5.28, concluimos que

FO = [ f@)ete da.
Rn

5.3. Teoria en L*(R")

La integral que hemos utilizado para la Transformada de Fourier no esta bien definida para funciones
en L*(R"). Sin embargo existe una definicién natural para la Transformada de Fourier en este
espacio. Sera fundamental el siguiente teorema para verlo.

Teorema 5.37. [14] Si f € L' N L2, entonces ||f]|2 = ||f]|2-

Demostracion. Sea g(x) = f(—x). Por el Teorema 5.6, h = f x g € L'(R™), y por el Teorema 5.23,
h = fg. Como g = f, tenemos que h = ]f\Q Ahora, por el Corolario 5.36, es claro que h € LY(R™)

y que h(0) = / h(z) dz. Por lo tanto, tenemos
R"L

PP de = / h(x)de = h(0) = | F(x)g(0— ) da
Rn n Rn
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5.3. TEORIA EN L2(RV)

Este teorema nos dice que la transformada de Fourier en L! es un operador lineal acotado definido
sobre un subespacio denso de L?(R"), a saber, L' N L2. De hecho, es una isometria. Por lo tanto,
existe una tnica extensién acotada, que denominaremos 7, de este operador en todo L?, y diremos
que es la Transformada de Fourier en L?. Utilizaremos la notacién f = T (f) cuando f € L*(R™).
En general, si f € L?(R"), esta definicién de Transformada de Fourier nos proporciona f como
el limite (en norma L?) de una sucesién {ilk}, donde hj, pertenece a L' N L2, para todo k. A
menudo serd conveniente tomar hyp = fxi, donde x es la funcién indicadora sobre la regién
{x € R : |z| < k}. Los siguientes dos teoremas son conocidos como Teorema de Plancherel.

Teorema 5.38. [14] La transformada de Fourier en L?>(R™) es un operador unitario.

Demostracion. Debemos probar que T : L?(R") — L?(R"™) es una isometria exhaustiva. La iso-
metria es consecuencia inmediata del teorema anterior. Para ver la exhaustividad, primero obser-
vamos que, al ser 7 una isometria, el rango de 7 ha de ser un subespacio cerrado de L?(R").
Si el rango no fuera todo L?(R"), podriamos encontrar una funcién g, con ||g||la # 0, tal que
fRnf(x)g(x) dr = 0, para todo f € L?(R") (véase [6]). Utilizando la Férmula de Multiplicacién,
que se extiende de manera natural a L?(R™), obtenemos

f@)g(x)de = [ f(x)g(x)dx =0,
R~ Rn

para todo f € L?(R"). Esto implica que §(z) = 0 para casi todo x € R™, lo cual contradice que
19ll2 = llgll2 # 0. O

Teorema 5.39. [14] La inversa de la Transformada de Fourier en L?>(R™), T, puede expresarse
mediante (T 1g)(x) = (Tg)(—x), para toda g € L*(R").

Demostracion. En lo que sigue, utilizaremos el hecho de que L?(R") es un espacio de Hilbert, y
por lo tanto, como 7 es unitario, 7! = T*. Probaremos que 7 !(f) puede expresarse como el
limite (en norma L?) de la sucesién definida por

Fut) = / . F@)e?mit g (5.3)

Primero lo vemos para f € L?> N L', un subconjunto denso del rango de 7. Bastara verificar
que el limite de la expresiéon (5.3) es igual a T*f. Pero esto es inmediato, ya que si ponemos

f@) = [ f@)e®™*Tdx = lim fi(t), es facil verificar que
Rn k—o0

(0.0) = [ ([ Forermeac) ar
= /n (/ng(t)e—Q’”‘ﬂ“t dt>f(x)dx =(Tyg,f),

para todo g € L' N L?. Esto nos dice que <g,f> = <Tg,’7'f> = <g,f>, para todo g € L' N L2,
y por lo tanto, f = f. Podemos extender el resultado a todo L?(R™) mediante un argumento de
aproximacion. O
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