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Abstract

The theory of differentiation of integrals comes from the widely known theorem of Lebes-
gue. One could think that taking on this theorem euclidean balls instead of other type of
sets might well be irrelevant. But it’s not true. It became a difficult problem to find out
whether the replacement of euclidean balls by other type of sets in the Lebesgue theorem
would lead to a true statement or not.

The aime of this work is to present the theory of differentiation of integrals as an in-
teraction between covering properties of families of sets in R™, estimations for an adequate
extension of the maximal operator of Hardy and Littlewood and differentiation properties.
First chapter is devoted to the main covering theorems that are used in the subject. The
second one introduces the notions of a differentiation basis and the maximal operator as-
sociated to it. Third chapter shows how closely related are the properties of the maximal
operator and the differentiation properties of a basis. Finally, in the fourth chapter we
solve some classical problems: the Perron tree, the Kakeya problem and the Nikodym set.






Introduccio

Una forma d’introduir la Teoria de diferenciacico d’integrals és mitjancant el Teorema
fonamental del calcul:

Teorema (Teorema fonamental del calcul). Sigui f : [a,b] — R wuna funcid continua, i
sigui F(x) = [ f(t)dt. Aleshores,

F € CY([a,b]) i F'(z) = f(x), per tot x € (a,b).

Demostracid. Fixem ¢ € (a,b). Suposem, sense perdua de generalitat, h > 0 i calculem la
derivada de F(c)

c+h
<i [ - sea

F(c+h)— F(c)
L

Com f és continua a ¢, donat € > 0 podem trobar § > 0 tal que si |t — ¢| < 0, aleshores

|f(t) — f(c)] <e. Aixi,
c _ c c+h c c+h
‘F( 0 <}ll/ ]f(t)—f(c)|dt<h/c it — e

L=

Per tant, podem concloure que

O

La tnica hipotesis de la que es serveix el teorema, és la continuitat de f. Aixi, de
forma natural sorgeix la pregunta: que passa si modifiquem la hipotesis de continuitat?

Observem que podem reescriure, amb major generalitat, el final de la demostracié
prenent una familia d’intervals {I}r, amb ¢ € I} per a tot k, i tals que el seu diametre
tendeix a 0 quan k — oo aixi:

1
F'(c)= lim — [ f(t)dt = f(c).
k—o00 ’I k’ Ix
D’aquesta manera, podem modificar la hipotesis del teorema suposant que f és una funcié
(localment) integrable Lebesgue a R™. El Teorema de Lebesgue (1910) mostra un resultat
en aquesta linia:

Teorema (Teorema de Lebesgue). Sigui f € LY(R") i sigui {By, (x)}r una familia de
boles centrades en x € R™ i radi vy, tal que limy_ o 1, = 0. Aleshores,
1

lim ——— f(t)dt = f(z), quasi per tot xz € R™.
koo | By (z)| JB,, (2)



Pero, és valid aquest resultat si, enlloc de fer servir boles, usem un altre tipus de
conjunt que també es contregui cap a x?7 Aixi va esdevenir un problema dificil esbrinar si
reemplacar les boles en el teorema de Lebesgue conduiria a un resultat cert o no. Aixo va
dur a tenir en compte situacions més generals i intentar trobar una caracteritzacio per les
families de conjunts que, com les boles, poden tenir un teorema de diferenciacié similar al
de Lebesgue. D’aquesta manera va sorgir la Teoria de diferenciacié d’integrals.

El treball que aqui es presenta és un estudi de les diverses relacions geometriques i
analitiques que existeixen entre les propietats de cobriment de conjunts, acotacions d’o-
peradors maximals i el teorema de diferenciacié de Lebesgue. Aixi doncs, s’ha estructurat
al voltant d’aquests tres eixos.

En el primer capitol es presenten tres resultats sobre propietats de cobriment. Un
primer de trivial, pero de gran utilitat, seguidament dos teoremes de Besicovitch i finalment
el classic Teorema de Vitali. Per acabar es demostra el Teorema de Lebesgue usant el
Teorema de Vitali.

En el segon capitol s’introdueix 'operador maximal de Hardy-Littlewood i les bases
de diferenciacié de boles, cubs, intervals i rectangles. Es donen unes primeres acotacions
per a boles, cubs i intervals, amb l’ajuda de les propietats de cobriment introduides.
Finalment es demostra novament el Teorema de Lebesgue usant ’acotacié obtinguda en
boles, connectant aixi els tres pilars de la Teoria de diferenciacié d’integrals.

En el tercer capitol es tracte el concepte de derivada d’una integral d’una funci6 res-
pecte una base i es mostren diferents caracteritzacions de les bases de diferenciacié en
termes de I'operador maximal.

En el darrer capitol, s’estudien en major profunditat la base d’intervals i la de rectan-
gles, i es resolen alguns problemes classics: el problema de Kakeya, I’arbre de Perron i el
conjunt de Nikodym.

La major part dels resultats que es mostren en aquest treball han estat trets del llibre
de M. de Guzman Differentiation of Integrals in R™ [8].



Capitol 1

Teoremes de cobriment

La teoria de diferenciacié d’integrals és una combinacié entre propietats de cobriment i
diferenciacié de families de conjunts. D’aquestes propietats, les de cobriment sén potser
les més basiques, doncs en molts casos només calen elements geometrics per establir-les i
no de teoria de la mesura.

Comencem el capitol amb un resultat trivial, pero de molta utilitat. Continuem amb
uns teoremes presentats per Besicovitch (1945, 1946) [2] [3] purament geometrics. Per
acabar, es mostra el classic teorema de Vitali.

1.1 El peix gran es menja el petit

El primer resultat que es mostra, tot i ser molt senzill, és molt tutil. En la demostracié
fem ts del seglient lema:

Figura 1.1: El peix gran es menja el petit.

Lema 1.1 (El peix gran es menja el petit). Donades dues boles B(xz,r) i B(y,s), amb
B(z,r)B(y,s) #0 ir > s, es té

B(x,r)UB(y,s) C B*(z,r), on B*(z,r) = B(x,3r)

3
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Demostracio. En el pitjor dels casos tindrem que r = s i que les dues boles sén tangents.
Es evident que B(z,r) C B*(z,r). A més, trivialment, d(z,z) < 3r, on z € B(y,s).
(Figura 1.1) O

Amb aquest resultat podem ja presentar i demostrar el segiient teorema:

Teorema 1.2. Sigui F un conjunt finit de boles a R"; i.e.,
F={Bj : Bjbola, j=1,--- ,N}
aleshores existeix un subconjunt F' C F; i.e.,
F'={Cy : Cy bola, k=1,--- M}CF, ambM <N
tal que:
(i) Per a tot C1,Cy € F', amb Cy # Co, C1(Cy = 0.

(ii) UL, B; € UpL, Ci.

Demostracio. Donat que F és un conjunt finit, existeix una bola By amb el radi maxim.
Prenem aquesta bola i traiem de F totes les boles que la intersequen, ja que el Lema 1.1
ens assegura que aquestes estan contingudes a B]. Repetim el procés amb les boles que
queden, escollint sempre la de major radi, fins que no quedi cap bola que no haguem usat
en algun pas.

Es obvi que la subcol-leccié de boles que han quedat a F és finit i que son disjuntes dos
a dos. A més, usant el Lema 1.1 ens hem assegurat la segona condicié del teorema. O

1.2 Teoremes de cobriment de Besicovitch

El segiient resultat presentat és de molta utilitat en la teoria de diferenciacié d’integrals.
De naturalesa purament geometrica, resulta essencial per demostrar altres teoremes de
cobriment, com el de Vitali. El teorema original de Besicovitch s’ocupa de boles euclidianes
a R"™; el que aqui es presenta és una versiéo més simple i elemental.

Teorema 1.3 (Teorema de Besicovitch). Sigui A un conjunt acotat de R™. Per a cada
x € A, sigui Qp un cub tancat centrat en x. Aleshores existeiz una successid {Qy}r tal
que:

(i) La successio cobreix el conjunt A; i.e., A C U Q.
k

(i) Cap punt de R™ no pertany en més de 0,, cubs de la successié {Qy}x; i.e., per a cada
z € R™,
Z Xy (2) < On.
k

(#ii) La successio {Qy}x es pot distribuir en &, families de cubs disjunts.

Per tal de fer més clara la demostracié d’aquest teorema, veiem primer una versié més
elemental, la prova del qual conté la idea principal del teorema.
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Teorema 1.4. Sigui {Q}72, una successio decreizent de cubs tancats centrats a lorigen
de R"™. Suposem (p—y Qr = {0}. Sigui A un conjunt acotat de R™. Per a cada x € A
prenem un enter positiu i(x) i escrivim Q(z) = T+ Qy(y). Aleshores existeir una successio
{zr}r C A (que pot ser finita) tal que:

(i) {Q(zk)}r cobreix el conjunt A; i.e., A C UQ(mk)
k

(ii) Cada z € R™ pertany com a molt a 2" dels conjunts Q(xy); i.e., per a cada z € R™,
Z Xk(z) < 2717
k

on xx denota la funcié caracteristica de Q(xy).
(#ii) La successio {Q(xk)}r es pot distribuir en 4™ + 1 successions disjuntes.

Demostracié. Comencem prenent z; tal que Q(x1) sigui de grandaria maxima. Suposem
que x1,x2,...,T;, ja han estat triats. Si

A\ Q) =0,

k=1

aleshores el procés de selecci6 ja ha acabat. Sino és aixi, prenem zp,11 € A\ U, Q(xk)
de forma que Q(zm+1) sigui de grandaria maxima. La successié {Q(zy)}7"' que hem

obtingut, satisfa les seglients propietats:
(a) Sii# j, aleshores z; ¢ Q(z;).

(b) La successi6 {§(Q(zk))}xr de diametres dels conjunts Q(xy) és, o bé finita, o bé tal que
limg o0 0(Q(z)) = 0, ja que que els conjunts xy + %Qi(xk) son disjunts.

Si el procés de seleccié s’acaba, la propietat (i) és trivial. Si {Q(zx)}x és una successié
infinita i hi ha un € A\ |Jg—; Q(z), aleshores existeix jo tal que el diametre de Q(z) és
més gran que el de Q(z;,). Aixo vol dir que haurfem d’haver pres = a la nostra seleccid.
Per tant, A C |, Q(zx).

Per veure (ii) prenem, a través de z, n hiperplans paral-lels als n hiperplans coordinats
i considerem els 2" “hiperquadrants” tancats a través de z determinats per ells. En cada
hiperquadrant com a molt hi ha un punt z; tal que z € Q(x;). En efecte, si n’hi hagués
dos, x; i xj, el cub més gran entre Q(z;) i Q(x;) contindria el centre del més petit i aixo
no pot ser per construccio.

Per provar (iii) fixem un element Q(x;) de la successié {Q(x)}r. Per (ii), com a
maxim 2" elements de la successié contenen un vertex fixat de Q(z;). Cada cub Q(xy)
amb k > j és d’una mida igual o major que Q(x;) i, per tant, si

Q(zi) [ QL) #0,

amb k < j, aleshores Q(x)) conté almenys un dels 2" vertex de Q(z;). Aix{ doncs, per
cada Q(z;) hi ha com a maxim 2" x 2" conjunts de la col-lecci6

{Q($1)7 Q(x2)7 KR} Q(.Z‘];l)}
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amb interseccié diferent del buit amb el cub Q(z;). Aquest fet ens permet distribuir els
cubs Q(xy) en 4™ + 1 successions disjuntes de la segiient forma: establim Q(x;) € I; per
i=1,2,...,4" + 1. Donat que Q(z4n42) és disjunt amb Q(xy,) per algun ko < 4™ + 1
podem prendre Q(z4ny2) € Ii,. De la mateixa manera prenem Q(z4ny3) € I-. Etcetera.
La successié {zj}r C A que hem construit satisfa les tesis del teorema. O

Ara ja disposem de les eines necessaries per demostrar el teorema que haviem deixat
pendent.

Demostracio del Teorema de Besicovitch 1.5. El procés de seleccioé consistira, tal com hem
fet en el teorema anterior, en escollir primer els conjunts més grans possibles i excloure
de A la part que aquests cobreixen. El fet que el suprem dels diametres dels cubs pot ser
inassolible ens obliga a escollir els cub de major grandaria. Una qiiestiéo purament técnica.
Sigui

ap =sup {6(Q(z)) : =z € A}.

Si ag = 00, aleshores un sol cub Q(x) convenientment triat és suficient per cobrir A. Si

ap < 00, escollim 1 € {Q(m)}xeA amb centre a z1 € A tal que §(Q1) > ap/2. Sigui ara

ap =sup {0(Q(z)) : z € A\ Q1}.

Seguidament escollim Q2 amb centre zo € A\ Q1 tal que §(Q2) > a1 /2. Etcetera.

Figura 1.2: Amb un terc de la seva mida la interseccié és buida.

Observem que no podem assegurar que si i # j, aleshores z; ¢ Q(x;). Aix0 és cert si
i > j, pero no necessariament si ¢ < j. Tot i aixi sempre podem garantir que la interseccid
%Qi N %Qj és buida, on %Qk és un cub amb el mateix centre que @ i amb un terg¢ de
la seva mida, tal com es mostra a la Figura 1.2. De fet, si per exemple ¢ > j, aleshores
z; ¢ Q;16(Q;) > d(Q4)/2, i aixo implica I'afirmacié anterior. Aixi obtenim (i) tal com
hem fet en la demostracié precedent.

La demostracié de (ii) i (iii) és essencialment igual que en el Teorema 1.4 usant la
mateixa observacié que hem fet servir per provar (i). O
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1.3 Teorema de cobriment de Vitali

El teorema de cobriment més classic en la teoria de diferenciacié d’integrals és el de Vitali
(1908) [13], el qual ha estat tradicionalment I’eina mitjangant la qual obtenir el teorema
de diferenciacié de Lebesgue a R™.

Teorema 1.5 (Teorema de Vitali). Sigui A C R™ un conjunt qualsevol. Per a cada x € A
considerem una successio {Qk(a:)};zozl de cubs tancats centrats a x i que es contrauen a

. Aleshores podem extreure de T = {Q(z)} una successio disjunta {Sg}i tal que

zeA
'A \[J Sk
K

Demostracié. Suposem primer que A és a linterior del cub unitat () amb un vertex a
lorigen i un altre al punt (1,1,...,1). Podem suposar, sense perdua de generalitat, que
tots els cubs de T' estan continguts a l'interior de Q.

Per comencar, escollim S; € T tal que

=0.

‘Sl‘ > %sup{m : IET}.
Seguidament escollim Sy € T tal que S1()S2 =0 i
1
52| = Ssup {i1] : TeT, 1(51=0}.

Escollim S5 € T tal que S5 (U?Zl Si) =0i

2
‘Sg‘ Z;SUP{M : IeT, Iﬂ<US,> =®}.
i=1

I aixi successivament. Aquest procés de seleccié pot ser finit o no. Si és finit, aleshores

clarament A C J; S, ja que de no ser aixi el procés de seleccié no hauria acabat. Suposem

doncs que el procés descrit a dalt és infinit i que hem obtingut la successié {Sk}32 ;.
Veiem ara que per a cada I € T tenim que

Iﬂ <,st> £ 0.

Efectivament, ja que de no ser aixi tindriem que existeix S € T tal que

Sﬂ(Q&;) =0

|S| > ;sup{m cTeT,I() < U Sk> :VJ}.
k=1

Donat que els conjunts Si sén disjunts i estan continguts a @, tenim que klim ’Sk‘ =0
— 00

i, per tant, existeix jo tal que !Sjo‘ < ‘S‘/Q. Tenint en compte la manera en que hem
escollit Sj,, obtenim

1 1 Jo—1 1
5151 > 1S5] ZQSHP{\I!  TeT, Iﬂ(H Sk> z(b} > 5 |s|-
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Arribant a aquesta contradiccié, podem afirmar que per a cada I € T tenim

N (,st> # 0.

Per demostrar que

=0

o
‘fi\ LJ Sk
k=1
n’hi ha prou de veure que per a cada ¢ > 0 existeix h tal que

<e.

h
‘fi\ LJ Sk
k=1

Donat qualsevol n > 0, triem h tal que

oo

Z |Sk| <.

k=h+1

Aixi doncs, podem escriure

A\kgskcu{s : %T,Sﬂ(é&) :(Z)}

_U{s : SeT,Sﬂ(chiJISk)—@’Sﬂ( G S’“>7é@}

k=h+1

(U{S : SeT,Sﬂ(IQISk) _(Z),Sﬂsj+17é®}>

= U
j=h

cU (U{S . SeT, S| <2|Sj+1\,5ﬂsj+1¢@}).
j=h

La primera inclusié és clara ja que, com Uzzl Sk és compacte, per a cada z€ A\ UZ:1 S
existeix un Q;(z) € T tal que

h
Qi(x)) ( U Sk> =0.
k=1
La segiient igualtat la obtenim amb la propietat que hem vist de que per a cada S € T

SN <kfj15k> =0.

La tltima igualtat és obvia i la inclusi6 final la justifiquem pel procés seguit alhora d’escollir
els conjunts Si. Per tant,

tenim que

o
< D 9IS <9™
j=h+1

h
’A\ USk
k=1
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Fent 9"n < € obtenim el resultat. En el cas que A no estigui inclos a l'interior de @,
apliquem el resultat obtingut a la interseccié de A amb l'interior de cada cub de R" de
costat 1 i vertexs en punts de coordenades enteres. ]

A continuacié presentem el Teorema de Lebesgue com una conseqiiéncia directe del
Teorema de Vitali 1.5, connectant d’aquesta forma les propietats de cobriment i la teoria
de diferenciacio.

Teorema 1.6 (Teorema de Lebesgue). Sigui f € LY(R"). Sigui {Qy(z)}x una successio
de cubs tancats centrats en x i que es contrauen a x. Aleshores per a quasi tot x € R",
tenim

lim ——— dy = .
A @] Qk(x)f(y) y = f(x)

Demostracio. Per provar-ho veurem que el conjunt de x € R™ per als quals no es compleix
el teorema, és un conjunt nul. Per a« > 01 H > 0, definim el conjunt
_— Q.
|Qk ()] JQu(a)

Sera suficient veure que |A| = 0. Sigui € > 0 i considerem f = g + h, amb g continua i
IIh|| < e. Com g és continua, tenim que

A= {o e R slol < H3(Qu) Qule) - . Jim s f- @)

1
lim dy = g(x).
Jim s /Q S0 =g(2)

Per tant,

A= { € R ¢ o] < H.3{Qu(x)}1 Qule) > o, lim sup

>l

1
[RE >/ , )
c A UA27

A= {r €l < 30U o) > 2 [ > 5
AQZ{CI;ERTL' Z}

]Ag\:/ dxg/h(x)’dxgzg.
As a2 «

Obtenim una successié disjunta {Si}r C {Qk(z)}zca aplicant el Teorema de Vitali 1.5 a
Ay, per k> 1, tal que |A; \ U, Sk| =01

1
1Sk| Js,

Facilment veiem que

o
h| > —.
>3
D’aquesta manera obtenim que
2 2e
Al <Ylsd <23 [ <

A més, |A| < %5. Com € > 0 és arbitrari, |A| = 0. O






Capitol 2

L’operador maximal de
Hardy-Littlewood

Per a una funcié f (localment) integrable Lebesgue, Hardy i Littlewood (1930) [10] van
introduir una nova funcié M f la qual té un paper fonamental en la teoria d’una variable
real.

Definicié 2.1. Per a tota f € L] (R”) definim ’operador mazximal de Hardy-Littlewood
M com )
M) =sup oo [ f)ldy
r>0 ’B(.’L’,T)‘ B(z,r)
Que passa pero, si enlloc de boles fem s de cubs, o de si aquests estan centrats o no,
en la definicié de M f? Denotem per My, f i M. f la definicié amb boles i cubs no centrats
respectivament, i per My f 1 M f en el cas de boles i cubs centrats en x.

Figura 2.1: Observem l’equivaléncia de fer servir boles o cubs, centrats o no.

Proposicié 2.2. Sigui f € LIIOC(R”). Aleshores quasi per a tot x € R"
Mcf(x) = My f(x) = M f(x) = My f.

Demostracié. Observem que per a tot y € B(x,r), B(xz,r) C B(y,2r) i que, per tant, és
equivalent usar boles centrades en x o no. A més, per a tot cub @) de costat 2a centrat
en z tenim que B(z,a) C Q C B(z,ay/n), tal com es mostra a la Figura 2.1. Per tant, és
equivalent definir M amb boles o cubs, amb centre a x o no. ]

11
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La segiient pregunta natural que podem fer-nos és si la nova funcié M f és o no mesu-
rable.

Proposicié 2.3. Sigui f € L _(R"™). Aleshores M f és mesurable; i.e., M f € M(R")

loc

Demostracié. En el cas no centrat el resultat és obvi, doncs per a tot A > 0 el conjunt
{z: Mf(z) > A} = M) és obert. Veiem-ho:

Si z € M,, aleshores existeix r > 0 tal que |B(z,r)|~! fB(x’r) |f(y)|dy > A\. Observem
que si y € B(z,r), aleshores M f(y) > A i, per tant, B(z,r) C M.

Per resoldre el cas centrat comencem per reescriure la definicié de M* f:

M f(z) = sup |f(y)|dy = sup

Bl TR f(y)ldy.
>0 |B($,’I“)’ B(z,r) reQ+ |B(l‘,’l“)| B(:r,r)| ( )|

Es a dir [5], tenim una funcié que és el suprem d’una successié de funcions reals mesura-
bles; i.e., M* f(z) = sup,cq gr, ON gr = m fB(cw‘) |f(y)|dy. Es suficient observar que

{SupTGQ gr > >\} = UTGQ{gT > )\} ]

Observaci6 2.4. L’operador maximal de Hardy-Littlewood esta definit a
M : L (R") — M(R").
En la segiient proposicié veiem algunes propietats de 'operador:

Proposicié 2.5. L’operador maximal de Hardy-Littlewood M compleizx les segiients pro-
pietats:

(i) Es positiu; i.e., per a cada f € L\ (R™) iz € R", M f(z) > 0.

loc

(ii) Es subadditiu; i.e., per a cada f1, fo € L1 _(R™), M(f1+ f2)(z) < M f1(z)+ M fo(z).

loc

iii) Es positivament homogent; i.e., per a cada f € ,AER, z € , tenim que
(iii) B homog da f € Ll (R"), \ER, 2 € R”
MAf)(x) = [AMf(z).

(iv) Si f € LYR"™) i f # 0, aleshores Mf ¢ L'(R™). En particular observem que
M : LY(R") -+ LY(R").

Demostracio. Les tres primeres propietats sén trivials i s’obtenen directament de la defi-
nicié d’operador maximal. Per veure (iv) serd suficient veure que M;' f ¢ L'(R") gracies
a la Proposicié 2.2.

Com f # 0, tenim que |f| > 0. Aixi doncs, existeix una bola centrada a l'origen i de
radi € > 0 tal que

/ F)ldy = ¢ > 0,
B(0,e)

on ¢ és una constant. Prenem ara un x € R™ que no pertanyi a la bola B(0, ¢) i considerem
la bola B(z, |x|+¢) D B(0,¢), representada a la Figura 2.2. D’aquesta manera veiem que

1
M _ d
02 o o O

c 1
Z”n/ |fy)ldy 2 —.
(Il +¢)" JB©.e)

|z

)
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Aixi doncs, amb |z| > ¢ hem obtingut la desigualtat My f(x) 2 |z|~". Per tant, com
|z|~™ ¢ L'(R™) tenim que M f tampoc. I, en conseqiiéncia, I'operador M no és integrable
Lebesgue.

L]

Figura 2.2: Prenem un z ¢ B(0,¢) i considerem la bola B(z,|z| +¢) D B(0,¢).

2.1 Operador maximal de tipus debil (1,1)

A la Proposicié 2.5 hem vist que I'operador maximal de Hardy-Littlewood no esta acotat
a L'(R™). L’objectiu d’aquesta secci6 sera trobar alguna acotacié més debil.

Definicié 2.6. Definim I'espai de tipus débil p com LP>° := {f : sup;~ tAp ()P < 0o},
per 1 < p < oo, on A¢(t) := ‘{|f\ > t}‘ i s’anomena funcid de distribucié de f. Al conjunt
{If| > t} Panomenem conjunt de nivell.

Definicié 2.7. Sigui 7 : L{ (R™) — M(R") un operador subadditiu; i.e., tal que per a

loc

cada f1, f2 € Li (R™) i per quasi tot x € R™ tenim |T(f1 + f2)(z)| < |Tf1(z)| + |T fa()]|.

loc

Diem que T és de tipus deébil (p,p), on 1 < p < oo, quan per a cada A > 0 es compleix
cllfllo)”
o [TH(x)] > A} < (Ap |
on ¢ és una constant, independent de f i A. Es a dir,
T:LP — [P,

Diem que T és de tipus fort (p,p), on 1 < p < oo, si per a tota funcié f € LP(R™) tenim

11l < el Fllps

on c¢ és una constant independent de f. Es a dir,

T:LP — LP.
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Observacié 2.8. Observem que si T és de tipus fort (p,p), on 1 < p < oo, aleshores T és
de tipus debil (p, p), doncs per a cada f € L (R™)i A > 0,

loc
)P c P
Al = o 117> 0] = [ e < [ g < (ALY

n
Aixi doncs LP C LP*°. Per veure que la inclusié és estricte n’hi ha prou d’observar que,
per exemple, |z|~P € [P\ [P,

Observacié 2.9. L’operador maximal de Hardy-Littlewood M és de tipus fort (oo, o0)
doncs clarament satisfa

M flloo < [1flloc-

Amb el segiient teorema veiem que l'operador maximal de Hardy-Littlewood si que
estd acotat a L1:>°(R").

Teorema 2.10 (Teorema de Hardy-Littlewood). L’operador maximal de Hardy-Littlewood
és de tipus debil (1,1).
Demostracié. Sigui f € L _(R™), A > 0 i K un conjunt acotat i mesurable de R™. Con-

siderem el conjunt A = {z € R" : M f(z) > A\}. Per a cada € A K escollim un cub
obert Q(x) centrat en z tal que

1
Q)| /Q(I) £y > A

Amb el Teorema de Besicovitch 1.3 obtenim la successié de cubs oberts {Q(z)}x
centrats en v € A K tal que A(\K C |, Qk i, si xx denota la funcié caracteristica de
Qk, tenim ), xx < 6y, on 6, és la constant del Teorema de Besicovitch 1.3. Aplicant
aixo, juntament amb la desigualtat de Txebixov, obtenim

40K < [Ua] < Xlarl <33 [ st

1 0 O
VI DRTES o SIS v

Com aquesta estimacié és independent de K, tenim que
0
Al < £l
Al < Il flk

O]

A continuacié introduim una proposicié amb una important millora en ’acotaci6é ob-
tinguda en el Teorema 2.10 de 'operador maximal de Hardy-Littlewood, que ens permetra
veure que aquest operador és de tipus fort (p,p).

Proposicié 2.11. Si f € LY(R"), aleshores

{z e R": Mf(z) > t}] gi/ f(y)|dy.
(If @)1}
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Demostracio. Reescrivim f = f1 + f2, on fi = fxqr>e/2y 1 f2 = Fxqri<e/2y- D’aquesta
manera tenim que

{m:Mf(x)>t}C{x:Mf1(:c)>;}U{x:Mfz(x)>;}.

Observem que ||[Mfalloo < |If2ll0c < /2. Aixi doncs, usant el Teorema de Hardy-
Littlewood 2.10 tenim que

IN

Hx : M f(x) >t}|

{x : M fo(x) > ;H

c C
Wiy =5 [ i)l
{If1(@)>5} {If (@)>3}

IN

O
Tal com haviem anunciat, d’aquest resultat es despren que 'operador maximal de

Hardy-Littlewood esta acotat a LP, per 1 < p < oo. Abans pero, ens cal el segiient
resultat que ens facilitara la demostracié.

Proposicié 2.12. Sigui f € LP(R™). Aleshores

!f%sz = (1)t

per tot 0 < p < oo.

Demostracio. Veiem que
pA tr~ )\f(t)dt = p/o P~ /Rn X{|f‘>t}($)d$dt

|f ()]
=p/ / ~dtde = || f||P.
nJ0

O
Corol-lari 2.13. L’operador mazximal de Hardy-Littlewood és de tipus fort (p,p), per
1<p<oo;ie,

M: P — LP.

Demostracid. Sigui f € LP. El cas p = 0o ja ’'hem vist en la Observacié 2.9. Aixi doncs,
suposem 1 < p < co. Aplicant les Proposicions 2.11 i 2.12 tenim que

wamsz 2 (1)t

o0
gp/ wﬂg/ ) ldydt < | 1.
0 {If(z)|>t/2}
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Una aplicacié del Teorema de Hardy-Littlewood 2.10 és el Teorema de Diferenciacié
de Lebesgue:

Teorema 2.14 (Teorema de Diferenciacié de Lebesgue). Sigui f € L*(R™). Aleshores per
a quast tot x € R™, tenim

35%|er|/“ = /@),

on Q(x,r) denota el cub obert centrat x i de costat 2r.

Demostracio. Per demostrar aquest resultat n’hi ha prou de veure que per a cada A > 0
el conjunt
)\}

Donat un € > 0 prenem una funcié continua g tal que la funcié h = f — g compleix
IIh|l1 <e. Com g és continua, tenim que per a cada x € R”

Py, = {:U € R"” hm sup fly)dy — f(x)| >

‘Q T T)‘ Q(z,r)

té mesura 0.

3136|er|/“ vy =g(@)

i també
P {eR“ls ! h(y)d h()>)\}
A=< : lim sup y)dy — h(x
r—0 |Q($a 7")| Q(z,r)
C{ €R": lims ! h()d‘>)‘}
x : lim sup y)dy| > =
r—0 |Q(l‘, 7")| Q(z,r) 2
=nr P
Com
hm sup / dy' < Mh
e )
tenim que
A 20, 20,
[Pl < [{a: Mh(@) > 51| < SEIA < ==
2 A
i també
A _ 2lhl _ 2
2| = : < < =
5] =|{e s o> 3} < 2l < %
Donat que hem pres un € > 0 arbitrari, podem concloure que |Py| = 0. O

D’aquesta manera veiem com connecten els tres pilars de la Teoria de Diferenciacié
d’Integrals:

Propietats de cobriments = Operadors Maximals = Teoremes de Diferenciacid
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D’aqui podem deduir-ne el segiient resultat interessant, que ens dura a definir el conjunt
de punts de Lebesgue Ly:

Proposicié 2.15. Sigui f € L{ (R"). Aleshores, quasi per a tot x € R™ tenim

loc

;%‘Bx 5 |/ ) = @iy =o. (2.1)

Demostracié. Sigui o € Q. Definim f,(y) = |f(y) — a| € L}
Teorema de Diferenciacié de Lebesgue 2.14, tenim que

111*1;%|BSU7"|/ZT :|f(.73‘)—0[|,

ioc- Aleshores, aplicant el

quasi per a tot z € R™.
Sigui Ty, el conjunt de x que compleixen 'anterior igualtat, i C, el seu complementari.

Observem que |R™\ T, | = 01 que, per tant, ‘ Uneo C’a‘ = 0. Sigui z € (g Ta- Aleshores

existeix una successi6é {«;};, on a; € Q per a tot j, convergent a f(x). Aixi doncs,

< _
B BT oy )~ N < sy [ 1900 = sl = 10
g 9
17— o+l f) < S+ 5=
O

Definicié 2.16. Sigui f € L] (R"). Anomenem conjunt de Punts de Lebesgue al conjunt
format per tots els punts de R” que compleixen (2.1). El denotem per L.

Corol-lari 2.17. Per a tot conjunt E mesurable, amb |E| > 0

hm |B(aj7r)nE| — ,
r—0 |B(x,r)|

quasi per a tot x € F.

Demostracio. N'hi ha prou de veure que

| y)dy =
rl—I>I%)|B:cr|/x,« Jdy = xp(2),

quasi per a tot z € E. ]

2.2 Bases de diferenciacié i 'operador maximal associat

Presentem ara una generalitzacié de I'operador maximal de Hardy-Littlewood que ens sera
molt 1til en els problemes de diferenciacié que es presenten més endavant.

Definicié 2.18. Per a cada xz € R”, sigui B(z) una colleccié de conjunts acotats me-
surables i amb mesura positiva que contenen x i tal que hi ha almenys una successié
{Ri}r C B(x) amb limg_,o 0(Ry) = 0. La col-leccié B = |, cgn B(x) s’anomena Base de
Diferenciacid.
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B e By(z) Q € Ba(x)

I € Bs(x) P € By(x)

Figura 2.3: Representacié d’una bola euclidiana, un cub, un interval i un rectangle a R>.

Definicié 2.19. Sigui B; la base de diferenciacié tal que Bi(x) és la col-leccié de totes
les boles euclidianes que contenen z. Analogament, siguin Bs, B3 i B4 les bases tals que
Ba(x) és la col-leccié de tots els cubs acotats i oberts que contenen x, B3(z) és la col-leccié
de tots els interval acotats i oberts que contenen x, és a dir, producte cartesia d’intervals
paral-lels als eixos de coordenades contenint x, i B4(x) és la col-leccié de tots els rectangles
acotats i oberts que contenen z, és a dir, producte cartesia d’intervals no necessariament
paral-lels als eixos de coordenades. I siguin B, B3, B3 i B} les corresponents bases en els
casos centrats.

Definici6 2.20. Per a una base de diferenciacié B i una funcié f € L] _(R™) definim per
a cada x € R™ 'operador mazimal M associat a B, que va de 'espai LIIOC(R”) a ’espai de
totes les funciones definides a R™ amb valors a [0, o0

1
M) = swp o [ 1f0)ldy
res@) |R| Jr

Observacié 2.21. De la Proposicié 2.2, del Teorema de Hardy-Littlewood 2.10 i del
Corol-lari 2.13 se’'n dedueix que I'operador maximal associat a les bases By, B}, B2 i B3 és
de tipus debil (1,1) i de tipus fort (p,p), per 1 < p < occ.

Definicié 2.22. Una base B de conjunts oberts s’anomena base de Busemann-Feller (base
B-F) si per a cada R € Bix € R tenim que R € B(z).

Les bases Bi, By, B3 i B4 son bases B-F, en canvi, les corresponents bases B}, B3, B3
i B} no ho sén. Alguns problemes de la teoria de diferenciacié sén molt facils de resoldre
amb bases B-F pero molt dificils amb d’altres. Si B és una base B-F, aleshores és facil
de veure que el conjunt {Mf > A} és obert per a cada A > 0 i que, per tant, M és un
operador de Li. (R") a M(R"). La mesurabilitat de M f pot ser molt dificil de resoldre
en altres casos. Tampoc és complicat veure que aquest operador compleix les propietats

de la Proposici6é 2.5 que hem introduit en la seccié anterior.
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Definicié 2.23. Direm que una base B satisfa la propietat de Besicovitch quan donat un
conjunt acotat A de R™ i per a cada x € A un conjunt R(x) € B(x), podem extreure de
{R(z)}zea una successié { Ry} tal que:

(ii) Cap punt de R™ és en més de 6 conjunts Ry; i.e., >, xr, < 6.
)

(iii) La successi6é { Ry} es pot distribuir en & successions disjuntes.

2.3 L’operador maximal associat a un producte de bases de
diferenciacio

L’objectiu d’aquesta seccid és establir per a Bs i el seu operador maximal associat M3 una
acotaci6 de tipus debil tal com hem fet per a les base By i B, i les corresponents bases
centrades. El segiient resultat ens déna una acotacié una mica més debil que la de tipus
(1,1). Aquest teorema és degut a Jessen, Marcinkiewicz i Zygmund (1935) [12].

Teorema 2.24 (Teorema de Jessen-Marcinkiewicz-Zygmund). Sigui M3 l’operador mazi-
mal associat a la base de diferenciacio Bs. Aleshores per a cada f € Llloc(R") i per a cada
A >0 tenim

|/ ()]

‘{Mgf > A} < C/R T(l—i—long |z|)dz,

on ¢ és una constant positiva independent de f i de A\, ilogTa =0, si 0 < a < 1
log" a =loga, sia> 1.

Demostracio. Per simplicitat resolem el cas per n = 2. Sigui f € L%OC(RZ) positiva; i.e.,
f(z) >0 per a tot x € R%. Per a tot (z1,72) € R? definim

1
T f(x1, z2) = sup {U / f(y1,z2)dy; : J és un interval de R,z € J}
J
1
Tof (z1,z2) = sup {\H\/ XA(x1,y2)dy2 : H és un interval de R, zo € H},
H

i per a cada A > 0 considerem el conjunt

DN | >~

A= {(y1,yz) €R?: Ty f(y1,y2) > }

Veiem ara que es compleix la seglient relacié

B = {(z1,22) € R?: Mzf(x1,22) > A} C {(ml,xg) € R?: Tof(21,22) > %} =C.

Fixem un punt (z1,z2) € B, i velem que (z1,z2) € C. Com (z1,z2) € B, existeix un
interval I = J x H CR?>tal que 1 € J, z0 € H i

‘}’/[f>>\.
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Figura 2.4: Particionem linterval I = C1 | Cs.

A continuacié particionem l'interval I en dos conjunts C i Cy, cadascun dels quals és la
unié de segments de la mida de J paral-lels a ’eix Oz de la seglient manera. Sigui J x {ya}
un d’aquests segments. Si per a cada punt (z1,y2) € J x{y2} tenim que T f(z1,y2) > A/2,
aleshores establim Jx {y2} C Cy. Altrament, és a dir, si hi ha algun punt (z1,y2) € Jx{ya2}
tal que 11 f(z1,y2) < A\/2, aleshores prenem J X {y2} C Co. Observem que J x {y2} C Cs

implica, en particular, que
/ f( )dyr < A
’ J] Y1, Y2)dy1 9"

A més, integrant aquesta desigualtat sobre el conjunt G format per tot yo € H tal que
J x {y2} C Cq, tenim que

L= [ [ rnmandn < [ St = Fica < 51
/(/‘1f+/(,*2f:/ff>)"

A
—I|.
> 2

I donat que
obtenim que

En virtut de les definicions de T i 15, també podem escriure

T f(x1,22) > |;I|/HXA(CULy2)T1f(xl’y2)T1f($lay2)dy2

1 / 1

> XA(wbyz)/f(yl,yz)dmdyz
\H| Ju || J s
1

> / XA(xlay2)/f(yl’yZ)dyldyZ-
] Ju J

Per la definici6 de C; i A, si (y1,y2) € C1, aleshores (x1,y2) € A i

A
(1, y2)dyrdys > =

Taf(z1,72) > 5"

1

11 Jey

Amb aixo hem provat que B C C.
Demostrem ara que C satisfa la desigualtat que estem buscant. Podem suposar, sense

perdua de generalitat, que f € L(1+log™ L), doncs de no ser aixi no hi ha res a demostrar.
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En les segiients argumentacions, ¢ sera una constant, no sempre la mateixa, independent
de f i de A. Usant que la base de diferenciacié unidimensional d’intervals By és de tipus
debil (1,1), quasi per a tot x; € R fixat, podem escriure

HyzeR Tof(x1,y2) > /\} i/XA($2,y2)T1f(fU1>y2)dy2

Per tant, si integrem sobre tot x; € R que ho compleixi i canviem 'ordre d’integracio,
obtenim que

IC| = H(yl,yz) ER?: Tof(y1,y2) > /2\}‘

xai,y2)T f1(y1, y2)
<
0// N2 dy1dys2

_C/R/O Hyl cR: XA(yl,yz))\/Tzfl(yl 92) a}

1 00
ZC//—i-C// :Sl+52.
R JO RJ1

Si (y1,y2) € A, aleshores T1 f(y1,y2) > A/2,1is1 0 < o <1, tenim que

H ER: XA 1, y2>)\;12f1(y1,y2) > UH = Hyl eR:T1f(y1,92) > ;\H

Per tant, per ser la base unidimensional Bs de tipus debil (1,1), tenim que

A ,
S1 = C/ y1 € Rty f(y,y2) > = pldye < C/ / Mdyldyz-
R 2 rRJR A

Per tal d’estimar Sy definim, per un o > 0 fixat,

o fyye), st f(ynye) < Ao/4
fe(y1,y2;0) = { 0. S F(y1.90) > Ao /d

do dy2

i f*(y1,y2;0) tal que
fy,y2) = (v, 925 0) + fulyr, y2; 0).

Per simplificar la notacié denotem f = fr+ f7. Trivialment tenim que 71 f < T f5 + 11 f7
i que T1 f7 < Ao /4. Per tant,

- A
SQSC// HyléRiTlf;(yhy2)>40}
fx(y1,y2)

<
c// / o/l =——=dydodys

f(v1 v2)

<C// (/ 4f(yA1 ) )dyldw

_C// f(y1,92) log*+ f(ylay2)dy1dy2.
R JR A A

|C Sc/ﬁ(l—i—log+ f),

que implica la desigualtat del teorema. ]

dodys

Sumant obtenim que



2.3. L’operador maximal associat a un producte de bases de diferenciacié 22

Nota 2.25. El teorema original es refereix a R" i a una base de diferenciaci6é B3 tal que
B35 (z) és la col-leccié de tots els intervals oberts i acotats que contenen x tals que tenen s de
n costats paral-lels als eixos. El resultat per s = 1 fou presentat per Jessen, Marcinkiewicz
i Zygmund (1935), i per s arbitrari per Zygmund (1967) [14].

Observacid 2.26. Per a 1 < p < oo tenim

Lp - Lloc(1 + IOgL) g Llloc

loc =
i, per interpolacid, 'operador maximal M3 és de tipus fort (p, p); i.e.,
Mg : [P — LP,

Per la Proposicié 2.2 obtenim un resultat del mateix tipus per la corresponent base cen-
trada B3 i el seu operador maximal associat M3



Capitol 3

Propietats de diferenciacié d’una
base

La nocié de derivada d’una integral d’una funcié respecte d’una base de diferenciacié B és
una extensio natural de la derivada local en el sentit del Teorema de Lebesgue 2.14.

Definicié 3.1. Sigui f € L
respecte B a = com

</f, )—sup{ lim SUPU;H : f:BkCB(x),Bk%x}

ila derivada inferior com

</f, > 1nf{ hm inf — 1 f: By CB(Q?),Bk—)$}.
| Bi| J B,

Diem que B diferencia f quan

D(/fja:) =D</f,ﬂs) = f()

quasi per a tot z € R”. Ho denotem per ﬁ(ff, x) = D(ff,x) = Q(ff, :L‘) Quan B
diferencia tota f € X diem, no del tot adequadament, que B diferencia X.

Le(R™). Definim, per a cada x € R™ la derivada superior de f

Observacié 3.2. En virtut dels resultats vistos fins ara tenim que:

(i) De la Observacié 2.21 deduim que les bases B1, B2 i les corresponents centrades B
i B3 diferencien LP*°, per 1 <p < oo i LP, per 1 <p < co.

ii) Per la Observaci6 2.26 tenim que les bases B3 i B% diferencien LP, per 1 < p < oo.
3

L’objectiu principal d’aquest capitol és estudiar les propietats de I'operador maximal
associat a una base B a través de la seves propietats de diferenciacio.

Proposicié 3.3. Sigui f € Ll _(R™) i B una base de Busemann-Feller. Aleshores la
derivada superior i inferior de f respecte B és mesurable.

23
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Demostracio. En efecte, per a tot a € R™ tenim que

Az{xéR":D(/f,@’)>a}:DﬁAm

on per a cada r, s,
An=1BeB@) o)<t L /f> 2
g = x): 5 Bl /s zat .

Com B € B(x) és obert, A,s també ho és i, per tant, 5( |7 ) és mesurable. I donat que
D([f,-)=-D([~F,-), també ho és la derivada inferior. O

3.1 Bases de densitat. Teoremes de Busemann-Feller

Definicié 3.4. Diem que una base de Busemann-Feller B és una base de densitat quan
per a tot conjunt mesurable A i quasi per a tot z € R™ es té

D(/m,m) = X4.

Veiem ara dos teoremes, essencialment deguts a Busemann i Feller (1934), que carac-
teritzen les bases de densitat en termes de I'operador maximal. La referéncia explicita a
I'operador maximal es deu a Guzman i Welland (1971) [9].

Teorema 3.5 (Primer Teorema de densitat de Busemann-Feller). Sigui B una base B-F.
Aleshores son equivalents:

(i) B és una base de densitat.

(ii) Per a cada X € (0,1), per a cada successid no creizent {Ay}r de conjunts acotats i
oberts tal que limg_,oo |Ax| = 0 i per a cada successio no creizent {ry}, de nombres
reals tal que limy_ oo T, = 0 tenim

kli}n;c) HMka > )\}| =0,
on per a cada k, h, es té xn = xa, %
1
Mjxn(z) = sup {|B/3Xh 10(B) <y, B € B(JU)}-

Demostracié. Comencem provant que (i) implica (ii). Sigui 0 < A < 1 i sigui {A}x una
successié com la descrita a (ii). Fixem un Aj. Com B és una base densitat, tenim que
D([ xn,x) = 01també, per un k suficientment gran, My xp(x) < A, quasi per a tot x ¢ Ay,
Per tant,

lim [{Mpxy > A} < [4a].

k—o0

Per la definicié de My, tenim que, per a tot k > h,

{Mixi > A} C {Myxn > A}
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Aixi doncs,
lim ‘{Mth > )\}‘ < |Ah|
k—00

I com limy_,o |Ap| = 0, obtenim (ii).

Per demostrar la implicacié contraria, veiem que si B no és una base de densitat,
aleshores no és cert (ii). Suposem doncs que B no és una base de densitat. Per tant,
existeix un conjunt mesurable A, amb |A| > 0, tal que

feswn(frae) ol

En conseqiiéncia existeix un conjunt C C A’, on A’ denota el complementari de A, amb
|C| > 0, tal que per a tot z € C, D([ xa,x) > . Sigui {Gj}, una successié no creixent
de conjunts oberts tals que G D C i limyg_, |Gk \ C|] = 0, i sigui A, = G A. Com
A C G\ C, clarament {Ag}x és no creixent i limy_, |Ax| = 0. Prenem una successié
no creixent de nombres reals {7}, tal que limg_,oo 7 = 0. Hem de veure doncs, que
{Mixx > A} D C per a tot k. En efecte, sigui z € C'i fixem un k. Com D([ xa,z) > A,
existeix una successié {Ry}n C B(x) amb limy,_,o, Ry = 0 tal que Ry C Gy,

|Rn (N A]
—_— >\
| Rp|
Per tant,
| R () Al
— > A
| Ryl

i Myxa,(xz) > A Aixo prova que C' C {Mjxxr(xz) > A} per a tot k i, com |C] > 0, tenim
que (ii) no és cert. O

Presentem a continuacié una simplificacié del criteri anterior en el cas que B sigui una
base B-F invariant per homotecies, és a dir, quan B és tal que si R € B aleshores qualsevol
homotecia de R pertany també a B. Per a la demostracio ens cal el segiient lema:

Lema 3.6. Sigui G un conjunt acotat i obert de R™ i sigui K un conjunt compacte amb me-
sura positiva. Sigui r > 0. Aleshores ezisteiz una successio disjunta { K}y d’homotécies
de K contingudes a G i tal que |G\ Uy Ki| =0 i 6(Kj) <.

Demostracio. Aquest lema és conseqiiencia del fet que la base By de totes les homotecies
de K satisfan el Teorema de Vitali 1.5 O

Teorema 3.7 (Segon Teorema de densitat de Busemann-Feller). Sigui B una base B-F
mwvariant per homotécies. Aleshores son equivalents:

(i) B és una base de densitat.

(ii) Per a cada A € (0,1), existeix una constant positiva c(\) < oo tal que per a tot
conjunt acotat i mesurable A tenim

[{Mxa > A} < (V)AL
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Demostracid. Pel Teorema 3.5 tenim que (ii) implica (i), doncs la segona condicié del
Teorema 3.5 implica la segona d’aquest.

Per veure que (i) implica (ii), suposem que la segona condicié no és certa. Aixi doncs,
si (ii) no es compleix, aleshores existeix A € R positiu, és a dir, A > 0, tal que per a tot
enter k£ > 0 hi ha un conjunt acotat i obert A tal que

‘{MXk > )\}| > 2k+1Ak,
on Xr = XA4,- I també un nombre positiu rj tal que
[{Mixe > A} > 21 4,

on My = M,,. Sigui Cj, C {Myx; > A} compacte tal que |Cy| > 2¥*1|A;|. Pel Lema 3.6
podem cobrir el cub unitat ) quasi completament per una successié disjunta {C,g}j d’ho-
motecies de Cf, tal que si ay; és la rad de la homotecia Py; que porta Cj, a CIZ? aleshores
gk < 27% per a tot j i k. Sigui PpjAy, = Ai isigui A = Uj,k Ai. Aixi doncs,

. 3 . > . 1
A< S < D ey = Y 0 S el =

Veiem ara que, quasi per a tot x € @, tenim que D([ xa,z) > A > 0. Per aixd, veurem
que |A| < 1/2 implica que A no compleix la propietat de densitat. Fixem k i sigui = € Cj.
Aleshores hi ha un R € B(z), amb §(R) < rg, tal que

[ RO A

> A
|R|

Per a tot j, la imatge R* de R per la homotecia Py, és tal que 6(R*) < 27k §

R*NA

I=NAL
| R*|

Donat que per a tot k fixat, tenim que quasi tot x € @Q és en algun Cg, aleshores per quasi

tot = € ( existeix una successié { Ry }r d’elements de B(x) que es contrau a x tal que

RN A

> A\
| Ry|

Per tant, D(xa,z) > A quasi en tot Q. O

Amb el segiient teorema veiem que la propietat de densitat és, de fet, equivalent a una
altra propietat aparentment més forta, la diferenciabilitat de L. Aquest resultat és de
Busemann i Feller (1934).

Teorema 3.8. Sigui B una base de densitat. Aleshores B diferencia L.

Demostracid. Suposem, sense perdua de generalitat, que per tot z, 0 < f(z) < H < oo.
Com la diferenciabilitat de [ f a z és una propietat local, és a dir, només depen del
comportament de f en un entorn de x, podem suposar també que f té un entorn compacte
A. Pel Teorema de Luzin [7], donat £ > 0, existeix un compacte K C A tal que |[A\ K| <e
1 f és continua en tal compacte. Sigui frx = fy, 1 fax = fXA\K.
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Comencem provant que D([ fx,z) = fix(x) quasi per a tot z € R". En efecte, amb
Ry, € B(x) tal que limy_, o Ry = z, tenim que

1 1
‘\Rkl " fr(y)dy—fk(z)| < ’Rk\/Rk \fx(y) — Fi(2)|dy
1
— |Rk|</RkﬂK [fx(y) — fK(x)|dy+/Rk\K|fK(y) —fK(a:)|dy>
= R\ K|

|fx(y) — fr(z)|dy + H

S R
|Ri| Jr, N K | Ry

Si z € K, aleshores fx(y) = frx(x) siy — z, y € K i també Pexpressié anterior tendeix
a0sik— oo Siz¢ K, aleshores frx(x) =01
1 Ry N K|
o |fx(y) — fr(@)|dy < —5-
Rkl JrR.NK | Ry

Aix0, per la propietat de densitat, tendeix a 0 quasi per tots aquests z. Per tant,

D([ fx,x) = fx(x) quasi a tot R™.
{$5 ‘D</fA\K7$> — fax(z)| > 04}‘

Per un a > 0 qualsevol, tenim que
< \A\K!—i—‘{x:D(/fA\K,x) >a}‘.

e p(f52) s o)

Pero |A\ K| < e i quasi per a tot z € K i per a tot R € B(z), amb Ry — x, tenim que

!lel /Rk fak(y)dy < H—}Rl‘C ﬂ;f;\ )| -0

per la propietat de densitat. Aix{ doncs, D([ f,x) = f(z) quasi per a tot x € R™
Analogament es resol D( [ f,z) = f(z), quasi per tot z € R". O

3.2 Propietats individuals de diferenciacio

Sabent que una base de densitat B diferencia la integral d’una funcié f € L!, aleshores
podem afirmar que 'operador maximal associat a B satisfa alguna propietat de tipus debil.
Aixo0 és essencialment el contingut del teorema principal d’aquesta seccié. Per a poder-ho
demostrar ens cal un altre resultat important que afirma que la diferenciacié d’integrals
de funcions per una base B es transmet a funcions menors. Aquests resultats els devem a
Hayes i Pauc (1955) [11].

Teorema 3.9. Sigui B una base de densitat i f € L'(R"™) positiva. Suposem que B
diferencia [ f. Sigui g una funcié mesurable tal que 0 < |g(z)| < f(z) per a tot x € R™.
Aleshores B diferencia [ g.

Demostracié. Per un N > 0 fixat definim

o) { fla), sif@) <N
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i sigui fV tal que f(z) = fN(z) + fn(x) per a tot € R™. Per hipotesis tenim que
D([ f,xz) = f(x) quasi per a tot x € R" i també, com B és una base de densitat, pel
Teorema 3.8, D([ fn,z) = fn(x) quasi per a tot z € R™. Aix{ doncs tenim que gairebé
per a tot x € R, D([ fV,2) = fN(x).

Definim ara @) | He) < N
i glx), s1f(xr)<
g:(2) = { 0,  sif(a)=N

i g* tal que g(z) = g*(z) + g«(z) per a tot x € R™. Per tant, |g.(z)| < N per a tot x € R"
i també, altre cop pel Teorema 3.8, D( [ g«, ) = g«(z) quasi per a tot x € R"™. Donat que
lg*| < £V, tenim quasi per a tot x i tota successié { Ri(x)}r C B(x) que es contrau a x

1
—_— fyd4§
'|Rk<x>| ot Y

Aleshores podem escriure per a tot a > 0

{x:‘D(/g,x) ~yx)] >a}‘ _ {x: ‘D(/g*,:v (@) >a}

Fent N — oo tenim que

/ f—0.
@ J{f>N}

Aix{ obtenim que D( [ g,z) = g(z) quasi a tot . Procedint de forma analoga també tenim
que D([ g,z) = g(z), quedant provat aix{ el teorema. O

El seglient teorema caracteritza la diferenciacié de la integral d’una funcié per una
base B en termes similars als del Primer Teorema de densitat de Busemann-Feller 3.5. Es
valid per a qualsevol base B.

Teorema 3.10. Sigui B una base de densitat i f € L'(R") positiva. Aleshores son
equivalents:

(i) La base B diferencia [ f.

(ii) Per a tot A\ > 0, tota successié {fx}x, ambfy € L*(R™), fi < f, limg_yoo fe(x) =0
quasi per a tot © € R™, i per a tota successié numérica {ri}r amb limg_,oo 1 = 0,
tenim que

lim [{Mgfr > A} =0.
k—o00

(iii) Per a tot X > 0, tota no creizent successid de conjunts mesurables {Ag}i amb
limy o0 |Ak| = 0 @ per a tota successio numerica {ri}r amb limg_,o 7, = 0, tenim
que

lim ({M > A =0.
k:—>ooH kfXAk }‘
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Demostracid. Que (ii) implica (iii) és trivial, prenent fi = fy, . Veiem que (i) implica
(ii). Sigui @ un cub qualsevol obert i £ > 0. Tenim que limy_,, fx(z) = 0 puntualment a
@ i també, pel teorema d’Egorov [6], existeix un conjunt mesurable A, amb |A| < ¢, tal
que limg_,o frx(z) = 0 uniformement a @ \ A. Per tant, donat A\ > 0, existeix un enter
positiu h tal que si k > hix € Q\ A, aleshores fi(z) < A\. Com hem suposat que B
diferencia [ f, pel Teorema 3.9, tenim que B diferencia [ f; per a tot k. Per tant, per a
tot z € Q\ A1 per a tota successié {R;(x)}; C B(z) que es contrau a z tenim que

lim o ‘/ Y)dy = fu(x) < A\

A més,
hm {:L‘EQ Mkfh >>\}CA

Clarament, si k > h, com fi < fj, aleshores
{z€Q: Mypfe(z) > A} C {ze€Q: Mpfr(z) > A}

i també
hm‘{xe@ My, fi(x >)\}‘<]A\<€

Com hem pres un cub @ arbitrari, queda demostrat (ii).
Finalment provem que (iii) implica (i). Sigui Ay = {f > k}, per £ = 1,2,... Com
f € LY(R"), tenim que limy_,o |Ax| = 0. Sigui fp = fxa, 1 fF = fXA;C’ on Aj. denota el

complementari de Ay, de forma que f = fi + f*. Donat que B és una base de densitat,
quasi per a tot =, D([ fg,z) = fr(z). Aix{ doncs, per a tot A > 0,

H :[D( /f, >2)\H { ’D /f’“ x)’>2)\}’
{o:[p( [ 10)]> |+ [{o: 1@ > )]

{.%'Mfk(:(}) > )\H + Hmfk(a:) > /\H

IN

IN

Per hipotesis tenim que

lim Hx : Mfk(x) > )\H =

k—o0
i, donat que f € L*(R"),

khﬁrgo‘{a: : fR () > )\H = 0.

D’aquesta manera podem concloure que D([ f,z) = f(z) quasi a tot x. Per tant, el
teorema és cert, doncs analogament obtenim que D([ f,z) = f(z). O

3.3 Propietats de diferenciacié per a classes de funcions

En el capitol anterior hem vist exemples de com es poden deduir propietats de diferenciacié
a partir de desigualtats de tipus debil. En aquesta seccié veurem resultats en la direccid
contraria. El primer d’aquests teoremes caracteritza les bases que diferencien L!'(R™).

Teorema 3.11. Sigui B una base de diferenciacié a R™. Aleshores son equivalents:
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(i) La base B diferencia L'(R™).

1) Per a to > ota successio no creixen %t de funcions de al que
(ii) P tot X > 0, tot 1 irent {fx}x de funcions de L'(R™) tal g
| fxll = 0, @ per a tota successié numerica {ry}tr amb limg_oo 7 = 0, tenim que

lim [{Mgfr > A} =0.
k—oo

(iii) Per a tot X > 0, tota funcié f € L'(R™), tota successié no creivent de conjunts
mesurables {Ag}r tal que |Ag| — 0, @ per a tota successid numérica {ry}; amb
limg oo 7 = 0, tenim que

Jim {Myfya, > A} =0.

Demostracio. Pel Primer Teorema de densitat de Busemann-Feller 3.5 tenim que si es
compleix qualsevol de les tres condicions del teorema, aleshores B és una base de densitat.
Aplicant el Teorema 3.10 obtenim directament el resultat. O

Suposant que la base B és una base de Busemann-Feller invariant per homotecies,
obtenim una simplificacié de la condicié (ii) de I'anterior teorema.

Teorema 3.12. Sigui B una base B-F invariant per homotécies. Aleshores son equiva-
lents:

(i) La base B diferencia L'.

(i) L’operador mazimal M associat a B és de tipus debil; i.e., existeix una constant
¢ > 0 tal que per a tota f € L'(R™) i tot A > 0 tenim que

orr > <e f|5)

Demostracid. Que (ii) implica (i) és conseqiiéncia directa del Teorema 3.11. Demostrem
la implicacié contraria per reduccié a I’absurd. Suposem doncs que B diferencia L' i que
no es compleix la condici6 (ii). Per tant, per a tot ¢, > 0 existeix una funcié f, € L' i un
Ak > 0 tals que

|{Mfk > )\H > Ck/‘f\]]z

Sigui gx = fr/Ak. Prenem una successié {cg i, tal que

Zi<§.

C
k k

Aixi, existeix una successié numerica {ry}r, 7 — 0, 7 > 0, tal que

{ M, gx > 1} > Ck/!gk\-

També existeix un compacte Ey C {M,,gr > 1} tal que |Ey| > ¢ [ |gr]. Considerem
ara el cub unitat () i un k fixat. Pel Lema 3.6, podem cobrir quasi completament el
cub ) mitjancant una successio disjunta {Eﬁ}hzl d’homotecies de Ej contingudes a @)
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i de diametre menor que 1/k. Sigui p’,;f I’homotecia que transporta Ej a E,}; Definim
gr(phx) = gr(z), Sk, = Yokl gt i f = supy Sg. Tenim que f € L! i, clarament,

[in<5

Perd D([ f,z) > 1 quasi per a tot € Q. Com B diferencia L', tenim que f(z) > 1 quasi
per a tot x € ) i, per tant,

1

- > > 1.

5> [ 112

Arribant a aquesta contradiccié queda provat el teorema. ]






Capitol 4

La base d’intervals B3 i la base de
rectangles By

En els capitols anteriors hem vist algunes propietats importants de la base de diferenci-
acié Bs. A la Seccié 2.3 hem demostrat que 'operador maximal Ms associat a la base
B3 satisfa una desigualtat de tipus debil, obtenint que aquesta base diferencia 'espai
L(1 +1log™ L)(R™). Comencem aquest capitol es presentant algunes propietats importants
d’aquesta base.

4.1 La base d’intervals B3 no satisfa la propietat de Vitali
A Caratheodory [4] apareix un primer contraexemple de Bohr demostrant que la base

B3 no satisfa el Teorema de Vitali 1.5. El segiient resultat és una simplificacié d’aquell
contraexemple.

= Nl

Figura 4.1: Construccié auxiliar per H = 3.

Teorema 4.1. Sigui Q el cub unitat obert a R%. Aleshores existeir un subconjunt F C Q,
amb |F| =1, tal que per a cada x € F hi ha una successio {I(z)}x d’intervals oberts que
contenen i es contrauen a x de forma que per a cada successio disjunta {Ry}y extreta de

{Ii(z) }zer es té

| =

'F\URk >
k

33
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Demostracio. Comencem la demostracié presentant una construccié auxiliar que ens sera
de forca utilitat més endavant. Sigui H un enter més gran que 1 i considerem a R? la
col-leccié d’intervals oberts Iy, I, ..., Iy obtinguts de la segiient manera: cada I; és un
interval obert amb un vertex a l’origen, un costat paral-lel a 'eix Ox i de llargada 7, i
un altre parallel a I'eix Oy i de llargada H/j. Aixi I’area de I; és H, la de la intersecci6
E=NL Lés 1, iladelauié Jy =L, és H-(1+1/2+1/3+...1/H) = Ho(H). A
la Figura 4.1 s’exemplifica el cas per H = 3.

Considerem una successié decreixent { Hy}, de nombres naturals i fixem un H;. Pel
Lema 3.6 podem cobrir quasi completament el cub unitat () amb una successié disjunta
{Si}x d’homotecies de Jp, de la construccié auxiliar, amb tots els conjunts S, continguts
a () i amb un diametre menor que 1/2°.

Sigui {Ili,j}jv amb j =1,2,..., H;, la successié dels H; intervals oberts constituint S,i
homolegs als intervals I; de Jy,. Sigui A la familia de tots els intervals {I;C kg, perk > 1
ij=1,2,...,H;. La unié dels intervals A" és F", amb |F"| = |Q] = 1. Observem que
{Ri} = {I]ihyjh} és qualsevol successié disjunta d’intervals de A;. Aleshores, com tenim
que Ili,j ﬂI}gm # 0, per 1 <j <m < H;, {R}} pot contenir com a molt un interval Ili,j

de S,i. A més, com per a cada kicada j=1,2,..., H; tenim
|72 _ 1
|Si|  o(Hi)

i també ), ‘S,’J = 1, podem escriure

S 1) - 3o Bl < L
h=1 " h=1 S| 1= a(H)

Sigui F = (;2, F;. Observem que |F| = 1. Considerem la familia A = (J;2; 4;.
Assignem a cada = € F els intervals I(z) € A que contenen z. Si ara traiem de A una
successi6 disjunta { Ry}, aleshores clarament tenim que

o0 o0

1
;RM < kZ@(Hk)'

=1

1 1 1
a(Hyg) = <1+2+...+ >>2long,

Hy,

podem escollir {H;} de forma que

=1 1
Z (H;) )

=1

2

i també

Proposicié 4.2. La base B3 no diferencia L.
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Demostracio. La construccié auxiliar usada en 'anterior demostracié condueix immedia-
tament a aquest resultat, amb ’ajuda del Teorema 3.12. De la construccié auxiliar, amb
les definicions dels conjunts F i Jg i donat que

ENL] 1

|11 H’
obtenim que

1
M- — .
{ 2XE>2H}DJH

Per tant, per a tot H tenim que
1
'{MZXE > 2]{}‘ > H,(H)|E| > Hlog H|E|.

A més, M3 no és de tipus debil (1,1) i, pel Teorema 3.12, B3 no diferencia L'. O

Observacié 4.3. Aquest resultat demostra, alhora, que la base B3 no pot acomplir el
Teorema de Vitali 1.5, pel Teorema 1.6. D’aquesta manera tanquem el cercle:

Teoremes de diferenciacié4 » Propietats de cobriment

Operadors maximals

Observacié 4.4. En virtut de la Proposicid 2.2, els resultats obtinguts en aquesta seccié
també son certs per a la base de diferenciacié Bj.

Nota 4.5. Tal com hem vist, la base B3 no diferencia L(R"), pero si L(1+log™ L)~ 1(R").
Saks (1935) va demostrar un resultat més fort. Per a “quasi tota” funcié f € L', “quasi
tota” en el sentit de la categoria de Baire [1], es té que D([ f,z) = 400 per a tot x € R".

4.2 El problema de Kakeya i ’arbre de Perron

La base By dels rectangles oberts de R? permet abordar nombrosos problemes interessants
de la teoria de diferenciacié. La base By inclou a tots els conjunts de la base B3 i, per
tant, aquesta no satisfa el Teorema de Vitali 1.5. Més complicat és demostrar que la base
de rectangles no és una base de densitat. Zygmund fou el primer en provar-ho, com a
conseqiiencia d’un conjunt construit per Nikodym (1927). Busemann i Feller (1935) van
demostrar-ho també basant-se en una construccié de Besicovitch (1928) per a la solucié
d’un problema proposat per Kakeya (1917). El problema de Kakeya consisteix en trobar
quina és I’area minima d’entre els tots conjunts de R? que es poden dibuixar mitjancant
el moviment d’una agulla de longitud 1 de forma que al final aquesta ocupi el mateix lloc
que a l’inici pero en posicié inversa. Habitualment se I’anomena el problema de ’agulla i,
a la construccié que en dona la solucié, I'arbre de Perron.
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Figura 4.2: Representacié del conjunt de triangles oberts {A4p}7_,.

Teorema 4.6. Considerem a R? els 2" triangles oberts {Ah},%nzl, on Ay, és el triangle de
vertexs (0,1), (h —1,0) i (h,0) (Figura 4.2). Sigui 1/2 < a < 1. Aleshores ezisteiz una
translacid per a tot Ay, paral-lela a Ueiz Oz a una nova posicio Ay, de forma que

2n 2n
U4 U4
h=1 h=1

< (@® +2(1-a))

Figura 4.3: Dos triangles adjacents d’alcada h i base b.

Demostracio. Considerem el procés segiient, el qual anomenarem construccié basica: si-
guin 77 i T dos triangles adjacents amb base sobre I'eix Oz i longitud b, i algada h, tal
com es mostra a la Figura 4.3. Sigui 0 < « < 1 fixat. Mantenint estatic el triangle 77,
desplacem el triangle T5 sobre 'eix Oz cap al triangle T} a una nova posicié T35, fins que
els costats no paral-lels dels triangles es tallen en un punt a distancia ah de 'eix Ox. La
figura resultant esta formada per un triangle S, homotecia de la unié de 77 i Ts, i els dos
“triangles sobrants” Ay = T71 \ S 1 Ay = T35\ S, representada a la Figura 4.4. Es facil
veure que

18I = |1 T

)

IA1] + [Ag| = 2(1 — a)2‘T1UT2’

i també que

= [o?+2(1 - a?|| T T3,

’T1UT2*
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Figura 4.4: Desplacem el triangle T5.

Amb el « donat a I’enunciat del teorema, apliquem la construccié basica a les 2"~ pare-
lles de triangles adjacents (A1, Az), (As, Ag), ..., (A2n_1, Agn). D’aquesta manera obtenim
els triangles S1,59,...,5m-1 1 els triangles sobrants A%,A%,A%,A%,...,A%n_l,Agn_l.
Desplacem ara el triangle Sy sobre 'eix Oz cap al triangle S7 a una nova posicid §2, de
forma que els triangles Sy i S, siguin adjacents, tal com es pot veure a les Figures 4.5 1 4.6.
Fem el mateix desplagant el triangle S3 a una nova posicié §3 adjacent a S1 | §2. I aixi
successivament. A cada moviment del triangle S}, desplacem també els corresponents tri-

angles sobrants A’f i A’QL. Observem que, de fet, estem movent els triangles As, As, ..., Agn
a unes noves posicions Az, A, ..., Agn. Considerem ara la unié A, UA2UA4sU...JAan.
Aquesta figura esta formada pels 2"~ triangles Si, Sa, ..., Son—1, la unié dels quals té una
area de

a2‘A1UA2UA3U...UA2n

més la dels triangles sobrants, la unié dels quals no és major que

2(1—a)2‘A1UA2UA3U...UA2n

)

Figura 4.5: Construccié dels triangles Sp, So i els corresponents triangles sobrants.

Els 2" ! triangles Sl,§2,§3, e §2n1 es troben en la mateixa situacié en la que es
trobaven els triangles Ay, Ao, ..., Aan. Aixi doncs, podem repetir el mateix procés. Iterant
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Figura 4.6: Desplacem el triangle Ss.

n vegades obtenim la figura A;JAs|JAslJ...|JA2n. Aquesta estd formada per una
homotecia H del conjunt A |J A2 |JAsJ...J Aan d’area

U4:(J4s .- Az

més uns triangles addicionals, la unié dels quals té una area no superior a
27L
U 4
h=1
Per tant, si prenem A; = Ay, aleshores

s(&n+m1—af11>

(2(1 —a)? 42221 —a)? + 2241 — @)% + ... + 222D (1 — a)2>.

on

U,

<l 4+2(1 - a)

UAh

O]

Observem que podem usar una transformacié afi en la situacié del Teorema 4.6 de
manera que tinguem una estructura més flexible.

Teorema 4.7 (Arbre de Perron). Considerem un triangle de vértexs A, B i C i area H.
Donat un € > 0 qualsevol, existeiz una particic de la base del triangle BC en 2™ parts
11,15, 13, ..., Ion, de forma que els triangles 11,15, T3, ..., Ton de bases 11,12, 13,...,Ion 1
vertex comi A, es poden moure al llarg de BC' a unes noves posicions T1,T9,T3,...,Tan

tals que
U U

Demostracié. Prenem « tal que 0 < a < 1, 2(1 —a) < £/2, i n tal que o®* < /2.
Obtenim el resultat aplicant el Teorema 4.6 amb aquest n i «, i una transjorma@ afi p
que transporta (0,1) a A, (0,0) a Bi (2",0) a C. Aixi p(An) = T i p(Ap) = Th, per
h=1,2,...,2". O

< eH.

Anomenem Arbre de Perron al conjunt U,zln:1 T}, degut a les ramificacions produides
pels triangles sobrants. A la Figura 4.7 esta representada la construccié de I'arbre de
Perron per n = 3. Amb Danterior resultat obtenim facilment la solucié al problema de
I’agulla.
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. N

) Hi ha 2"~ parelles. (b) Construccié basica.
(c) Desplacem els triangles. (d) Repetim la construccié basica.
e) Desplacem els triangles altre cop. () Ultima iteraci.

Figura 4.7: Construccié de 'arbre de Perron per n =3 1 o = 0.75.

Teorema 4.8 (L’agulla de Kakeya). Donat n > 0 ¢ un segment rectilini AB de longitud
1 a R?, és possible construir una figura F d’area menor que n tal que podem moure el
segment per dins de F' de forma que al final el segment ocupi el mateix lloc pero en posicio
1nVersa.

Demostracio. Veiem primer que podem moure de forma continua un segment des d’una
recta a una altra de paral-lela, escombrant al seu pas una area tan petita com desitgem.
Tal com es mostra a la Figura 4.8 és possible moure el segment AB a una nova posicié
AB escombrant el tros d’area de color vermell, i que aquesta area es pot fer tan petita
com vulguem prenent el segment AB3 suficientment llarg.

A=A, B
B Ay
g E AB B;) Bg

Figura 4.8: Transportem el segment AB a una recta paral-lela.

Veiem ara com el segment AB es pot moure a una recta formant un angle de 60°
dins d’una figura amb area menor que 1/6. Amb sis repeticions obtenim la figura F' del
teorema. Sigui MNP un triangle equilater d’area igual a 10 situat de tal manera que
el segment AB es troba a l'interior de M N. Observem que l'algada de M N P és major
que 1. Apliquem el Teorema 4.7 al triangle M N P prenent com a base NP i amb ¢ tal
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que 10e < n/12. Obtenim els triangles T, T, ..., Ton. Aixi, podem moure el segment
AB de forma continua dins de T'; des de M N a laltre costat de T, que no és NP.
D’aqui, el podem moure al costat paral-lel a aquest de T'» escombrant una area menor que
n/(12 - 2"). Analogament movem de forma continua el segment dins de T cap al costa
que no és NP, i d’aqui al triangle T'3. Etcetera. L’area escombrada en aquest procés és
menor que 77/6, i agulla és al final sobre una recta que forma un angle de 60° respecte la
posicié original. O

4.3 La base de rectangles B, no és una base de densitat

Amb els resultats obtinguts a la seccié anterior es dedueix de forma immediata que la base
B4 no és una base de densitat. Veurem, pero, un resultat una mica més fort.

Teorema 4.9. Ezisteiz una base de diferenciacio B de Busemann-Feller invariant per
homoteécies generada per una successid de rectangles { Ry}, que no és de densitat.

Figura 4.9: Construccié del rectangle obert Rj,.

Demostracié. Comencem la demostracié construint la base B. Si Ay, és el triangle descrit
al Teorema 4.6, sigui Ry, el rectangle obert que té un dels costats al segment que uneix els
punts (0,1) i (h,0), i tal que el costat paral-lel a aquest conté el punt (h — 1), tal com es
mostra a la Figura 4.9.

Considerem ara la minima base B-F B invariant per homotecies que conté tots els
rectangles Ry, amb h = 1,2,... Juntament amb B considerem ara la minima base B-F
B invariant per homotecies que conté tots els triangles Ap, amb h = 1,2,... Si M és
'operador maximal associat a B i M Dassociat a B, com |Ry| = 2|4y|, per a tota f € L!

i per a tot h tenim que
1 2
VA WSR/ | f].
[Anl Ja, |Rn| /R,

Aixi doncs, per a tot x € R? es compleix que

M f(z) < 2M f(z),

Com B és una base de diferenciacié invariant per homotécies, podem aplicar el criteri
donat al Teorema 3.7. D’aquesta manera sera suficient provar que existeix un 0 < A < 1
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tal que per a tota constant positiva IV, podem construir un conjunt acotat i mesurable K
tal que
{Mxk > A}| > NIK|.

Com My > Mxg /2, n’hi haura prou de construir K de forma que

{Mxxg >2A}| > N|K|.

—1

Figura 4.10: Triangle V.

Prenem A\ = 1/16, fixem un N qualsevol i considerem la construccié feta en el Teore-
ma 4.6. Sigui K = Uff;l Ap,. A continuacié veiem que tots els punts del triangle V' delimi-
tat pels punts (0,0), (0,—1) i (2", —1) (Figura 4.10), pertanyen al conjunt {Myx > 1/8}.
Un cop haguem demostrat aixo, podrem escriure

> (0® +2(1 - ) K],

2n
1 — 1

M — s >kM — 5 >V = A

s e o] O
h=1
de forma que n’hi haura prou d’escollir « i n tals que

2n -1
(@ +2(1-a)) >N,

per obtenir que [{Mxx > 1/16}| > N|K| i demostrar el teorema.

Per demostrar que efectivament V' C {MXK > 1/ 8}, n’hi prou amb veure que per
a tot © € V existeix un triangle Ay, amb 1 < h < 27, tal que la homotecia A, de Ay,
amb centre al vertex superior de Ay, i el doble de mida, conté x. Si aixo passa, clarament
tindrem que

)K ﬂjh‘ A 11
= h
Mx(z) > = :|‘:4>8‘
[An [ An]
Observem la situacié dels triangles Z7Z2, ..., Aon, la seva base i els costats laterals,

tal com es mostra a la Figura 4.11. La base BoC es solapa amb la base B1C1, la B3Cs es
solapa amb la base Bs(Cs,.... El costat MsBs és paral-lel al costat M7C1, el costat M3B3
és paral-lel al costat M2Cy. Etcetera. Clarament tenim doncs que V' compleix la propietat
que buscavem. O
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Figura 4.11: Representaci6 dels triangles Aj.

4.4 El conjunt de Nikodym

Nikodym (1927) va presentar la construccié d'un conjunt N, el qual anomenarem Conjunt
de Nikodym, contingut al quadrat unitat de R?, amb |[N| = 1 i tal que per a tot € N
hi ha una recta r(x) tal que r(z)(|N = {z}. La construccié de Nikodym és totalment
elemental, pero extremadament complicada.

Teorema 4.10 (Conjunt de Nikodym). Ezisteiz un conjunt K C R? de mesura O tal que
per a tot ¥ € R? hi ha una recta v(x) que passa per x i tal que r(x) C K |J{z}.

El conjunt de Nikodym és una simple conseqiieéncia d’aquest teorema: si () és el quadrat
unitat i N = @ \ K, aleshores |[N| = 1 i per a cada x € N la recta r(x) compleix
r(z) (N = {z}. La demostracié del Teorema 4.10 esta basada en dos lemes.

Ry

Figura 4.12: Les dues cintes tancades determinades per Rj.

Lema 4.11. Siguin Ry i Ry dos paral-lelograms tancats de R? tals que Ry C Ry. Sigui w
una de les dues cintes tancades determinades per Ry (Figura 4.12). Siguie > 0. Aleshores
existeiz una col-leccié finita de cintes tancades Q@ = {w1,wo, ..., wi} tal que

(i) Per atotl1<i<k, w[)R:Cw[)R2.
(i) El paral-lelogram Ry < U, wi.

(iii) Es compleiz la desigualtat ’(Ule wi) N (Rz \ R1)| <e.
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F I U P J G
13
h
2
L
1 /LZ L3 "
Q2
Q1 n
\ Qs ”

E A w \% D H

Figura 4.13: Construccié dels rectangles R; i Rs.

Demostracio. Comencgarem la demostracié suposant que R; i Ry sén rectangles. Siguin
A, B,C1iDelsvertexsde Ri i F, F, GiH els de Ry, de forma que el costat AD de R
es troba sobre el costat EH de Ry i tals que w és la cinta determinada pels dos costats
de R; perpendiculars a AD. Dibuixem les rectes s i t, perpendicular i paral-lela a BC
respectivament, de tal manera que I’area determinada per s i BI dins BIJC és menor que
£/8 i l'area determinada per ¢ i BC dins BIJC és també menor que £/8. Sigui u la recta
paral-lela a t que és a la mateixa distancia de t i de BC, i 7 la distancia entre t i u. A la
Figura 4.13 esta representada aquesta construccio.

Sigui L la interseccid de les rectes s i t, i (1 la interseccié de w i s. Prenem ara un
punt U entre P i I, a una distancia p de P, el qual deixarem fixat convenientment més
endavant. De moment sera suficient amb que la recta U L intersequi, quan la prolonguem,
el segment AD i que 'angle U L1 P sigui menor que 45°. La recta UL, determina el punt
Q2 sobre u, obtenint aixi un primer triangle L1(Q1Q2. Dibuixem una recta passant per
Q2 i que és paral-lela a s, i sigui Lo la interseccié amb t. Si la recta que passa per Lo
i paral-lela a L1Q2 creua el segment AD la dibuixem, de forma que obtenim el triangle
LsQ2Q3. Si aquesta recta no creua AD, aleshores en el seu lloc prenem LoD, obtenint
el triangle Lo@Q2Q3. I aixi seguim analogament. Després d’un nombre finit de passos k,
Qx+1 es troba per primer cop dins de la meitat dreta de la cinta w determinada per R;.

Sigui h/2 la distancia entre v i FG. Sigui A una homotecia del triangle L1Q1Q2
d’alcada h. Amb un « i un n convenientment triats, apliquem la construccié seguida
en el Teorema 4.6. El nostre objectiu és procedir de tal manera que el triangle final H,
homotecia de A, sigui precisament L1Q1()2. Aixi doncs, hem de prendre a™h = 1. Després
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- I -
B --C
A
-- --D
Figura 4.14: Detall de la construccié de les cintes.
d’aplicar el procés del Teorema 4.6, els triangles Ay, Aa, As, ..., Aan de A formen la figura

A1 UA2JAs. ..U Azn, el corresponent arbre de Perron format per H = L1Q1Qo més
els triangles sobrants, la unié dels quals té una area menor que

201 — a)|A] = 2(1 - (%)Un) %h%an 01 110> < (1 . (%)Un) h2.

Aix0 es pot fer menor que /8 si n és suficientment gran, recordem que k és el nombre
de triangles L;Q;Q;+1 que hem definit. Per a cada triangle desplacat Aj seleccionem un
nombre finit de cintes tal com s’indica a la Figura 4.14, ampliacié de la Figura 4.13.
Siguin « i B els punts d’interseccié dels dos costats laterals de Aj;, amb FG, i v i 6 els
punts d’interseccié d’aquests costats amb AD. Aleshores cobrim el segment tancat o
amb un nombre finit de segments tancats de longitud igual que el segment a3 i continguts
a 0, i llavors considerem les cintes tancades obtingudes per la unié de a i § amb els
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Ry

Figura 4.15: Aquests dos paral-lelograms compleixen les tesis del Lema 4.11.

extrems d’aquests segments. Per construccid, aquestes cintes cobreixen el triangle Q1 WV
de la Figura 4.13. La intersecci6 de cada una d’aquestes cintes amb Ry estd continguda
a la cinta w determinada per Rj, només si el segment (Q1(Q2 és menor que U, i aix0 és
cert si triem p convenientment. De fet, observem que tots els triangles Ay, Ay, As, ..., Agn
tenen les bases dins de (Q1Q)s i els seus costats tenen direccions dins 'angle Q1 L1Q2. Aixi
doncs, el costat esquerre de cada una d’aquestes cintes que hem definit, interseca F'G a una
distancia de U al canté esquerre de U menor que la longitud de Q1Q». L’area determinada
per la unié d’aquestes cintes entre ¢ i F'G és menor que la de la unié dels corresponents
triangles desplacats, és a dir, £/8k.

F G N

M E A D H

Figura 4.16: Una transformaci6 afi ens permet aplicar el lema a R; i Rs.

Apliquem el mateix procés a LoQ2Q3, L3Q3Qy, . . ., Ly QrQr+1 obtenint aix{ un nombre
finit de cintes la unié de les quals cobreix la meitat esquerre de R;. Cada una d’aquestes
cintes és tal que la seva interseccié amb Ro és a w. La interseccié de la unié d’aquestes
cintes amb el conjunt entre ¢ i FG té una area menor que £/8. Com que l’area entre t i
BC dins de w és menor que £/8, la unié de totes les cintes que hem definit intersecades
amb Ry \ R; té una area menor que /4. Afegim a les cintes la determinada per AT i WP.
Prenem també totes les cintes simetriques a les que tenim respecte a linia mitjana entre
AB i DC. 1 ja tenim la nostra col-leccié de cintes Q = {wi,w, ..., wy} que satisfa les tres
propietats del lema. Aix{ doncs, el lema és cert si Ry i Ro sén paral-lelograms com els de
la Figura 4.15.

Veiem ara que podem eliminar la hipotesis de que Ry i Rs sén rectangles, mitjangant
una transformacié afi. Suposem doncs que R; i Ro sén els paral-lelograms ABCD i
EFGH, representats a la Figura 4.16. Sigui R5 = M FNH un paral-lelogram tal que el
costat NF sigui paral-lel a AB, el costat AD de R; es trobi sobre MH i Ry C Rj. Aixi
doncs, el lema és cert per Ry i R5. Es facil veure que les mateixes cintes que obtenim per
R i Ry compleixen les tres propietats del lema.
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H

Figura 4.17: Apliquem el lema a R} i Ry amb €/2.

Suposem ara que Ry i Ry sén paral-lelograms com els d la Figura 4.17, amb AB paral-lel
a EF i CD a GH. Apliquem el lema a Rf = MBCN i Ry amb /2. Cada una de les

cintes w1, ws, - ..,wk es troba en la situacié de la Figura 4.18. D’aquesta manera podem
aplicar el lema a cada un dels paral-lelograms w; () APQD i Ry amb £/2k obtenint per a
cadai=1,2,...,k les cintes {w]};, amb j = 1,2,...,r;. La collecci6 Q de totes les cintes

wg clarament satisfa les propietats del lema.

F P Q G

E M N H

Figura 4.18: Aplicant el lema a R} i Ry obtenim la cinta w;.

Finalment, si Ry i Ro es troben en la situacié general del lema, podem substituir Rs
per un altre paral-lelogram R3, amb Ry C R3, amb els costats paral-lels als de R;. Les
cintes obtingudes aplicant el lema a R; i R5 també sén valides per Ry i Ra. O

El segon lema que usarem en la demostracié del Teorema 4.10 és conseqiiencia directe
del que acabem de demostrar.

Lema 4.12. Siguin Ry i Ro dos paral-lelograms tancats tals que Ry C Rs. Sigui £ una
col-leccio finita de cintes tancades, Q@ = {w1,wa,...,wk}, tal que Ule wr = Ry. Aleshores
per a cada cinta w;, © = 1,2,...,k, podem construir una altra col-leccio finita de cintes
tancades wil, wiQ, . ,wfi tal que

(i) El conjunt de totes les cintes cobreix Ry; i.e., Ry C |J{w :w € Q*}.
(ii) Per a toti i j, wgﬂRQ C wj.
(iii) Es compleiz que |(U{w:w € Q*})N(R2\ R1)| <e.

Amb aquests dos lemes ja podem fer la demostracié del conjunt de Nikodym.
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Demostracid del Teorema 4.10. Sigui H > 01 Q(H) el quadrat tancat amb centre a l'o-
rigen, de costat 2H i amb els costats paral-lels als eixos de coordenades. Apliquem el
Lema 4.11 a Ry = Q(1) i R2 = Q(2) amb £1/4 > 0, que fixarem més endavant. Obtenim
la col-leccié de cintes finita €2;. Dividim @) en quatre quadrats tancats iguals i de costat
la meitat que Q. Denotem aquests quadrats Q’i, per i = 1,2,3,4. Fixem i i apliquem el
Lema 4.12 amb Ry = Q}, Ro = Q(3), 2 = Q) i e = £2/4% > 0. D’aquesta manera obtenim
una col-leccié Q* de cintes tancades, que anomenem €2%. Considerem ara el conjunt

4
0, = J .
i=1
Dividim cada Qli en quatre quadrats tancats iguals i de costat la meitat que Q’i, de forma
que obtenim 42 quadrats Q%, amb i = 1,2,...,4%. Fixem i i tornem a aplicar el Lema 4.12

amb Ry = Qb, Ry = Q(4), Q = Qo i e = 3/42 > 0. De forma que obtenim la col-lecci6
Q*, que anomenem (25 i escrivim

42
O3 = U Q3.
=1

Etcetera.
Observem que per un k fixat, la unié de totes les cintes de 2} cobreix el quadrat Q7 _ ;.

Per a cada w € O} definim ¥ = w\ @} _, isigui K} = |J{®@ : w € Q4 }. Aix{ doncs tenim
que, per la construccié de Qﬁg i pel Lema 4.12,

’(U{Z&:w enk})ﬂQ(kH)‘ < %

KN Q(k)| < e, per a cada e;. Definim

K*:UﬂKk.

h=1k=h

i, per tant,

Amb e — 0 tenim que |K*| = 0. En efecte, si fixem N i h, i prenem j tal que j > h i
j > N, obtenim que

]( N m) ﬂ@(N)‘ <|x;New)] <.
k=h
Aixi obtenim que

()]s

=h

Com aix0 és cert per a tot N, tenim que } Nres, Kk’ per a tot h i, per tant, |[K*| = 0.
Veiem ara que per a cada x € Q(1) existeix una recta r(z) que passa per z i continguda
a K*|J{z}. Sigui z € Q(1) fixat i siguin {Q%(w’n)}n, per n =1,2,3,... una successié que
es contrau dels quadrats que hem construit de forma que = € Q%(x’n) peratotn. Pern =1
prenem una cinta w; € Q{(m’l) que contingui x. Per n = 2 prenem una cinta ws € Qé(mg)
que contingui z i tal que wa () Q(2) C wy. I aix{ iterativament. Per n = k hi ha alguna

cinta wi € Q que conté x i tal que wi (Q(k) C wk_1. Per tant, existeix una successié
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de rectes {ry(z)}r que passen per x i tals que ri(z) C wg. Com g, — 0, Pamplada de
les cintes wy, tendeix a zero i com wy () Q(k) C wg_1, tenim que la direccié de les rectes
{rr(z)}r convergeix a la direccié d’una recta r(z) que passa per z.

Provem ara que r(zx) C K*|J{z}. Sigui y € r(z), y # x. Aleshores existeix un natural
N tal que, si n > N tenim que

y ¢ Q=M i yeQ(n).

Prenem ara una successié de punts {yx }1 tal que yx € ri(x) i convergent a y. Aixi existeix
un M tal que, si k > M tenim que

e € Q) \ QI

Sié > n > max(M, N), podem escriure
yi € 1i(x) ﬂQ(N) C w; ﬂQ(n) C wp.

Com y; ¢ Q%JC’N) tenim també que y; ¢ Q%(x’n). Per tant, y; € @,. Aix{ doncs, hem provat
que, per a un n > max(M, N) fixat, tenim que y; € &, per a tot i > n. Donat que &, és
un tancat, y € @,. Per tant, y € K* i que demostrat que r(xz) C K*|J{z}.

Observem que el procés que acabem de descriure es pot realitzar per a qualsevol interval
quadrat (), no necessariament igual a Q(1). Aixo és, donat @ existeix K* tal que |K*| =0
i per a tot z € @ hi ha una recta r(x) que passa per x i tal que r(x) C K*|J{z}.
Apliquem ara aix6 a Q1 = Q(1),Q2(2),...,Qk(k),..., obtenint K, K3,...,K},... El
conjunt K = J;2; K} satisfa les tesis del teorema. O
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