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La Teoria de los Sistemas Dinamicos

@ La Teoria de los Sistemas Dinamicos estudia los procesos evolutivos (que
dependen del tiempo).

@ Es importante el estudio geométrico del espacio de
fase, para descubrir el esqueleto del mismo (equilibrios,
Orbitas periodicas, variedades invariantes, toros
invariantes, atractores extrafios) y como este varia al
modificar los parametros (teoria de bifurcaciones).

@ Este punto de vista geométrico fue iniciado por el
matematico francés Henri Poincaré (1854-1912).

@ Tienen relacion con multitud de areas de las Matematicas: Andlisis, Geometria,
Topologia, Probabilidad, Métodos Numéricos, Teoria de NUmeros, etc.

@ Tiene multitud de aplicaciones a otras areas de la Ciencia: Fisica, Quimica,
Biologia, Economia, etc.
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El sistema de Lorenz

Las ecuaciones de Lorenz (1962) modelan la conveccién de un fluido hidrodinamico.
El sistema depende de los parametros o, p, 5 > 0.

En el paper original Lorenz considera o = 10, p = 28, 8 = 8/3.

X = O'(y—X),
y = pX—y—Xxz
z —Bz + xy.
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Dinamica del atractor de Lorenz

Algunas propiedades se pueden estudiar reduciendo la dimensién via una aplicacion
de Poincaré. Consideramos ¥ = {Z =0,z >0} = {z = %xy,z > 0}, es decir, la
aplicacion de paso por el maximo de z.
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Representacion de z,. ¢ versus zp

El atractor de Lorenz es cadtico!
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La aplicacion “tienda”

Alex Haro, Arturo Vieiro (UB)

Sistemas Dinamicos



Sensitividad respecto condiciones iniciales
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Se muestra la evolucién de dos condiciones iniciales cerca de la variedad invariante
inestable del origen que difieren 10~* en la tercera componente.

Alex Haro, Arturo Vieiro (UB) Sistemas Dinamicos



Bifurcaciones

Interesa entender la formacion del atractor extrafio de Lorenz. Fijamos ¢ =10y
B = 8/3, y estudiamos el comportamiento dinamico al variar p > 0.

@ p < 1: El origen es un nodo atractor y es el Unico punto fijo.
@ p = 1: Bifurcacion de Pitchfork. Aparecen 2 puntos fijos (nuevos)

Py = (£v/B(p—1),£VB(p—1),p— 1)

que son nodos atractores (si p = 1). El origen es un punto silla que tiene una
variedad inestable 1D y una variedad estable 2D.

@ p =~ 1,3456: Transicion a nodo-foco de P+. Dos valores propios reales (y
negativos) colisionan y se vuelven complejos con parte real negativa.
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@ p = 13,926: Bifurcacién homoclinica (bifurcacion global!). Se crean dos 6rbitas
periddicas (simétricas).

@ p = pn =470/16 ~ 24,74: Bifurcacion de Hopf. Los puntos se vuelven puntos
silla-foco repulsor (con una variedad estable 1D y otra inestable 2D, ésta asociada

a valores propios complejos con parte real positiva), y las érbitas periddicas
desaparecen.

@ Para p > pp se crea el atractor de Lorenz, que tiene una estructura muy
complicada. Para p 2 31,01 se destruye.
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La variedad de Lorenz

Para p > pn (aqui, p = 28), la variedad de Lorenz (la variedad estable del origen),
juega un papel importante en la organizacion de la dindmica. La variedad inestable es
1D, y su adherencia, esté incluida en el atractor de Lorenz.
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Izquierda: Variedad de Lorenz local (azul) y variedad inestable del origen (rojo).

Derecha: Globalizacion de la variedad de Lorenz
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